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20. Einftibrung krummliniger Koordinaten in Vektor- und Tensorfelder. 

III. Wecliselwirkmigeu der Felder von Skalaren, Yektoren 
und Tensoren. 

21. Symmetrie pbysikaliscber Erscbeinungen und Krystallsymmetrie. 

22. Wecbaelwirkungen von Vektorfeldern. 

23. Wecbselwirkungen, bei denen Tensoren eine Rolle spielen. 
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IV 14. ilf. Ahmhaw. Geometriache Grundbegriffe. 


Litteratiir. 

Lelirbtiolier. 

W. Thomson and 1\ (h 'J'ait, 'J'wiatisft on natural philosojiliy. Pa,rt I. 1. Anil. 
Oxford 18(57, deiitacli v. H. IlclmJwUa n. WertJieim. BraunMcliweig 1874. 
8. AuH. Cambridge 1879. 

J. CL MaxweM, Treatiae on eloctrieity and inagnetiam. iiOndou 18715, (bmt.scli 
V. B. Weinstein. Berlin 18815. 

IF. K. Clifford, Elementa of dynamic. .Bart 1. London 1878. 

Th. Lidmeh, PhyaikaliHclie Krystallograpluo. Leipzig 1891. 

A. B. IT. Love, A treatiat; on tlie niatbematical theory of elaaticity. Vol. 1. 
Cambridge 1892. 

O. Ilemnside, Electromagnetic tliaory. Vol. J. London 1894. 

A. Fdppl, Einlilhrnng in (li(j M'axw{jirHclu) 'I'heorio der hlhsktrizitilt, Leipzig 1894. 
IF. Voigt, Gompendimn dor tlicoretiachcn Idiyaik’. 2 Bda. Leipzig 1895 n. 9(5. 
IF. Voigt, Dio fundamontalen phyaikiiliachon Eig(nmchaft(.!n dorKry.stallo, Leiiizig 

1898. 

F. lijerhnes, Vorle.snng(>n (iber hydrodynaaniHche Fernlcrilfti!. Bd. 1. Leipzig 1909. 

P. Appell, Traitd do niecanitiuo rationelhs. Tome III. J’ariH 1900. 

B. Jhemnnn -JL I’artii.dlo Dillhiamtialgleichungon. 4. Anil, BranuHchwoig 

1900. Bd. 1. 

IF Voigt, Elonicjntare Meclianik. 2. Anil. lanpzig 1900. 

Monographieen. 

J. IF. Gibbs, hllomentH of vector anadyBiH (noi; publiHhad). New-Haven 18B1~H4. 
Me, La fonction vcctorielle et hc'h ai)])]ic!ation.s a la phyaiqm^, Bord. mdm. (4) 11 
■ (18915), p. 1--1117. 

G. Ferraris, Teoria geoinetrica doi campi vettoriali. Memorie di I'orino (2) 47 

(1897), p. 259. AIh .Kapitel in die „Lezi(:)ni di (dottroteemicidh Tor. 

1899 aufgenommen . 

A Fdppl, Die Geometric der Wirbelfodder. Leipzig 1897. 

IF.’ Voigt, L’elaHticite d(is criataux. Itapport Paris 1900, deutsch Gott. Na.chr. 
1900. IL'.ft 2. 

IF. Voigt, (iber die Ikirametcr der Krystailphysik und liber gcjrichtete Grdssen 
hoherer (Jrduung. Gcitt. Nachr. 1900, Ihift 4, p. 1165 - 1579. 


1. Einleitendo tibersieht tiber die geometrisclien Grosson der 
Mechanik nnd Physik. Von dtjn in der Meclianik and Physik airf- 
tretenden Grrii-ssen Bind einige, wie MasBe, Energie von der Bescliaften- 
lieitj dass die Angabe ilirer Ma8.szialil imd ilirer DimensioiP) xn ihrer 
eindeutigeri Bestiminung liinreielit. Solclie Griissen nennt niaii neuer- 
dings Bhalare'’^)-, die Mas8xalil des Skalars giebt an, wie oft ein afo 


1) J. B. Fourier, Thcorie analytirpie de la clialeur, Paris 1822, deutsch v, 
B. Weinstein, Berlin 1884, art. 1(50—1(52. 

21 IF. It. 7 TttmUhm TiOf fin’iiM nti niv.W fivnin-na 


rifliTiln. .Ii.f i'.A 


1. Einleifcende tJbersiclit uber die geometr. Grossen d. Mechanik u. Pbysik. 5 

Einlieit gewahlter Skalar derselben Art in ihm enthalten ist, die 
Dimension, wie sich diese Einheit bei einer Anderung der Grrimd- 
einlieiten fiir Masse, Lange und Zeit transformiert. (Tiber Dimen- 
sionen mid absolutes Masssystem vgl. VI.) 

Neben diesen algebraiscben Grossen spielen indessen aucli geome- 
triscJie Grossen eine Rolle, d. L.. solclie Grossen, die eine bestimmte 
Orientiermig im Eaume besitzen. In der MecLanik starrer Korper 
kamen bereits (s. IV 2) die VeJctoren zur Verwendung. Neben diesen 
sind fiir die Meckanik der Kontinua die Tensoren (s. Nr. 17 dieses 
Art.) von besonderer Wiclitigkeit. 

Die Orientierung dieser gericiiteten Grossen gegen das Koor- 
dinatensystem pflegt man durcb. Angabe ibrer „Komponenten“ festzu- 
legen; die Komponenten andern bei einer Transformation des Koor- 
dinatensy stems ibre Werte. Das Verlialten der Komponenten gegenilber 
der Gruppe aller Transformationen des recMwinJdigen Koordinaten- 
systems charaMerisiert vollstdndig die geometrische Natm der beireffenden 
Grossed 1st der geometriscbe Cbarakter der Grosse bekannt, so er- 
iibrigt zu ibrer vollstandigen Bestimmnng nocb die Angabe ibrer 
Dimension, und ibrer, auf ein festes Koordinatensystem bezogenen 
Komponenten. 

Dabei bestebt ein wesentlicber Unterscbied zwiscben den geo- 
metriscben Grossen, die in der Mecbanik starrer Korper, und den- 
jenigen, die in der Mecbanik deformierbarer Korper und in der matbe- 
matiscben Pbysik zur Verwendung gelangen. Die Bewegung aller 
Punkte eines starren Korpers ist durcb Angabe von 6 Grossen, den 
Komponenten einer „Scbraubung‘^ (Art. IV 2) vollstandig bestimmt. 
In der Mecbanik der Kontinua und in der Pbysik bingegen konnen die 
Werte der Grossen, welcbe den mecbaniscben und pbysikaliscben 
Zustand des Korpers bestimmen, in den einzelnen Punkten bis zu 
einem gewissen Grade unabbangig von einander vorgescbrieben wer- 
den. Es sind die „FeMer“ der gericiiteten Grossen, deren Tbeorie 
bier von Wicbtigkeit wird. Man nennt'^) ein Gebiet „Feld“ einer Zu- 
standsgrosse, wenn jedem Punkte des Gebietes ein beliebiger, im all- 

3) Die Klassifikation der geometriisclien Grossen der Mecbanik und Pbysik 
auf Grund dieses Prinzips scbeint in der Litteratur nicbt vollstandig durcb- 
gefubrt worden zu sein, ist aber z. B. von Herrn F. Klein in seinen Vorlesungen 
wiederbolt vorgetragen worden. In einer wabrend der Korrektur erscbeinenden 
Arbeit von W. Voigt, Gdtt. Nacbr. 1900, Heft 4, p. 356 — 379 (vgl. das Verzeicbnis 
der Monograpbien) kommt das Prinzip gleicbfalls zur Verwendung. 

4) W. Thomson, Pbil. Mag. (4) 1 (1861), p. 179 == Eejprint of papers on 
electrostatics and magnetisn. n. 605, p, 467. 
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IV 14. ilf. Almtliam. (I cornel, riKclic GriiiullKi^viirc. 

geinei]ien Htctig mit dem Orte veriindorlicilier W(3rt dcr Ziistands- 
grosse zug'Gordueii isfc. Die Werto der Zustandsgrosse an verschiedcueu 
Punkfceii ilirea Peldes stelieii im allgemeiiien in Ivcineni gosotzniilssigoii, 
drircli Gleicliimgeu /n¥ischeii den Koniponenten anH^aidrilcdcenden Zn- 
saminenliange. 

Dieser Artikel, Avekdier den geoinefcrisclien Grundliegrifren der 
Meclianik der Iiontinna nnd der niatlieinatiKclieii '[.’hysik gewidnn;! ist, 
l)esclirankt aicdi aiif die Beliandlnng derjonigen geritdit<it(ni Grciaaen, 
vvelclie mv ('!liii,ra]d;erisieniiig der in der Mcu-dianik nnd Pliysilv auf- 
tretenden lAdde:!* verwandt Avorden sind. DenigeinilsB wird liier liei 
der Klassiiikation der gfn’icliteton (hdisson von TranBhifcionf'n des 
iKoordinatensy sterns nkgeselien nnd ausscliliewslicdi die Griippe, der- 
jenigen Transfornisitionon des I'eclitwinkligen Koordinatonsystenis l)e- 
riicksiclitigt, wele.lie den Ani‘angspnnkt test lassen; diesidlAe entstelit, 
vvenn man die Gnippe (lor durcli llerunzieliiing dt?r .bi~ 

versionen (d. li. Uinkelirung aller Axenriclitnngoii) ervveitert. Dimd! 
das Verlialtoii dor i<ani|)ononteii, einer Zustandsgrdsse dicsen Opera- 
tionen gegeufil)er ist hestinmit, in vvelclie ivlasse gerieliteter Griissen 
sie einziiorduen ist. Die .lilinordnnng der Znstandsgi’iissen der MtKdiaiiilc 
nnd Physilc in die vorHcliiedenen Klassen gerieliteter Griissen Ist von 
jirinKipieller Bedeutnng; denn nur /.wiselien Griisseii, diii dersellieii 
Klasse angeluiren, kaini Gleiclilieit bestelien. Aiieli koninit die geo- 
inetrisclie Natur der physikidiselien Grdssen in der Krystallpliysik 
znr Geltung, wo sie in Bezieluing zur Byniinetrie der Ivrystallstruktur 
tritt (s. Nr. ‘21 dieses Art.). 

T. VektonuialysiH. 

2. Polaro Vektoron. Kin Vektor'') ist (s. IV 2) naeh Grdsse, 
Riclrtnng nnd Sinn hestinunt dnreli eine Strecke^ vvelclie von einein 
Puiikte P zn eineni Pnnlcte Q, iiilirt; seine JCcnnponenteri entspreelien 
den I’rojektioiion <ler Btreclce anf die Koordinatenaxen, Doingeniilss 
transfonnieren siidi die Koniponenten eines Vektors A. anf Avecliselnde 
reclitwinklige Koordinatensystenie dnrcli folgende ortliogoiiale Sub- 
stitution 

Ax‘ = -|- yiA,, 

(1) Ay = + 

A./ ~ o'-sri,. §:)A.if 

deren !) Koettizienten die (Josiniis der Winkei aiigeben, vvelclie die Axeii 

5) W. It. Hamilton, Lecture, s on quaternionH art, 17. 
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des iieuen Koordinatensy stems (x' y' ^') mit denen des alten (xy d) 

einscliliesseii. Der Ausdruck 

(1^) -A-c^ -f- Ay" -[- Az^ 

ist gleick dem Quadrate der Lange"’') des Vektors A; er ist ein Skalar, 
d. h. er bleibt invariant bei Transformationen des Koordinatensystems. 
Ebenso ist folgende Verbindung von Komponenten zweier Yektoren 
A, J3 eine skalare Grosse 
(2) AxJBx -|- AylSy AsJBz. 

Geonietriscb stellt (2) das Produkt der Langen der beiden Yektoren 
nnd des Cosinus des von ibren Ricbtimgen eingescblossenen Winkels 
dar. E. Grassmann ’^) nennt die Grosse (2) das „innere Produld“ der 
beiden „Strecken“ nnd scbreibt symboliscli {A\E\, W. B. Hamilton'^) 
bezeicbnet es als den negativen skalaren Teil — SAB des Quater- 
nionenprodnktes der beiden Yektoren, J. W. Gihhs^^) scbreibt A-B, 
0, Heaviside AB. 

Sind Ax,Ay,Az Komponenten eines VeMors, md ist der Ausdruch 
(2) ein Slcalar, so sind auch Bx, By, Bg VelctorJcomponenten^). Ans 
der Invarianz von (2) folgt zimacbst, dass fiir die Grossen Bx, By, Bg 
folgende Transformationen gelten 

Bx = cii Bx' -|“ ojs By' -|- cis Bz' , 

By — §iBx' -f- I^^By' -J- ^sBz' , 

Bz — y-i Bx' H- y 2 By' -j- ys Bz' . 

Die Koeffizienten der Substitution, vrelcbe die alten Yi^erte der Grossen 
{Bx, By, Bz) durcb die nenen By, Bz') ansdrtickt, geben also ans 
den Koeffizienten der fiir die Transformation von Yektorkomponenten 
von den alten auf die nenen Axen geltenden Gleicbungen (1) durcb Yer- 
tauscbung der Horizontal- nnd Yertikalreiben bervor; in der Spracbe 
der Invariantentbeorie driickt man diese Beziebung ans, indem man 
sagt: die Grossen Bx,By,Bz sind zn den Grossen Ax,Ay,Az Iwntragre- 
dient. Zwei Grossensysteme, die zn demselben dritten kontragredient 
sind, sind ofifenbar zn einander hogredient, d. b. sie transformieren 
sicb in derselben Weise anf ■vvecbselnde Koordinatensysteme. Infolge 
der Invarianz der Ansdriicke (!') nnd (2) sind die Grossen Ax, Ay, 
Az; Bx, By, Bz beide kontragredient zn Ax, Ay, Ag, folglicb sind sie 
zn einander kogredient; die Grossen Bx,By,Bz sind also ibrerseits 
Yektorkomponenten. 

5') Die Lange der Strecke, die den Vektor A reprasentiert , wird in der 
Qnaternionentkeorie „Tensor“ des Vektors A genannt. 

6) Vgl. H. Burlchardt, Math. Ann, 43 (1893), p. 197. 
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IV 14. M. Abraham, GooinetriBi'lift (JrujKilH'grilft'. 


Die Existeuz eines Vektors y[ bediiigfc in (h'r iiegei diw 
clensein eines Energiequantnins E, (lessen Znnulinu^ dM der Ind (dn(*r 
Steigerung (lAy, dAz der V(dvtc)rk(iinit(tii(‘nt:en anfV.iuvfaidt‘nd(‘n 

Arbeitsleisiiimg gleidi ist. Da die Arlxdt sttds (dn Skalar isi, h»» 




"'t'" ii.i. 


wie soeb(.ni bewieseii, class ^ f ebt'nfalls Koin|t()nenl»‘ti (dues 
Vektors Sind. ^ 


Vektorkomponenteii von der bislusr unti‘r.su(djt(*n Art. weebsela 
nacli (1) bed (iiner Invcsrsiou da.s Voryadelieu. VVolleii wir diene 
Eigenscliaffc besonders hcvrvorhelxnij so l)(;7.<dclmeii wir sie weiterbi!! 
als Komponenten eines polarm Vv/dmm. 


3, Axial© Vektoren trattni Hcrlnin in TV S anf, niinilieli ais 
Ivriiftcjpaarcj, die an cn'nein .starren Ktirpe.r angndt'en. Hire Kniiipte- 
nentcni transformiernii sieb ijcu Dndmngcni und inver.siemni d(*H Kdtur- 
dinatansystcnns win folgende Verbindungen von Koinpoiundnii */.w»d«n' 
polarer Voktoreii A, Ih 

(«J) .Z' ;b = AyJjl. AfEy, 'Pif A-i '.'Bx A^Ah) I'\ ’ ~ A , ]’ly" ' ' 

Die Komponenten ib-, By, P; stellen cbA Projektionen de.s von (bni 
Strecsken yl, B gcdiildfitcni Panilkdogramms auf die Koordiiisiiinn*l)enen 
dar; sie bcistinmnm jtnujs Paralkdograniin jiacdi Idiiehtminball, Hl.dtnng 
seiner .Ebene, und IlmlaiifHsinn. //, (hmsniumi innmt dasscdlH* 
ProdukE'^) der beidtm Streekcm A, ./>" mni HcJircdbi HvinhttliHidi 
[ylJZj, TV. B. JPamilton'*) bezeicdinet m als vtddorifdlen 'fcdl VaB 


7) II. Grassmann, Die linciale AusdehiunigHlelirc!, L(d|r/.. is4i, luifl Die 
Ausdebniuigslebre von 18(ia, licrlin . (Pns, Abn-ke, ht-ruuHg. vtui F. Fwffl, Hd ! 
bezw. II, 1, Leipz. 1894. Vgb Art.. IV 2. 

8) II. AusdtdaunigHkdi^ von 1814, {», J14, t»t*s. W*‘rke I, p, 189 

nemit ein an acjincs Ebene gobtmdtme.s I’liridkilogminm ,,Idttn(jrimsA. Fiir dio; 
feci im Kanme verscbicldnirti hat. er ktdnen IxiHonderen Naijiim, 


9) W. 11 IlamiUoF Wdl. Mag. (.'!) 25 (1849), p.4Un (Irr.HHi.rc Worhe dud: 
ijfictiiies on c|uatei’ni()n8, Cainbr, 1859; KlcnuentH of (jualoriuoiis, J.cii Itojoktii 
1866; (deutsch v. P. GI<m, Leipz. 1881/84), 2. (-d. 1, 1899. S. auch P G. Tait, 
An elementary treatiticj on rpiateniioiiH, {/andtr, 1. ed. 1867, 2. cii, 1874, 9. cd. ih 90 
Die Quatfii-nionentheorie stellt den Vektor A dar dundi d,. f j- .1,' ,/ j A 
ijk Sind Einlieitsvektoren , welehe in lti<ditnng d(*r Koordinab*nu3u*n weLm' 

und den Multiplikationsregcln unterworfen .sind i. ■ i -J . /,* . /,• t ; z / j / // 

ki==~ik^^j (H. TIIB3). Daher ist das Produkt ’zw.d.'r Vrh’ 


toren eine tbiatcrnion, d. h. ein Aggregat aua eimun Skalar tnnl einein Vektor, 
Der .skalare Toil iat init dem negativen inn(3roa I’rodukte, der vektcn'icdle mil 
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des Quaternionenproduktes der beiden Vektoren, B. de Saint -Vemnt^^) 
nennt es „geometriscbes Produkt^^, J. W. Gibbs scbreibt A X B, 
0. Heaviside Y A B, letzterer Antor nennt es „vektorielles Produkt“ 
oder „VeMorproduU“ . 

Bie axialen VeJdoren, deren Reprasentant das aussere Produkt 
zweier Strecken ist, verhalten sich bei Brehungen des Koordinatensystems 
wie polaxe VeUoren, sie mterscheiden sich von jenen dadurch, dass Hire 
Komponenten bei einer Inversion der KoordinatenricUmgen das Vormchen 
beibehalten, wahrend polare Vehtorlcomponenten es wechseln. So lange 
man von Inversionen des Koordinatensystems absiobt, kann man ein 
Parallelogramm®) durcb eine anf seiner Ebene senkrecbte Strecke er- 
setzen, deren Lange dem Flacbeninhalt des Parallelogramms gleiob 
ist; dieses ish Grassmann’s „Erganznng'^ ’) de s Parallelogramms. Wab- 
rend aber das Parallelogramm selbst bei einer Spiegelung in Bezng 
anf seine Ebene ungeandert bleibt, kebrt die Erganzung ilire Ricb- 
tung nm. 

In der Quaternionentbeorie nnd der anf dieser fussenden Entwick- 
bing der Yektoranalysis wnrde diesem Unterscbiede keine Recbnung 
getragen. Erst A. N. Whitehead^^) trennt bei der Darstellung der 
Yektorenrecbnung wieder die gericbteten Strecken systematiscb von 
den mit einem Umlanfssinn versebenen Parallelogrammen. Inzwiscben 
war von Seiteii der Pbysiker die Wicbtigkeit dieses G-egensatzes er- 
kannt worden. Hier war es J. Cl MaxwelB^), der zuerst die beiden 
Arten von Ricbtnngsgrossen als „translatoriscbe“ nnd „rotatoriscbe^' 
Yektoren unterscbied, mit Riicksicbt darauf, dass unendlicb kleine 


der „Erganzung“ des ausseren Produktes in Grassmann's Terminologie identisch ; 
s. H. Grassmann, Math. Ann. 12 (1877), p. 378. 

10) B. de Saint -Venant, Par. C. P. 21 (1845), p. 620 scheint unabhangig 
von Grassmann nnd Hamilton zu diesem Begriffe gelangt zu sein. 

11) J. W. Gibbs, Vector Analysis, New-Haven 1881/84. 

12) 0. Heaviside, Electrical papers London 1892, passim. Electromagnetic 
theory, 1, chap. 3, London 1894. An Heaviside schliessen sich A. Foppl nnd 
G. Ferraris an (s. d. Verz. der Lehrbncher nnd Monographieen). Die Systeme 
von Gibbs nnd Heaviside, welche, den Umweg tiher das Quaternionenprodukt 
vermeidend, die Grundhegriffe der Vektorenrechnung geometrisch definieren, 
sind von ihren Autoren wiederholt in den Spalten der „Natnre“ gegen die An- 
griffe der orthodoxen Quaternionisten (P. G. Tail nnd A. Me Aulay) verteidigt 
worden; vgl. Nature 43, p. 511, 608; 44 (1891), p. 79; 47, p. 151, 225, 463, 533; 
48 (1893), p. 364. 

13) A. N. Whitehead, A Treatise on universal algebra, Cambr. 1898, 
book VII, chap. 4, p. 548 ff. 

14) Treatise 1, art. 15; Papers 2, p. 257. 
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iV I -I. iM. Ahnilidiii. ( i'(‘inuc|;risclu‘ (inin(llic'''riir('. 


Rotatioiioii der zweifcoii Art iuigfdioi'on (s. Nr. 10 dieses Art.). R 
mid 7^1 Wicchni ‘*’) wieseiv ueiierdings idicnljills auf (li(( Notwi'iidin'kAi, liin 
diese. Gnissoiildassen auseiiiaiideiysihalteii, leiy.O'rer lOirseher iiemifc sie 
^Vektoren*' mid willireiid W. I'e/V//'') sie als nml 

,,(vxiai(‘'' Vcktoran keyeieliiKd;,; die le(/{:g('iiaiiiiie I5e/,eiehiiiiiig isi die 
liiei g(‘bi aiiehte. Man lialj geliiiideiij dass dit* elcdvlriseln' Ivral'l der 
Klasso der polaiam, dii^ maguefciselu' der Klassi; dei- iixialiei Veldoreii 
aiigxdiorl; (s. Nr. 22 dii-ses Art;.'). 

bind }\ /.\v(‘i axiale VekI.oren, se siiid die Aiisilriudve 

(4) VR -I - PR -h /?, (■!') Qy - {- RR -f- (R\ 

('0 -I- 

Skakre, d. li. sie siiid inva,riani hei Dridimigeu mid Ijiversidjieii des 
Koordinaliensysiicms. RR/ amhrmRs P,, P^ Koinpouniim awrs 
axwlm Vrldoix, uud is( drr Aiisdnirk (iV) n,/ ShiPcr, s,> shul r/,., 
^4, Q: cbi'iildlls hdnipuitruln/. l■/l/t's nxinlcu. Vdiors. Der Deweis 
dieses Hal, /.os eiiispi'iclii gji,,/. d..m des aiialogvii Itir ludare Vekl.orou 
geliemleii (s. Nr. 2 dieses y\rl.. ). l^ila'jiso Idlgl;, dass aus eiiiem von /' 
'^^’ji'‘'‘igigen Hkalar /v’ ein nem'r a;.xialer Vektor akgeleitei werdeii kami 
niii den Ktimponeni.en: 


r h' 
/’ 


d/'. 


r'/-; 

dP 


4. Fold oinos Skalars. Isi ein Skahir cp als sieiigo Fnnkiion 
dns Ories (Idmdion do poini)'A gegehen, so isi seine Almahme aaii' 
dem VVegelemeni dR 

d>i P'Rdr 

wemi <i X d t/ d:: iliv, Drojokiiomm von dl aiif die Koonlinaieiiaxen he- 
/.eielinen. J)a dX als Vekior, dxdjfd;: als seine Komponeiiien anzii 

selien sind, so Iblgi nacli Nr. 2 dies. Ark, dass d ' ^ 

. , . , ' ^ f'!J ’ r',;' 

tvoinponeiiten miii’s Vekj,ors siml. Die h’ieliimig diese.s Vekioi’s isi 

die der grossieii rruimliclieii Alinalinn' des Skakirs (p , seine Diinge 


(do/) (p,:) Idingeneinlieii he/ogr 


non 


IT)) l>. ('iirii\ 1. (le jiliys. ('i) a (is'.i.i), p. ana. 

Hi) it'. WiechcH, K(itiif(.s1), I'hy.s. yloin. g,..;, a 7 jisuii), i). c,; Aaii I'hv.? 
Olioiri. [A) (IH'.Hi), ]). -JST. 

17)^ ir. VoRi, Compriulium i>, p. 4 IS u. p, SOI, iHlHi. Die I'lmdameutaleii 
pliyHikuH.schoii I‘;iii'’rase]ian;(.m dor KryHiulle. kidp/., isos, p, is. 

IH) (I Lnmv, .), or. ])o]yf. call, aa (isai), p, ale; Loi-ohh sur los coordon- 
Jiec.s curviligne.s, rari.s ISOO, chap. I. 
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Belrag dieser grdssten Abnalime an. Letzteren Ausdruck^ iianiite 
G.Lame-^^) „Differentialj)arameter erster Ordnung“. Lame erfasste in- 
dessen nicht den Vektor als gericlitete Grosse. Dieses blieb W. B. Ha- 
milton vorbelialten, der ihn niit Hulfe des symboliscben Operators 


V 


. d , . d ■ , d 


darsteUtei'*). Man bezeicb.net den Vektor —Vcp als Grc/» (slope 
Oder Gradienten^^') des Skalars 9 . Durcb Berecbnung des Gefalles 
wird jedem Skalarfeld ein Vektorfeld zngeordnet. Das Feld eines Vek- 
tors, der als Gefalle eines Skalars angeselien werden kann, wird 
„potentielles Vektorfeld^ genannt; weitere Ausfubrungen iiber Skalar- 
felder werden unten an die Bebandlung des potentiellen Vektorfeldes 
(Nr. 6 ) angekniipft. 


5. I" eld eines Vektors. Andert sicli ein Vektor in einem ge- 
wissen Bereicbe im allgeineinen — d. b. abgeseben von einer end- 
lichen Zabl von Flacben, Kurven iind Punkten — stetig mit dem 
Orte, so nennt man den Bereicb das Fdd des Vektors'^). Wir ver- 
steben im Folgenden imter einem Vektorfelde scblecbtweg das Feld 
eines polaren Vektors. Ftlr axiale Vektoren gelten entsprechende 
Entwickelungen. 

Maxivelluiitei&iihQiAetlG’aftvchtoren und Stromungsveldoren Diese 
Unterscbeidung ist keine wesentlicbe, man kann vielmebr denselben 
Vektor A bald als Kraftvektor, bald als Stromnngsvektor denten. Deutet 
man ibn als Stromnngsgescbwindigkeit einer den Ranm erfdllenden 
Fltissigkeit, so erhalt man eine skalare Grosse, indem man die ge- 
samte Fliissiglxitsmenge berecbnet , welcbe in der Zeiteinheit ein 
festes Flacbenstfick f in dem durcb die Normale n angezeigten Sinne 
durcbfliesst. Dieselbe ist gleicb dem Fldclienintegral 

(G) F = J*f df cos nx -f- Ay cos ny A~ cos n^). 

Deutet man ibn hingegen als Kraftvektor, so erhiilt man eine skalare 
Grosse, wenn. man die Arheit berecbnet, welcbe die Kraft bei einer 
Verscbiebung langs des festen Kurvenstuckes X leistet. Dieselbe ist 
gleicb dem Linienintegral 

(7) L = dX(^Ax cos Xxj -]— Ay cos Xy — |- A^ cos Xfj'). 


19) W.B. Hamilton, Lectures, art, 620. Den Oi^erator V nennt man gelegent- 
lich „Nabla“ nach einem kebraiscben Musikinstrumente von almlicher Form. 

20) 0. Heaviside, Electromagnetic tkeory 1, p. 186. 

20') Biemann-Weher, Partielle Differentialgleicliungen 1 (1900), p. 213. 

21) Maxioell, Treatise 1, art. 12; Papers 2, p. 257 tf. 
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Man kann andrerseits aiicli aiis einem Kraftvektor eiiien Skalar 
aus einem Stromimgsvektor eineii Skalar L ableiten. Ersteren nennfc 
niaii ciftflubS diircli die klaelie letzteren in der Hydrodynaniik 
„OirctilaUon liings der Kiirve 

1st die lUache / geschlossen iind n iliro iiiissere Normalc, so 
ergiebt eine unter dem Nanieii „Gauss’ schor SatA‘ bekamito Integral- 
transformation 



Das liitegial aid. dei lecliteii Scite dieser Gleichuiig ist iibor den von 
von der Elacbc f begronzten Itaiim t zn erstrecken. Der Ausdruch 


( 9 ) 


div A 


A + A , 

dx ' dy ' d 


'tsi am Slmlar. Er stellt in der bydrodjiianiisclieii Aiialogie die aid* 
die Voluinei.iilieit berec]in(,ite .hffiiebiglceit der DlilrsigltiMAjiiiile.)), dar, 
j; a neiiiit-') den mit dem negativen* Vorzeielieii ver- 

solienen Aiisdruck (II) jjliOfiveTgeui'Aj Wrilireud dor jetzt li'ir (0) ge- 
braucliliclie Name „Dwer(j<mA‘ von W. K, Clifford liei’riilirt. ' in der 
Symbolik der Quaternioneiitlieorie"-') wird er ~ gesehriidam. 

J. W. (Mbs iind 0. lAm'/.s/de selircilion V-y| bezvv.'*' Vyl . 

Veilault iiu kolde oine llnstotigkeitsllacho dereii Nomialen mit 
bezeiebnet werden iiibgon, so ist die ErgUMtfkdt der Quelleu pro 
FUkhcneinhetl gleicli dem Sjmmgc der Nonmdlmyipmiaite des Feldvddorb 
(9') M,,, ~f-A,^. 

Dieser Sprung wird duller als JAdcheudhergmF-A des Vektors A 
bezeiclmet. 


22) H. 11 A 2, Nr.‘l{i. Dor Sutz wiirde von in n.-inon „Ali£.emoirien 

JjebrButzciVk Leipz. 1840, I'iir potonticlle Folder bewioKon. Gc,b. Worko 5 p. 224, 

2a) Treati.se 1, iut. 25. 

2,-D_) MaenweP., Claasilieation oi pliysicid riuantitio.s. I‘a,))or,s 2, p. 257 11'. 
bond, math. hoc. .Proc. a (1871), ji. 224. ' 

24) W. K. (Jlifj'ord Elemeuts of djniuiii(‘, p. 200. 

25) P. G. Tail waiidlie zuerst den Operator V auf Vektoren an, s. IGiinb 
Proc. 4 (1862) =-.= Papers 1, Cainbr. 1808, t., 57. Der SkaJarteil der sj ontsfeben- 
den Quaternion ergiebt die Ivonvergenz, der Vektorteil den curl des Ind.r. V(ditorH 

26) Gm^ und Mcwtrmde (s. Anni. 11, 12) l)ilden das innere, bez. llnssere 
Produkt auH dem Operator V und dem Vektor A und erlialten so div. und curl. 
Das entgegenge.setztu Vorzeicben des Symliols fiir die Oivergenz liei den (pui- 
ternionisten entsp-iclit den verscliiedenon Vorzoiclicn .bis inner.-n Produktes 
und des Bkalarteils des Quaternionenproduktes, b. Ainu. 9. 

27) F. Bjerknes, Vorlesungen fiber hydrodynamiHchc Fernkrafte 1, Leipzig 

1000, p. 9—18, " ^ ^ 



5. Feld eines Vectors, 
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Bildet man das Linienintegral (7) fiir eine gescMossene Kurve A, 
so erhalt man nach dem „Stolces’schen Satse“^^) 

(10) L =ff da> [(1^ - cos + (^ - |^) cos(m, ex) 

Das Integral auf der recMen Seite dieser Gleichung ist ilber eine 
von der Kurve A umrandete Flache 03 zu erstreeken; {(o, yd), ( 03 , sx), 
(co j xy) geben die Winkel an, welcke das betreffende Element der 
Elacbe G) mit den Koordinatenebenen einscbliesst. Die bei der Um- 
wandlung des Linienintegrals L in ein Flachenintegral auftretenden 
Ausdriicke 

dA, dA„ dA^ dA^ dA, 

( 11 ) W-7T’ W^W 

sind Komponenten eines axialen Veldors'^^)'^^). Diesen neiint Max- 
welP‘^) „rotaUon‘^, spater 2 ^“^) „curl“ des Yektors A; er, wie mchEeaviside 
der gleicbfaUs den Namen „curl“ gebraucbt, sclireibt in der Symbolik 
der Quaternionentlieorie VVA, J. W. Oihhs^^) scbreibt VxA, 
E. Wiechert^^) Quirl A, H. A. Lorentz^^) Hot. A, W. Voigt vort. A. 
In der Kinematik der Kontinua (Nr. 16 d. Art.) spielt der balbe curl 
des Yerscbiebungsvektors eine Rolle, indem er die Rotation der Yoluin- 
elemente angiebt. Bei einer den Raum erfiillenden Fliissigkeits- 
strdmung giebt der balbe curl des descbwindigkeitsvektors die aul 
die Yolumeinbeit berecbnete Intensitdt der Wirhel an. 

Yerlauft im Felde der Fliissigkeitsstromung eine Unstetigkeits- 
fliicbe 6, bangs der die Flussigkeitsscbicbten an einander vorbei 
gleiten, so bildet die Flacbe 0 den Sitz eines „FldchenwiTbels“ ^’^), 
dessen auf die Flacbeneinbeit bezogene Intensitat durcb den balben 
„Fldchencurl“ gemesseii wird. Eer Fldchencurl ist ein axialer VcMor, 
dessen Ebene senJcrecM zur Unstetigheitsfldche orientiert ist. Seine Kom- 
ponente nacb irgend einer, auf der Unstetigkeitsflacbe seiikrechten 
Ebene ist gleicb dem Sprunge der in die betreffende Ebene tallen- 
den tangentiellen Komponente des Feldvektors. Ist 
©rsten nacb der zweiten Seite der Dnstetigkeitsflacbe 6 weisender 


28) G. G. Stokes, A Smitli’s prize paper, Cambr. 1854; II. Ilankel, Preis- 
scbrift, Gottingen 1861; s. aucli 11 A 2, Nr. 46. 

29) F. Wiechert, Konigsb. Pbys. (ikon. Ges. 37 (1896), p. 8; Ann. Phys. 
Gbem. 59 (1896), p. 288; Grundlagen der Blektrodynamik, Festscbrift 1899. 

30) H. A. Lorentz, Versucb einer Tbeorie der elektriscben nnd optiscben 
Erscbeinungen in bewegten Korpern, Leiden 1895. 
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Einlieitsvcktor^ so ist cIbt FllicliGncuTli dcs Vchtof'S aL mit dcin H'lisscvcTi 
Produhte (ISrr. 3 dieses Artikels) 

(“') [A'la (.A - A)] 

identisch. 


6. Potentielles Feld. Ist das Linienintegral (7)^ erstreekt fiber 
eme die Punkte § verbindende Kurve, bei beliebiger Walil des 
Pmiktes ^ Tom Wege unabliangig, so liisst sich das Vektorfeld auf 
ein Skalarfeld zuriickfiiliren. Wird der Wert des Skalars <p irii 
Punkte a beliebig gewaklt^ so sei der Wert im Punkte ^ 

J 

(12) cpi^ = (p^ J (IX (^,^ cos lir -j- Ay cos Xy -[- A. cos XP) ; 

a 

der so bestimmte Skalar cp beisst das (skalare) Polenfdal (vgl. den 
Artikel iiber Potentialtlieorie II A 7 b); ein Vektorfeld, das ein skalares 
Potential besitzt, wird ^potentielles VeUorfelF genannt. Der Peldvelv- 
tor A^ — Vcp giebt das Gefalle (s. Nr. 4 dies. Art.) des Potentials an. 
W. Thomson gebrauckt die Bezeicbnung „lamMares Feld“'^^), mil, 
Rucksiclit darauf, dass man ein potentielles Feld durcli ein Netz von 
Aquipotentialfiacken (Niveauflaclien) in diinne Lamellen teilen k'arin, 
derart, dass beim Durcliqueren einer jeden Lamelle das Potential uni 
den gleiclien Betrag abnimmt. Diese Lamellen sind uberall senkreclit 
zur Riclitung, des Peldvektors orientiert; bringt man ein Kurveii- 
e. ement von bestimmter Lange an verschiedene Stellen des Feldes 
so bildet dm Zabl der Lamellen, welclie es schneidet, ein relatives 
ass fur die Kompoiiente des Peldvektors in Eiclitung des Elementes 
an der betreffenden Stelle des Peldes. ’ 

Die Bivergem des potentiellen VeUors A ist 


(13) divJ. 
Der Skalar 


dx 
’d^(p 


^ dy ^ 


ds! 


'd^q) d“q) 


d‘Ap 

IVTa 


•VV 


10 ^ + Ip + Ip) wil'd von G. Lame^^) als „T>iffermtial- 
parametm- 2 . Ordnumj (aJ" bezeidinet; Maxwell iieimt ilmS„-)H.-) 
»«««' des SMars cp. In der SymboHk der Quaternionenl 

Thomsou-Tait, G{l,hs nnd Heavi- 
e j q) gesclirieben, auch andere Zeiclien sind fiir ilin im Ge- 
brauch (s. II A 7 b, Nr. 2). 


T A solenoidal and lamellar distributions of magnetism 

tZAtZdP ~ ““ electrostatics and :n.ag„o: 



6. Potentielles Feld. 7. Solenoidales Feld. 15 

Her curl des FeldveUors verschwindet in potentiellen Feldern; derm 
liier verschwindet vermoge Grl. (12) das Linienintegral L fiir jede ge- 
schlossene Kurve X, und mitliin die linke Seite von Gl. (10) fur jede 
Flache co. Umgekehrt folgt ans dem Verschwinden des curl nach (10) 
die Unabhatfgigkeit des Linienintegrales L vom Wege, mithin die Exi- 
stenz eines skalaren Potentials q). Daher bezeiclinet man das potentielle 
Feld aucb als „^virl)elfreies Feld‘S. Yerlaufen TJnstetiglteitsfldchen im 
Felde, so ist es dann.und nur dann ein potentielles, wenn nicbt nur 
im ganzen Felde der raumlicbe curl (11), sondern aucb, auf der Un- 
stetigkeitsflacbe, der Fliicbencurl (11') verschwindet, d. b. wenn die 
tangentiellen Komponenten des Feldvektors stetig die Flache durch- 
setzen. Sind Unstetigheitslinien vorbanden, so ist das Potential im 
allgemeinen nicbt mehr einwertig, es hangt vielmebr davon ab, wie 
oft der Integrationsweg (a/3) in Gl. (12) die Unstetigheitslinien um- 
scblingt. Das Analoge findet in mebrfach zusammenbangenden Fel- 
dern statt (s. II A 7 b. Nr. 9). 

Fiir die Optik, Elektrodynamik, Akustik und Elastizitatslebre 
besitzen diejenigen VeUorfelder besonderes Interesse, welcbe ebenen, 
bomogenen Wellenziigen entsprecben. Dieselben besitzen die Eigen- 
scbaft, dass man eine Scbar paralleler Ebenen konstruieren kann 
derart, dass in alien Punkten einer jeden dieser Ebenen der Feld- 
vektor dieselbe Grosse und Ricbtung hat. Sind die ebenen bomogenen 
Wellen longitudinal, wie in der Akustik, d. b. ist der Feldvektor 
senkrecbt zu den Wellenebenen orientiert, so verschwindet der curl 
des Feldvektors. Wendet man namlicb den Stokes' schen Satz (10) 
auf ein Recbteck an, das man parallel oder senkrecbt zu den Wellen- 
ebenen stellt, so verschwindet stets das iiber die Begrenzung er- 
streckte Linienintegral A; daher verschwinden die drei Komponenten 
des curl an alien PunlRen des Feldes, d. b. das Feld longitudinaler 
ehener homogener Wellen ist ein potentielles'^^). 

7. Solenoidales Eeld. Ist das Flacbenintegral F (6), welches die 
Stromung durcb eine Flache f bindurcb angiebt, fiir alle im Felde 
verlaufenden gescblossenen Flacben gleicb Null, .so verschwindet nach 
(8) im ganzen Felde die Divergent des Feldvektors. Derartige Felder 
werden „quellenfreid‘ oder „solendidale“ ^^) genannt. Letztere Bezeicb- 
nung ist darauf zuriickzufubren, dass man ein quellenfreies Feld in 
ein System von diinnen Robren oder Solenoiden teilen Icaiin, derart, 

32) Wohl zuerst von M. O’Brien., Cambr. Trans. 8 (1847), jd. 508, der eine 
eigene Symbolik verwendet; s. aucb M. Abraham^ Math, Ann. 52 (1899), p. 88; 
.P. JDuhem, J. de math. (5) 6 (1900), p. 249, 
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dass die Strdmtmg durch die einzelne Rolire fiir alle Querschnitte der- 
selbea die gleiche ist. Die Robrenwande werden von Stromlinien ge- 
bildet. Man konstruiert sie zweckm'assig so, dass fiir alle Roliren der 
Betrag der Stromung der gleiche ist. Bringt man alsdann ein Flacllen- 
eleinent von bestimmtem Placheninhalt an verschiedene Pimkte des 
Feldes, so giebt die Zahl der Rohren, welche das Element durchsetzen, 
ein relatives Maass fiir die Komponente des Feldvektors senkrecht 
zum Elemente an der betreffenden Stelle des Feldes. 

V erlaiifen Unstetigkeitsflaclien im Felde, so ist es dann und nur 
dann ein solenoi'dales, wenn nicht nur im ganzen Felde die raumliche 
Divergenz (9), sondern auch an der Unstetigkeitsflache die Flachen- 
divergenz (9') verscliwindet, d. li. vrenn die Normalkomponente des 
Feldvektors die Unstetigkeitsflache stetig durchsetzt. 

In solenoidalen Feldern kann man die Komponenten des diver- 
genzlosen Feldvektors A aiif folgende Form bringen: 


(14) yU = 


d(5 
AJ 
'd2 ’ 


Ay 


dg dx ’ dx dy 


^y, sind als Komponenten eines axialen Yektors # anznsehen; 
unterwirft man sie der Bedingimg 


+ ■07 + 


0 . 


^ ^ dx ^ dy dz 

so wird ® „VeMorpotentiaV‘ genannt. 

Mit dem cnirl des Feldvektors hangt das Yektorpotential durch 
die Gleichungen znsammen: 


(14") 


8A^ 

dy 


dz 


= — 


X ) 


ds 


dA^ 

dx 


= __ 


d^ 

dx 


a 4, 

dy 




Ein solenoidales Feld, dessen Wirbel im Endlichen liegen, besitzt stets 
ein Yektorpotential®^). Uber seine Berechnung bei gegebenen Wirbeln 
vgl. Nr. 10 dieses Artikels. 

Ist das Feld ein ebenes, d. h. entspricht es einer ebenen Flilssig- 
keitsstrdmung, die et'wa in der (iC 2 /)-Ebene stattfinden moge, so lautet 
die fiir quellenfreie Stromung charakteristische Bedingung: 


dx 


Hh 



Ist dieselbe erfiillt, nnd das ebene Feld somit solenoidal, so ist die 


33) Max^oell, Treatise 2, art. 404, 405 n. 617. 

34) Siehe etwa P. Duhem^ J. de math. (5) 6 (1900), p. 215. 
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gesamte Stromung durcli eine Kurve, die zwei Punkte {a, §) des 
Feldes verbindet; vom Wege (cc, /3) unabliangig, und somit dem Zu- 
wachs — -ipa einer FurLktion f(cc, y) des Ortes gleicli zu setzen®“), 
die „8tromfimJction“ genannt wird. Mit ilir sind die Kompoiieiiteii des 
Feldvektors durcb die Gleicliungen verkntipft 


(15) 


jLy 


dip 

dx 


Die Stromfunktion kann gedeiitet werdeii als ;s-Komponente des 
Yektorpotentiales”, die anderen beiden Komponeiiten des letzteren ver- 
scliwinden in ebenen Feidern. Ancb die Theorie der Stromung in- 
kompressibler Fiiissigkeiten auf gekriimmten Flacken wird durcli Ein- 
fillirung einer Stromfunktion vereinfaclit. 

In analoger Weise werden solendidale axial- symmetrische Felder 
bebandelt''*®). Legt man durcb die Symmetrieaxe des Feldes eine 
Ebene, iind verbindet zwei Punkte («, fi) derselben durck eine Kurve 
1 so ist die gesamte Stromung durcb. die Flacbe, welclie durcb 
Potation der Kurve I um die Symmetrieaxe entstebt, vom Wege I 
unabbangigj und somit dem Zuwacbs 27t(TpjS '4>a) ©iner Funktion 
gleicbzusetzen, die nur vom Orte in jener Ebene, also etwa dem 
Abstand p von der Axe, und dem Abstand 0 des auf die Axe gefall- 
ten Dotes vom Anfangspunkte abbangt. Die Komponenten des Feld- 
vektors parallel bezw. senkrecbt zur Symmetriaxe sind 


(15') 


A, 


1 dip j Y 

JdQ’ Q ds 


In dem Felde bomogener ebener transversaler Wellen verscbwindet 
die Divergenz des Feldvektors. Dieses ergiebt sicb duicb Anwendung 
des Gausdachen Satzes (8) auf ein recbtwinkliges Parallelepiped, von 
dem ein Paar gegeniiberliegender Seiten in Welleiiebenen fallt. Fas 
Feld ehener homogener transversaler Wellen — z. B. der elektro- 
inagnetiscben — ist dcdter ein solendidales ^ ). 


8. Laplaee’sebes Feld. Ein Yektorfeld, welcbes zugleicb poten- 
tiell und solenoidal ist, besitzt ein skalares Potential, welcbes 
der Laplacd schen Gleicbung = 0 geniigt; es wird daber „La- 

jpkcfi’scbes Feld‘S Seine Tbeorie ist in dem Art. uber 

Potentialtbeorie II A 7 b bebandelt worden. 


36) Lacjrancje, Oeuvres 4, p. 720; W. J. M. BanMne, Loud. Phil. Trans, 

1 8 7 i "|5 7 5 It 

’36) G. G.StoJces, Cambr. Trans. 7 (1842) = Papers 1, p. 14; W. J. M. Ban- 

Une, Phil. Trans. 1871, p. 278. 

36') Maxwell, Treatise I, art. 95 b. 
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Ein elenes Laphce'sclies Feld besitzt ferner eine Stromfunktion 
die mit dem Potential cp nacli (15) dnrcli die GleicWen ver- 
kniipft ist 


( 16 ) ^ ^ ^ di/' 

dec dy dy doc 

Diese aieicLungen sind die notwendigen und hinreiclienden Bedin- 
gungen daftir, dass (— 9 ) jjji'j eine Fnnktion des komplexen Aro-u- 
mentes (x y^) 1 st (s. II B 1 ). Durck Einfulirung dieser Funktlon 
nnd Verwendnng der in der Theorie der Fnnktionen einer komplexen 
Variabeln gebranchlicben Metboden erfabi-t die- Theorie ehener Loplace- 
sclier Felder eine erhebliche Vereinfachung. 


9. Plachennormales Vektorfeld. Ein Yektor A ist an alien 
Punkten des Feldes senkrecM zu einer Flachenschar /■=constans 
orientiert, wenn er, der Richtung nach, mit dem Gefalle ~ V/' iiber- 
emstimmt, imd nur der Intensitat nach durch einen Faktor g, der 
erne Funktion des Ortes ist, von dem Gefalle moglicherweise abweicht. 
Em flachennormaler Yektor steht mithin zu zwei Skalaren f, g in 
der Beziehung A ==-~gVf. Damit ein Yektor A einer derartigen 
txleichung geniige, muss es moglich sein, das Differential 

A:i;dx Aydy A^ds 


integrierenden Divisors g zu eiiiem vollstandigen 
Differential zu machen. Die Bedingang bierfur 


(H) 


3 A 

dy 


, A /-^A- 


ds 


+ aAA 

\ oy 


dA. 


besagt geometriscb, dass der Yektor A an alien Funkten seines Feldes 
der Ehene seines curl parallel ist^'‘). 

Wie A, ClebscJi gezeigt bat, lasst sicb jedes Vektorfeld in der Form 
^ “ darstellen®®), also als Superposition eines poten- 

tieilen und eines fldchennormalen Vektorfeldes auffasseii. 


10. Zerlegung des Vektorfeldes in ein potentielles und ein 
solenoidales Feld. Ein unbegrenztes Yektorfeld, dessen Eomponen- 
ten im Unendlicben mindestens von der Ordnung unendlicb klein 
werden, kann stets als Superposition eines potentiellen und eines 
solenoidalen Feldes angeseben werden. Ist A der Feldvektor, so 


37) A. SommerfeU, Deutsche Math.-V. 6 (1897), p. 124; s. auch P. 
fraite de mecanique rationelle 3, 1900, p. 15. 

38) A. Gkbsch, J. f, Math. 50 (1859), p. l. 


Appelk 


0. Flticliennormales Vektorfeld. 10. Zerlegung des Vektorfeldes etc. 19 


setzt man A = A' -j- A"^ div A' = 0, curl A" — 0 und ordnet durcli 
die Gleicliimgen 

curl 0', diY0' = 0; A" = — V 9 )" 


dem soleno'idalen Teile ein Vektorpotential, dem poteiitiellen ein 
skalares Potential zu. Letztere haben nach (13) ^ (14") den Glei- 



aus denen die Werte von 95 ", 0*) 0/^ in einem beliebigen Punkte 
(ccp^) der Peldes nacb den Pegeln der Potentialtbeorie zu berecbnen 
sind. Stellt r die Entfernung vom Eaumelement dar, so bat man 




Die 2**^ Gleicbung ist eine Vektorgleicbung, sie ersetzt die drei Glei- 
chimgen filr die Komponenten von 0'^ die man erbalt, wenn man 
den curl, in seine Komponenten zerlegt. Tlierdiirch ist die Zerlegung 
in den potentieUen und den solendidalen Toil vollendet, und gleicJmitig 
das Vektorfeld durcli die Werte seiner Divergent und seines curl ein- 
deutig Mstimmt'^^). Auf den Pall, dass Unstetigkeitsfldchen im Pelde 
verlaufen, ist das Resultat leiclit zu ubertragen, indem man entsprechende 
Flacbenintegrale binzufiigt, welcbe von der Placbendivergenz (9') und 
dem Placliencurl (11') abbangen^®'). 

Begrengte Felder Icann man auf unendlicb viele verscbiedene 
Arten in ein quellenfreies und ein wirbelfreies Peld zerlegen^®). Man 
kann etwa das skalare Potential so bestimmen, dass der potentielle 
Teil des Peldes nicbt nur im Innern die verlangten Werte der Diver- 
genz, sondern aucb an der Begrenzung die dem Gesaintfeld vorge- 
scbriebenen Werte der Normalkomponente annimmt; dann ist das 
Vektorpotential zugleicb bestimmt. Oder man erganzt das begrenzte 
Vektorfeld in stetiger Weise, indem man ausserbalb der Grenzflacbe 


39) G. G. Stokes, Cambr. Trans. 9 (1850), p. 1 == Papers 2, p. 255 if. 

39') L. Donati, Bol. Mem. (5) 7 (1897), p. 1—26. 

40) A. Clehsch, J. f. Math. 61 (1863), p. 195; E. Betti, Nuovo Cim. (2) 7 
(1872), p. 75; H. HehnlwlU, J. f. Math. 56 (1858), p. 26 ff. 
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Quellen mid Wirbel derart anbriagt, daas das inneie Feld ungeandert 
bleibt, und bildet die entsprecbeadea Werte des skalaren und des 
Vektorpotentials mit Hiilfe der GL (18). 

11. Ableitung neuer Vektoren und Skalaren aus gegebenen 
Jektoren. Aus gegebenen Vektoren A,£,0,... kaim man in maiiiiig- 
ac ei eise neue Vektoren ableiten, deren Komponenten ganze ratio- 
nale Funktionen der Komponenten der gegebenen Vektoren und ibrer 
Giberentialqnotienten nacb den Koordinaten sind. K BurMiardt bat 
untersucbt) Welches die allgemeinste Form der so zu erbaltenden 
V ektoren und Skalaren ist, indem er die formalen Hiilfsmittel verwandte 
le in der Iiwanantentbeorie der Algebraiker ibre Ausbildung ge- 
unden baben. Er fiibrt alle abgeleiteten Vektoren auf fiinf Typen 
zuriick, die durcb folgende Operationen entsteben: 

a) Geometriscbe Addition von Vektoren. 

b) Bildmig des aussereu (Tektoriellen) Produktes aus ie zwei 
del- gegebenen Vektoren A, B, C, --, [AB] u. s. w. 

o) Anwendung der Operationen curl, V dir, arf die gegebe- 
nen Vektoren. ® 

d) Kombination der gegebenen Vektorkomponenten zu einem 
neuen Vektor, dessen Komponenten von der Form sind 




A, 




ox 

8B 

dx 

dB^ 

dx 


'■> dy 
dB.^ 
dy 

+ dy 




“f- -Aj 


dz 

dB 

y 

dz 

dB^ 

~dr 


Eeav^is^e diesen Vektor (AV)B. 1st ^ ein Einheitsvektor, 

so giebt (^V)B den auf die Langeneinlieit berecbneten Zuwaelis an 

- - - - -- - 

. Multiplikation der gegebenen und der neuen Vektoren mit 
drei Skalaren namlieb dem inneren Produkte zweier Vektoren, dem 
Quadiate der Lange und der Divergenz eines Vektors. 

f„l i dies® ronneii sind insbesondere 

lolgende Bechnungsregeln yon Nutzen”) **): 


(19) 

(19') 

( 20 ) 


diypV/=|f 


a/ , ^ 

dx gy 


^ -L. 

dy ' dz 


I + pVY, 


div [A.B] = B curl A~ A curl B, 
curl curl A == V div A — V^A. 
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Integriert man die Gl. (19), (19') iiber einen Ramn t, mid formt 
die liiiken Seiten mit Htilfe des Gawss’schen Satzes (8) in Flacben- 
integrale um, so filhrt die erste zu dem Green’ schen Satse^^), die 
zweite zu einer ganz analogen IJmwandlung eines Raumintegrals in 
ein Oberflachenintegral. 

H. JBitrJchardt zielit nur Drebungen des Koordinatensystems in 
Betracht, und untersclieidet demgemass niclit zwiscben polaren und 
axialen Vektoren. Man kann indessen seine Resultate durcli folgende 
Regel erganzen: Sind die bei Drebungen des Koordinatensystems sicb 
wie Yektorkomponenten transformierenden Ausdrucke Produkte von 
n Yektorkomponenten, so sind sie Komponenten eines polaren Veldors, 
ivenn n ungerade, eines axialen, wenn n gerade ist; Differentiation nacb 
einer Koordinate ist aquivalent der Multiplikation mit der Kompo- 
n elite eines Yektors in Ricbtung der betreffendeii Koordinate. Dem- 
gemass ist z. B. der ctirl eines axialen Veldors ein polarer Veldor ^®). 

Wie es zweierlei Arten von Vektoren giebt, die sicb durcb ibr 
Yerbalten bei Umkebrung der drei Koordinatenaxen unterscbeiden, so 
giebt es aucb mei Arten slcalarer Grossen. Hie einen hehaUen ihr 
Vormchen hei, wenn man von einem redden Koordinatensystem m 
einem linlmi iihergeM, die anderen wecJiseln es. Zu ersteren gebort 
das innere Produkt zweier polarer Vektoren, die Divergenz eines 
polaren Yektors, zu letzteren die aus den Komponenten von 3 polaren 
Vektoren A, B,G gebildete Determinants 

Ax Ay A^ 

Bx By B, , 

Ox Gy a 

deren absoluter Betrag den Rauminhalt des durcb jene drei Vektoren 
bestimmten Parallelepipeds angiebt. Zu den Shalaren der sweiten Art 
gehbrt ferner die Bivergem eines axialen Veldors. Die Unterscheidung 
zweier Arten skalarer Grossen ist in der Mechaiiik und Pliysik bisber 
nicbt tiblicb gewesen und wird daber bier nur beiliiiifig erwiilint. 

II. Kinematik und Statik der Kontiima. 

12. Homogene Deformation. Die Deformation eines Korpers, 
der stetig den Raum erfiillt, siebt man in der Elastizitatstbeorie als 
bestimmt an, wenn man die Lage aller Punkte des Korpers vor und 

41) G. Green, Essay on. tke application of mathematical analysis to the 
theories of electricity and magnetism, Nottingham 1828 = Papers, p. 23 (s. II A 2, 
Nr. 47). 
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^23 ^ } 


iiacli der Deformation keimt; sie ist analytiscli darzustellen durcli Glei- 
cliungen,_T.elclie jedem Wertsystem {xy 0 ) der Koordinaten Yor der 
Deformatimi emeindeutig ein Wertsystem der Koordinaten 

nach der Deformation znordnen. Der eiiifachste Fall ist der dass 
diese Gleichungen linear sind^^) ^ 

^ -j- (1 

(wl) rj “1~ (1 -}- ci^'^y -]- 

^ = «3 + -f- -[- (1 -j- 

des Kaumes nennen die Geometer nacli 
A. F. Mobnis erne affne^^')'^ W. Thomson und P. G. TaiF^) liezeicFnen 
m entsprecliende Deformation als homogene Deformation. Strecken, 
cie anfanglicli parallel nnd gleieli waren, bleiben aucb nacli der 
bomogenen Deformation parallel und gleicb. Ebenen bleiben Ebenen, 
wie nberbaupt^ der Grad einer Flacbe durcb eine bomogene Deforma- 
tion nicbt geandert wird; Punkte, die anfanglicb auf einer Kugel 
agen, liegen nacbber auf einem Ellipsoide, dem sogenannten Defor- 
mahonselhpsoide^). Em Tripel senki'ecbter Halbmesser der Kugel wird 
zu einem Tnpel konjugierter Halbmesser des Ellipsoids. Fs gieU 
tmallgemeinm nur ein Tripel von Salhmessern, die sowohl vor wie 
auch nach der Deformation auf einander senlmcM stehen, nmdich.. 
die Hauptaxen des DeformationselUpsoids. 

13. Lineare Vektorfnnktion. Man kann die affine Transfor- 
mation (21) zusammensetzen aus einer Translation des Korpers mit 
den Komponenten a„ a.^, a„ welcbe den Punkt x = y = ,= i 
in seme endgiiltige Lage bringt, und einer bomogenen linearen Trans- 
formation, welcbe diesen Punkt unverscboben lasst. Wir fassen wei- 
terbin nur letztere ins Auge, scbreiben also 

I = (1 _j_ 

(22) ri = a^^x -|_ (1 -j- a^^)y -f 

i = WgiSJ -j- -|- (1 _[_ «gg)^. 

Ordnet man jedem Punkte des Korpers einen Yektor r zu, der seinen 

Abstand vom Anfangspunkte vor der Deformation nacb Grosse und 
Ricbtung darstellt, so statuieren die Gl. (22) lineare Beziebungen 

42) A Gauchy, Sur la condensation et la dilatation des corps solides 
Exercices de matbe'matiques 2, 1827, p. 60—69. 

42 ) A. F. Mobim, Der baiyzentrische Calcul, Leipz. 1827, p. 144 ff 

43) W. Thomson und P. G. Tait, Natural philosophy 1, art. 155. 

44) A. Cauchy, Exercices de mathe'matiques 1828, 3, p. 237—244. 


0 
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zwisclien den Komponenten {xys) dieses Vektors und den Komponen- 
ten des Vektors q, in den (r) durck die Deformation liber- 

gefiilirt wird. Man bezeichnet zuweilen scblecbtweg q als ,, lineare 
Fimktion“ des Vektors Die Theorie der „linearen Veldorfunldio- 

nen“ ist init tliilfe symbolischer Metlioden von P. G. Tait^^) nnd 
namentlich Ton J. W. Gibbs entwickelt worden. Man stellt die 
lineare Vektorfunktion syinboliscli dar durcli q = g)r, wobei (p einen 
von neun Koeffizienten abbangigen, Jinearen Operator‘s bezeicbnet. 
Man kann etwa (p scbreiben: 

(p=ia-{-j^-j-Jcy, 

« = (1 -f- a^^)i "1“ %3^'b 

(1 -1- a22)j -f- <^23 

y = a^-^i -|~ aggj -)-(l + %3)^^- 

Ein Aggregat symbolischer Produkte, von der Art, wie (p, neiint 
J. W. Gibbs eine „dyadic“^^)] gebraucbt man sie, wie in der Grleicbnng 
Q = (pr, als „prefactor“ so hat man die Vektoren cc, (5, y, welcbe 
an zweiter Stelle steben, mit r nacb den Gresetzen der inneren Pro- 
duktbildiing zu vereinigen, um zu den GL (22) zu gelangen. Ge- 
braucht man sie dagegen als „postfactor'‘, d. b. bildet man den Vektor 
q'—rcp, so hat man r mit den an erster Stelle stebenden Vektoren 
der „dyadic“ zu vereinigen. Es ist daher Q—rp'r, wo q)'—ai-\~ yl"< 
der „m cp Itonjugierte Operator“ ist. Wir geben auf die symbolische 
Bebandlungsweise der linearen Vektorfunktionen nicbt naber ein, 
weil die meisten der bier in Betracbt kommenden kinematiscben Be- 
ziebungen zuerst mit Hiilfe der Koordinatenmetboden abgeleitet woi*’ 
den sind. 

14. Zerlegung in reine Deformation und Rotation. Man kann 
die Prage aufwerfen, welcbe Richtungen durcb die bomogene Defor- 
mation (22) nicbt geiindert werden. Diese Richtungen bestimmen 
sicb aus einer Gleicbung dritten Grades ‘^^), letztere hat entweder eine 
reelle Wurzel, oder deren drei; der erste Pall tritt beispielsweise ein, 
wenn die Deformation in eine Rotation ausartet; im zweiten Pall giebt 
es drei im allgemeinen scbiefwinklige Richtungen im Korper, die durcb 
die Deformation nicbt geandert werden. Stehen die drei Bichkmgen, die 
diirch die Deformation nicM geiindert iverden, auf einander senlcrecM, 


45) P. G. Tait^ An elementary treatise on quaternions, Cambr. 1. eel. 
1867, 2. ed. 1874, 3. ed. 1890; W. K Clifford, Elements of dynamic, 1, p. 162. 

46) J. W. Gibbs, Vector Analysis, New-Haven 1881/84, chap. III. 

47) Thomson-Tail , Rat. phil. 1, art. 181. 
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-Sfj*..?"" ~ Tli 

I. »™. :• 

reiehen hin m,d sind notwendig die Bedingvmin f T 
= «„.-) Li.e«e TektorLttione”^ 
nuge^.ennt Man«)«) seimonjugi^t „to «,»Xf 

r ,r s:r w« 

ae.fiihH und dam durch aine reine De^iatiL" 

der zu jeneu Amii parallelen Gered™ !? % ' 

herstellt. Piihrt man zuerat die reine ’-Hf Formiindemng 

Rotation ans, so ist die Lno'e d b «foimation, nnd daun die 

dere«). Die teiden Operatio^n, lert ftoZtV” 

gene Deformation ist veriialfp^ • i • r ^^^g®^eine homo- 

Rotationen eine GrupphildeVd . ^^-^ideden, als die 

Tielmelr geben zwei reine T)lfnr “‘=''*5 

aien, nacK einander ausgeftihrt T^afen,™* Hanpt- 

mation^®). ’ %emeinen kerne reine Defer- 

allgemtine^oXet'^SrHon'^r P Arten, die 

niationen darzustellen gieht s Prodiikt emfacherer Transfer- 

spe.ieUen DeWtLlfdl “i ““Lt tr™'' 
einfaclie Schemng oder Schiebuvn /'pin spielt die 

«oUe. Ber einfr Sc Wg'Tllbt® dil W. gKssement) eine 

Ebene in ibrer urspruno-Hcben Tp . bestimmten 

parallel einer in jener Ebene festen^GerV Punkte werden 

- der Ebene pJoportional?^^^^^^^^^ 

homogeneu Deformation als Sftlntr 

tionen^ namlicb einer reinen Dpfnv v ®“^facberer Deforma- 

Korpers nm einen reebteu Wintel d”*" 'T 

nung aller zur Dreh J Lfcltn 1? f -M«migen Deh- 

der Zerlegung der allgemeinen linearen VeMoIf 

metriseben und den antisymmetrischen Toil (yg^N. iVd' f"; 

48 ) ^fe« 0 »-r «1 Nat. Phil. 1, aa-t. 183 - 186 . 
legung Lch Q„:l“n dS™' 1. P.W*-1»8. stellt die Zer- 

50 ) Thomson-Tait, Fat. phil. art. 170 ff. 
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Weise zu bilden, dass man die entsprecbenden Verscbiebungen zu 
ilirer geometriscben Sumine vereinigt; diese giebt die resultierende 
Verscbiebnng an. 

16. Unendlich kleine, insbesondere heterogene Deformation. 
Die Zusammensetzung verscbiedener Deformationen gestaltet sicb, 
wesentlich einfaeber, wenn die entsprecbenden Verscbiebungen (| — x, 

7] — %j, I — d) der Punkte des Korpers so Hein sind, dass die Quadrate 
imd Produkte der Koeffizienten %3 der Grl. (22) neben diesen 

Koeffizienten selbst zu vernacblassigen sind. Piibrt man solcbe un- 
endlicb kleine Deformationen nach einander aus, so addieren sicb die 
entsprecbenden Koeffizienten, d. b. die Verscbiebungen setzen sicb zu 
ibrer geometriscben Summe zusammen. Mitbin ergeben zwei unend- 
licb kleine reine Deformationen, nacb einander ausgefubrt, wiederum 
eine unendlich kleine reine Deformation. Die Zerlegung der unend- 
Uch Jdeinen homogenen Deformation in reine Deformation und Dota- 
tion (Nr. 11) entspicht der Zerlegung der linearen VeUorfunUion 
in einen symmehrischen und einen antisymmetrischen Bestandteil; die 

reine Deformation hdngt von den Koeffsienten Wgg, , 

^ %ii + ^ai symmetrischen, die Dotation von den Koeffkienten 

ill 

— a^g), Y(ai 3 — a^f), ^(^21 — ^ 2 ) des antisymmetrischen Teiles 

ah; letztere stellen die Komponenten der Rotation dar, d. b. die un- 
endlicb kleinen Rotationen um die Koordinatenaxen, welcbe sicb zu 
der resultierenden Drebung nacb dem Gesetze des Parallelepipeds 
vereinigen. 

Die Tbeorie der heterogenen Deformationen lasst sicb auf die der 
bomogenen zuruckfubren. Es lassen sicb namlich die stetigen Punk- 
tionen des Ortes, welcbe die Verscbiebungskomponenten (w, v, w) 
darstellen, in der Umgebung jedes Punktes (a;,,, y^, in eine Tay- 

lor' sche Reibe entwickeln '''^). Nimmt Inan den Bereich so klein an, 
dass die Reibe mit dem linearen Gliede abgebrocben werden kann, 
also die Gleicbungen gelten: 

« = I - * = + (11)^ (* - X,) + (1^)^ (!/ - y,) + (fl)^ (. - 

(23) « = - 2/ -= - * 0 ) + (|^)„ (*/ - y.) + 0 - ^.) 

w = ? — a = w„ + (* — *„) + (j/ — «/(,) + (If (a — s„) 

SO kann die Deformation als innerbalb dieses Bereicbes bomogen an- 
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(reselieii werclen®^). Die Verscliiebung aller Pimkte des Bereiclies 
stellt sicii dalier nack Nr. 13 dar als Produkt einer Translation, die 
den Punkt in seine endgiiltige Lage liberfulirt, einer Rotation und 
einer reinen Deformation. Die Deformation eines Bereiclies, welclier 
einen beliebigen Pnnkt P umgiebt, bangt somit yon den neun Diffe- 
rentialquotienten der Yerscbiebungskomponenten nacb den Koordi- 
naten ab. Sind insbesondere diese neun Differentialquotienten unend- 
licb klein, so bangt die Rotation des Bereiclies yon den Grossen 


(dv) 

dv\ 

1 /Bit 

diu\ 

1 fdv 

du\ 

\dy 

~dz)’ 

“ T “ 

" dxj’ 

1 

11 

~'dy) 


ab, welcbe A. Cauchy „mittlere Rotationen der Volumelemente^^ 
nennt; dieselben sind mit den balben Komponenten des curl (s.Nr. 5) 
des Yerscbiebungsyektors identiscb. Die Pormanderung ist durcb die 
Grossen 

du ^ djw 

^ ^ ’ dy ^ dz^ dy dz ^ 'dz da;’ dx'^ dy 

bestimmt, auf deren kinematiscbe Bedeutung wir in Nr. 18 ein- 
gehen werden. Aus den obigen Uberlegungen folgt, dass man jede 
unendlich Ideine Verschiebung eines hontinuierlichen Mediums, beispiels- 
weise die in einem unendlicli Ideinen Zeitintervalle stattfindende Fliis- 
sigkcitsbewegmig, darstellen hann als Superposition einer Translation, 
einer Rotation imd einer Dilatation nach drei senlrechten Bichtungen^^),^^). 
Yon J. Bertrand sind andere Zerlegungen angegeben worden; die 
Einwande, welcbe dieser Autor gegen die Ziilassigkeit der obigen 
Zerlegung erbob, baben sicb bei der Diskussioii"*'^) als unberecbtigt 
berausgestellt. 

1 7. Pormandernng (engl. strain) bei homogener Deformation; 
Tensoren. Fiir die Elastizitatstbeorie ist die Formanderung yon 
weit grosserer VFicbtigkeit, als die Translation und Rotation, da 
imr die Pormanderung elastiscbe Krafte beryorruft, nicbt aber eiiie 
Beweguiig des Korpers als eines starren. Daber ist es notwendig, 
zu untersucben, yon welcben Grossen die Pormanderung abbangt; wir 
fiibren dieses zunacbst fiir die bomogene Deformation (22) aus, auf 


51) G. G. Stokes, Cambr. Trans. 8 (1845), p. 287 = Papers 1, p. 75. 

52) A. Cauchy, Esercices d’analyse et de physique mathematique 2 (1841), 

p. 302—330. 

63) H. Helmholtz, J. f. Math. 55 (1858), p. 25 ff. 

54) J. BerWand, Par. C. R. 06 (1868), p. 1227; 67 (1868), p. 267, 469, 773; 
H. Helmholtz, Par. C. R. 67 (1868), p. 221, 754, 1034; s. auch E. Beltrami, Tor. 
Mem.- (3) 1 (1871), p, 432. 
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die sich die heterogene mit Hiilfe der Sleiclimgen (23) zuruoWuliren 
msst. Die FormaBderimg eines Korpers ist offenbar bestmm , wenn 
man die Abstande aller Punkte des Korpers vor und ^ 

mation kennt; wie wir oben erwiibnten (e. Nr. 13), 
zweier paraUeler Streeken naeb der bomogenen Deformation Jew , 
I .or dereelben gleieb waren. Dal^ ist^ 
iei eimr Mmogenen Deformatim (22) eindeuhg lesUmmt durch 
Lmgmdndauv dhr vom Mfangspudcte ausgeUnden ^ 

1st aber r die Lange eines vom Anfangspunkte naeb dem Punkte 
{xys) gezogenen Vektors .or der Deformation, ? ' 

sprecbenden Vektors nacb derselben, so ist gemass Gl. ( • 

(24) = + + + + + 

WO zur A’bktirzuiig gesetzt ist 

22 Y (^12 
1 

fss "T Y 


'Hi 


(25) 


<^2%^ "1“ ®82^) > 


1 + -W (%3^ + ^'28^ '^33") 5 


g,. = «28 + % + (“la ■ ®>» + “aa ' “a« + 

(26') = Osi + “18 + K ■ %1 + “a» ■ “ai + “““ ’ 

g ., ” »n + “21 + (“11 • “i! + ®ai • “22 + "81 ■ “aa^- 

J)m-ch diese seeks Grossm ist die Formandmmg testimmn. Pdj den 

Winkel, welehen zwei beliebige, anfangs mit den Vektoren r„ r, z - 
sammenfallende Streeken nacb der Deformation einscbliessen, eibalt 

man die Grleiclimig i o ,0 

(26) Q^-Q^-ms(Qi!>i)-^>Woa{v^) + [2e^-Xi-x.,+2e„-g^-y,,+ ''■a’l' a 

+ i?y * (i/i % “1" a'i 1/3) + i',,; (a'l 182 + “'i I'j) “i" 5^,8 „ (a^i i/2 + 2^1 “'a ) J • 

Die kinematisebe Bedeutnng der aeebs Grossen ■ • ■, <?« ergiebt 
sicb aus den Gl, (24) und (26). Es scien ir, y, 0 dm Streeken, 

anfiingbeb in die Koordinatenanen fielen «, b, o die Streek , 

welebe sie dureb die Deformation ubergefubrt werden. Dann ). 

70 ..s r.^ — 

(27) 

(27') 


Bx = 


■ X" 


2a; 
h ■ c 
y-z 


e, 


y- 


'V 


) 


C ‘‘ . 

~ ’ 


COB {he), = = 


65) A. E. E. Love, Treatise on tbe mathematical theory of elasticity, 1, 
chap. 1, Camhr. 1892. 

56) G. Green, Camhr. Trans. 1839 = Papers p. 293-311. 
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Die ersten drei Grbssen geben also die halben relativen Anderungen der 
Quadrate der StrecJcen an, toelche anfdnglicli in die Koordinatenaxen 
fielen, die leUten drei hestimmen die Winlcel, ivelcl%e diese Streelmi nach 
der Deformation emschliessen. 

Ftihrt man ein nenes reclitwinkliges Koordinatensystem {x',y',pj) 
ein, so folgt aus GL (24), da die Laiigen r, q der Radienvektoreu 
vor iiiid nacli der Formandermig vom Koordinatensystepi nnabliangig 
sind, dass der Ansdruck 

(28) e^-x^~\- Cy gy, ■ ys + g,^ • sx + g^^y • xy 

invariant gegen Koordinatentransformationen ist. 

Ebenso ist der aus den Komponenten A^, Ay, As eines Yek- 
tors gebildete Ausdruck: 

(28') {A^-xi- Ayy + As- = Al • x'^ -f Aj • -f- A| ■ 

+ 2 Ay As • yps -f 2AsAs,-eix + 2Aa.Ay - xy 
vom Koordinatensystem unabhangig. Mithin sind die 6 Koeffizienten 
von x^, y^, 2yz, 2^x, 2xy, in den Ausdriicken (28), (28') zu 
einander kogredient (s. Nr. 2 dieses Art.). Die Transformations- 
formelm, nach denen die sechs Grbssen e^, Cy, 

auf wechselnde Koordinatensysteme umMireclmen sind, sind identisch mit 
den fur die Quadrate imd DroduUe AJ, A,/, As^, Ay As, A- A*, A^^Aj, 
von Veltorlmmponenten geltenden. Jenen Komplex von seeks Grossen 
nennt J. W. Gibbs „right tensor“, W. Voigt bemeJmet ihn als 
„TensortripeV‘ {„triple tenseud‘ fram), die 6 Grbssen selbst als „Tensor- 
lcomponenten“ und iibertrdgt diese Namen -auf andere Grbssensysteme, 
welehe sich in derselben Weise auf vvechselnde Koordinatenaxen trans- 
formieren. Diese Bezeiebnungsweisen sind dadurcb gerecktfertigt, dass 
man (s. Nr. 14) die Formanderung stets als reine Deformation, d. h. 
als Produkt dreier Debnungen der Hauptasen des Deformationsellip- 
soids betraebten kann. 

Die Hauptaxen des Deformationsellipsoids (Nr. 12) andern bei 
der Deformation ibre Winkel niebt, man kann daber ibre anfanglicbe 
Lage ermitteln, indem man das Tripel senkreebter Radienvektoren 
suebt, fur das gy-s' — gs'x' = gx'y' = 0 ist. Diese Riebtungen fallen zu- 
sammen mit den Hauptaxen der Flacben zweiten Grades 

57) J. W. Gibbs., Vector Analysis, New-Haven 1881/84, p. 57. Der Name 
„Tensor“ wird zuweilen aucb in ab-weicbender Bedeutung gebraucht. Vgl. 
Anna. 5'. 

68) W. Yoigt, Die fundamentalen pbysikaliscben Eigenschaften der Kry- 
stalle, Leipz._1898, p. 20 ff.; Eapport, Paris 1900 u. Gott. Nachr. 1900, Heft 2, 
p. 4 ff. 
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(29) + ysgy, -f- + xyg.^y = + 

deren Radienvektoren naeli Gl. (24) alle die namliclie Zunaliine oder 
Abnahme des Quadrates ihrer Lange erfabren. Ergiebt in (29) das 
obere Vorzeicben ein reelles Ellipsoid, so werden alle Radienvektoren 
gedebnt; ergiebt das untere ein reelles Ellipsoid, so werden alle kon- 
trabiert. Bestimmt Gl. (29) zwei konjugierte Hyperboloide, so werden 
die Radienvektoren des einen Hyperboloids bei der Formanderung 
verlangert, die des anderen verkiirzt. Die Bestimmung der Hauptaxen 
dieser Flacben bangt von der Gleicliung dritten Grades ab; 


Gx d 

2 9xy 

2 9zx 

1 


1 

9xy 

Gy d 

-^9yz 

1 

1 



~2 9yz 

Gs 


deren Invarianten ®®) 

(30) Ca, + fiy -f- , By ex-\-et^ey — ^ {9yz + 9^x + g ^^^ , 

1 

^x' ^y' “f“ "J" (^9yz ■ 9zx ■ 9xy dr * 9yz ^y ’ 9zx Gz • gxi/) 

die primitiven Invarianten des Tensortripels sind. 

18. Unendlieb kleine heterogene Formanderung; Tensorfelder. 
In der Mecbanik der Kontinua bescbrankt man sicb in der Regel auf 
die Betracbtung unendlieb kleiner Formanderungen, d. b. solcber, bei 
denen die relativenLangenanderungen und dieWinkelanderungen so kleine 
Werte besitzen, dass ibre Quadrate und Prodnkte zu vernacblassigen 
sind. In diesem FaUe gewinnen die seeks Komponenten (27), (27') 
des Tensortripels eine vereinfaebte Bedeutung. Die ersten drei Kom- 
ponenten stellen die relativen Ldngendnderungen dar, welche anfdnglich 
in die Koordinatenaxen fallende Geraden erfahren, die letisten drei die 
Verldeinertingen der ursprunglicli recUen Winlcel, ivelche jene Geraden 
einscMiessen. Diese Delinungen und Gleitimgen (franz. dilatations et 
glissements, engi. extensions and shears oder slides, ital. dilatazioni e 
scorrimenti) werden also bei einer unendlieb kleinen Formanderung 
dureb die Gl. (25), (25') bestimmt. 

Wie wir in Nr. 16 geseben baben, kann man die beterogene De- 
formation auf die bomogene mit Hiilfe der Gl. (23) zuriiokfubren. 


69) W. J. M. Banlcine, On axes of 
Phil Trans. 146 (1856), p. '261 ff. 


elasticity and crystalline forms, Loncl. 
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Demnach sind die Delinungen und Gleitungen hei einer unendlicli Jdeinen 
heterogenen Formdndenmg ; 
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du 
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du 
~~ dy 

+ 

dv 

dx 
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dy ' dx 
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Diese Delmungen und Gleitungen traiisformieren sicli auf weeliselnde 
Koordinatensysteme wie Tensorkomponenten. Bei einer unendlicli 
kleinen Formanderung kesitzen die Flachen (29) die Eigenscliaft, dass 
das reciproke Quadrat eines Radiusvektors die relative Dehnung oder 
Kontraktion der betreffenden Riclitung augiebt^^^. 

Die Voraussetzung, dass die Formanderung unendlicli klein sei, 
scbliesst nicM aus^, dass die Yerscliiebungeii und einige ibrer Diffe- 
rentialquotienten nacb den ICoordinateii endliclie Werte besitzen^ da 
ja die Rotation endlicli sein kann. 1st aucli die Rotation unendlicli 
klein, so erfabren die Gl. (31) eine Vereinfacbimg, indem daselbst 
die Quadrate und Produkte der Differentialquotienten der Yerscbie- 
bungskomponenten nacb den Koordinaten zu vernacblassigen sind; 
die Delmungen und Gleitungen nebmeii danii die Werte an: 


(32) 


9ys 
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, CIO 
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dy ’ 
8w . dio 
dx ' dz ■ 
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9x y ' 


du , dv 


Cl 


dy 
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Die relative Dilatation der Yoluinelemente wird in diesem Falle^^^ 

gleicb -j- ^ -f- _ ^ cl. ii. gleicb der Divergenz des Yerscbiebungs- 
vektors. 


60) B. de Saint-Venant, Par. C. E,. 24 (1847), p. 260—263; aiicb in Navier, 
„Le 9 ons sur la resistance cles corps solides^, 3. eel. 1864, appenclis III, p. 589. 

61) G. Kirchhoff, J. f. Math. 56 (1868) = Ges. Werte p. 287; Mechanit, 

Vorl. 11. Er schreiht fiir die Grossen (32) 2 /^, 0 ^. ; = 0 ^, 0 ^, == . 

Eine Tabelle der fiir die Spaimnngen von den verschiedenen Autoren gebrauchten 
Bezeichnungen iindet sich bei Todhunter and Peavson, A History of the theory 
of elasticity, Yol, I, Cambr, 1886, p. 322, Art. 610, 
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Bei einer heterogenen Formandermig konnen die seeks Kompo- 
nenten des fiir das „Tensorfelcl“ ekarakteristiseken Tensortripels nickt 
unabkangig von einander gewaklt werden. Es miissen vielmekr seeks 
Differentialgleickungen erfiillt sein^ wenn die Elemente des Korpers 
sick auck iiack der Deformation stetig an einander sekliessen sollenj 
dieselben ergeken sick durck Elimination der Komponenten u, v, w 
ans den Grleickungen (31) kezw. (32), und sind fiir den letzteren Fall 
von Gr. Kirchhoff^^), fiir den allgemeineren Pall, wo die Gl. (31) die 
Formandermig bestimmen, von B. de Saint -Venant^^) angegeben wor- 
den. Sie lauten : 


(33) 


dydz 

dsdoc 

^ 9xy ^ 

dxdy dy^ 


+ 

+ 

+ 


dtf’ 

d^e 

dx^ ’ 


dyd»~dx\ dx Tij’ 

== I 

dzdx dy\ dx dy ~^ 'ds 

o I A 

dxdy ds V dx dy di ) ’ 


Dass diese Bedingungen nickt nur notwendig, sondern auck kinrei- 
ckend dafiir sind, dass seeks Funktionen des Ortes e^, c,, gy,, g,,y 
mbglicke Werte der Deknungen mid Gleitungen bei einer keterogenen 
Formandermig sind, hat E. Beltrami bewiesen. Das Tensorfeld, 
das von den Deknungen Gy, und den kalbeii Gleitungen g,j 2,gzx, gxy 
gebildet wird, ist also nickt das allgemeinste stetige Tensorfeld. 


19. Spannungen in einem Eorper (engl. stress®-')). Erteilt 
man den Punkten eines kontinuierlick den Raum erfiillenden Korpers 
eine unendlick kleiiie Versekiebung mit den Komponenten u, v, tv, 
so sind die Komponenten der unendlick kleineii Rotation der Volum- 
elemente, nack Gl. (23') 


fdio 

dv\ 

1 /du dto\ 

1 /dr 


\dy 

Jzj’ 

^ 2 idz dx) ’ 

II 

dy) 


Gemass Nr. 5 dieses Art. sind es Komponenten eines axialen Vektors, 
sie besitzen die Invariante 

4“ ■ 


62) a. Kirchhof, J. f. Math. 56 (1858)= Ges. Werkc p. 301; Meclianik 

Voil. 27, p. 398. ’ 

63) B. de Saint- Tenant in Navier, Le 9 ons sur la resistance des corps solides 

3 ed. 1864, aj)pendix III, p. 598. ’ 

64) K Beltrami, Bol. Mem. 1886, p. 3; Pal. Rend. 3 (1889); Par C E 

108 (1889), p, 502. ^ 



32 


IV 14. M. Abraham. Geometrische Grundbegriffe. 


Audererseits smd die i’onnanderungskomponenieji duroli (23") bez 
(32) gegebeH. Sie besitzen nacb (30) die quadratisohe Invai-ianie 

+ r + A + ffiu) ■ 

Die Rotation bezw. PonBandermig ist nun yon Spaimungen im 
oiper egei e . ii- scbneiden aus dem ICorper einen unendlicb 
emen Wurfel beraus“), dessen Seiienflaehen den Koordinatenebeneii 
l^ezeichnen die Komponenten der Spannung, welche 
aui die Plaobeneinbeit der Seiten wirtt, nacb (?. KireJihotf’''^) mit 

Xj,T,j,Z,j, X,,Y,,Z,, 

derart das3 der Indej immer die aussere Normale der Seite angiebt 

X, Y„ Z. werdeii Xm-mal- 
P ungm, X„ Yx, Y., Z,, Z^, X, Schiihspannungen genamit. Urn die 
geometriscbe Natur dieser neim Grossen featzustellen, muss man er- 
mitteln wm sie aieb transformieren, wenn man das Eoordinatensystem 
mitbin die Orientierung des elementaren WMels yerandert 

Avheq T, ““ ien Ausdinicb fur die 

und Ref’7^ ’ T bei Tirtuellen Pomanderungen 

Eotationen leisten, und aus der Inyarianz ihres Wertes gegenUber 
Koordmatentransformationen Scblflsse ziebt. 

Die auf die Volumeinheit bezogene Arbeit bei yirtuellen Deb- 
nungen Se^, Se„ Se, und Gleittmgen Sg,j,, Sg,,, Sg^y ist‘*) “) 

(36) SA' = XxSe, + YySe, + Z.Se, 

+ y ( 1 , + Zy)Sgy, + \{Zx + X,)Sgyx + L(j^^_^Yx)Sgxy, 
und^die Ai-beit, die bei yirtuellen Eotationen dr^ifySr, geleistet 

(350 ^^"-iZ,~Y:)^^rx + iX.^Z.)Sr, + iYx-X,;)Sr,. ' 

^ Da die yirtneUen Anderung-en der Tensorkomponenten e,, e„ e. 

-^9,.v, ~^g^y ilirerseits Tensorkomponenten sind, so folgt 
aus der Invarianz der Ausdriicke (34') und (35), dass sowoH 




111 
2 ~^9zxj ~^9‘ 


2 


wie 


^.■1 Z., -f(r, + Zy), ±(Zx+x,), icXy+Yx 


unendliiln^r*?’ mathematiques 2 (1827), p. 42-56, benntet ein 

unencUich Ideines Tetraeder statt des Wiirfels. 

p. 84 Trans. 146, 2 (1856), p. 481 ff.= Papers 3, 
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kontragredient (s. ISTr. 2 dieses Art.) zu e,j, e^, Qy^, gi:x, 9xy sind. 
Folglich sind jene beiden Grossensysteme zu einander kogredient^®). 

Die VerUndungm X„ Y„ Z., -L(y. + Z,), ^(Z.+X,), -I-(X,+ Z,) 

von Spannmgslcomponenten sind daher selhst Komponenten eines Tmsor- 
tripels^^), d. b. sie transformieren sich wie die Quadrate und Pro- 
dukte von Yektorkomponenten®^). 

Aus (34), (35') folgt in entsprechender Weise, dass die Verbin- 
dmgen [Zy — F^) , (X^ — ,{Yx — X^) der Spannungshomponenten Kom- 
ponenten eines axialen VeMors sind®®); sie geben die von den Span- 
nungen berriihrenden Drehmomente an. Im allgemeinen setzt man sie 
in der Elastizitatstbeorie gleicb null®®). Wenn aber die von den 
ausseren Kraften auf den elementaren Wiirfel ausgeubten Dreb- 
momente bei beliebiger Yerkleinerung der Wiirfelkanten nicbt ver- 
scbwinden, so kommen aucb die Drebmomente der inneren Span- 
nungen in Betracbt. Dieses ist z. B. im Innern permanenter Magnete 
der Pall®®). 

Yerscb'winden die Drebmomente der Spannungen, so kann man 
den Spannungszustand an einem Punkte voUstandig durcb die Flddhe 
meiten Grades darstellen: 

(36) Xa,.«® + Yyif + + 2 r.2/^ + 2Zx^x + 2XyXy = + 1, 

aus der man die Grdsse und Ricbtung der Spannung ermitteln kann, 
die auf ein bebebig orientiertes Placbenelement w^irkt ®®) '^®). Aucb 
andere Flacben zweiten Grades sind zur geometriscben Darstellung der 
Spannungen verwandt worden®®) '^^). 

Tensoren treten nicbt nur in der Kinematik und Statik der 
Kontinua, sondern aucb in anderen Disziplinen der matbematiscben 
Pbysik auf, insbesondere dort, vfo lineare Beziebungen zwiscben Yek- 
toren eine Rolle spielen (s. Nr. 22 dieses Art.). Aucb die Tragbeits- 
momente (lY 3) eines starren Korpers in Bezug auf Axen, die durcb. 
einen festen Punkt geben, sind durcb einen Tensor bestimmt. 

Wir baben uns bisber ausscbliesslicb mit der Kinematik und 
Statik eines Kontinuums bescbaftigt, dessen Zustand durcb Angabe 
der Yerscbiebung aller seiner Punkte bestimmt ist. Stellt man sich 

67) A. Cauchy, Exercices de mathematiques 4 (1829), p. 33. 

68) W. Voigt, Grott. Naclir. 1900, Heft 2, p. 14; Rapport, Paris 1900. 

, 69) Maxwell, Treatise 2, art. 641, 642. 

70) W. Thomson, Papers 3, p. 88; Thomson- Tait, Nat. Phil. 2, art. 663 ff. 

71) G. Lame, Le 9 ons sur la theorie mathematique de r(ilasticite, Paris 
1852, 2*® Aufl. 1866, p. 53; F. E. Neumann, Vorlesujigen fiber die Theorie der 
Elasticitat, Leipz. 1885, p. 32 ff. 

Eucyklop. d. math. 'WiBsensch. IV 2. 
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auf den Standpunkt der molekularen Hypothese, so erscheint diese 
Auffassung als eine einseitige, da sie nur die Verschiebungen der 
Molekiile, nicht die davon unabhangigen Rotationen beriicksicbtigt. 
In der That bat man die Grrnndgleicbnngen der Elastizitatstbeorie durcb 
Heranziebung selbstandiger Ibotationen der Molekiile erweitert’^'), 
indem man gleichzeitig die Moglicbkeit offeii Hess, dass die Volum- 
elemente dnrob ibre Begrenznngsflacbe bindurcb nicbt nnr Krafte, 
sondern aucb Drebinomente auf einander ausiiben. Aucb sind mecba- 
niscbe Tbeorieen des elektro-magnetiscben Feldes auf Grund abii- 
licber Vorstellungen entwickelt worden, indem man die Verscbiebungen 
und Rotationen der Partikel des Mediums ineinander greifen Hess, 
and sicb so die Wecbselwirkung der Felder eines polaren und eines 
axialen Vektors veranscbauHcbte. Nabere Angaben bieriiber sollen 
in Band V Platz finden. 

20. Binfiihrnng krummliniger Eoordmaten. in Vektor- und 
Tensorfelder. Krummliiiige Koordinaten sind zuerst in der Mecbanik 
der Systems mit einer endlichen Zabl von Freibeitsgraden (Lagrange) 
und in der Flacbentbeorie (Qams) zur Verwendung gelangt (vgl. Bd. III). 
Um ibre Einiubrung in die Mecbanik der Kontinua und die matbe- 
inatiscbe Pbysik bat sick insbesondere G.Lame'^^) verdient gemacbt. 
Konstruiert man in einem Felde drei Scbaren Ton Flacben 
fi (■«, y,i 2 )==a, f^{x,y,s) ^ (x, y, i) = y, 

derart, dass durcb jeden Punkt des Feldes eine Flacbe von jeder der 
drei Scbaren bindurcbgebt, so stellen die Parameter a, y ein System 
Icrummliniger Koordinaten vor. Die Binfubrung der Parameter cc,§,y 
erweist sicb als zweckmassig, falls der betreffende Yektor oder Tensor 
auf bestimmten Flacben == const., — const., /"g = const, vor- 
gescbriebene Grenzbedingungen zu erfiillen bat. Es sind die Para- 
meter «, |3, y so zu wablen, dass durcb ibre Angabe ein Punkt des 
Feldes eindeutig bestimmt ist; dann kann man die Komponenten stets 
durcb einwertige Funktionen der krummlinigen Koordinaten aus- 
driicken. Hier soil ausfubrlicb nur auf die Emfiibrung ortbogonaler 
Koordinaten eingegangen werden, da fast ausschliesslicb solcbe bei 
pbysikaliscben Problemen eine RoUe spielen. 

Als ofthogonale Koordinaten bezeicbnet man die Parameter a, y 
dreier Flacbenscbaren, die sicb senkrecbt, und demnacb, einem Satze 

71') Vgl. z. B. W. Voigt, Gott. Abb. 34 (1887), p. 1 — 9. Compendium I, 
p. 119—128. 

72) G.Lame^.J. ec. j)ol. 3, cab. 23 (1834), p. 215, 247; Le 9 ons sur les 
coordonnees curvilignes, Paris 1859. 
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YOU Ch. jDupin gemass, in den Ejrtimnmngslinien sclineiden. Das 
Quadrat der Lange des Linienelementes dr, welelies die Pimkte 
(«; y) (“ H~ ^^7 y~\-dy) verbindet; ist bei Zngmnde- 

legung orthogonaler Koordinaten 


(37) 


dr 


da^ 

V 


+ 




_L ^ 

I h.J' 


Die auf die Bicbtungen der wacbsenden {cc, y) bezogenen Kom> 
ponenten eines Vektors A bangen mit den auf die {x,y,d)-kx.&n. 
bezogenen durcb die Gleicbungen zusammen 

Ax = Aa- \ If + J 

(38) A^j == Aoc ' \ If + \ ^ ^ j 

A, = Acc - -i- Ais + Ay ■ /% ^ , 


deren Koeffizienten den Cosinus der Winkel gleicb sind, welclie die 
oeiden Axensysteme mit einander bilden. Die Dmrecbnung der Diver- 
genz (s. Nr. 5) auf die neuen Koordinaten lasst sicb ausfiibren, in- 
dem man die neun Diiferentialquotienten der Komponenten Ax, Ay, 
A, nach .'r, y, s mit Hiilfe der Gl. (38) durcb die Parameter k, (3, y, 
die Komponenten Aa, A^^, Ay und deren nacb «, y genommene 
Ditferentialquotienten ausdriickt. Die Berecbnung der Divergenz ist 
hierdurcb erledigt, die Ermittelung der auf die neuen Axen be- 
zogenen Komponenten des curl (s. Nr. 5) und des aus dem Vektor- 
felde abzuleitenden Tensorsystems (32) erfordert nocb eine Anwen- 
duno' der fur diese Komponenten geltenden Transformationsformeln. 
Die\echnungen sind yon a. Lame^^) und C. Nmmann^^) ausgefiibrt 
und von E. Beltrami^^) auf beliebige krummlinige Koordinaten aus- 
gedebnt worden. Rascber fiibren folgende Metboden zum Ziele. 

a) Die Met'hode der bewegten Axen'^°) ordnet dem Systems ortbo- 
cronaler Koordinaten a, /3, y ein recbtwinkliges Cartesiscbes Axensystem 
Jxy, Sly) zu, das durcb die Normalen der Flacben cc, y= constans 
o’ebildet wird. Gebt man nun zu einem benacbbarten Punkte 
/3, y) liber, so muss man dem Koordinatensysteme {Xy,yx,^i) 
bestimmte Kotationen d&y, dd',, d% urn die Axen erteilen, damit es 
mit dem veranderten Normalensystem zusammenfallt. Demgemass 


73) C. Neumann, J. f- Matb. 57 (1860), p. 310 ff. 

74) E. Beltrami, Tor. Mem. (3) 1 (1871), p. 461 ff. 

75) 0. Bonnet, J. 4c. pol. 18 (1845), p. 171; E. E. Webb MesB. of ma b. 

11 (188^ P- 14:6; A. E. H. Love, Treatise on tbe matbematical theory of ela- 
sticity 1, chapter 8. ^ 
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dA. 8 A 

setzt sich der Zuwaclis • dx^ = welchen die Kompo- 

iiente erfalirt, zusammen aus einem Teile, der durcli die Ab- 
bangigkeit der Komponente Aa von a bedingt ist, und einem zweiten, 
zu dem die Koinponenten Aj^, Ay dem Betrage der Botationen 
bezw. ( — dQ'^) proportionale Beitrage liefern. So kann man den 
8A. 

Differentialquotienten - g - - - , und in analoger Weise alle neun Diffe- 

rentialquotienten der Komponenten A^^, A,j^, A^^ nach (x^, y.^, is^), 
durcli die Parameter a/Sy ausdriicken. Von jenen Differentialquotien- 
ten hangen aber die Divergenz, sowie die auf die orthogonalen Koor- 
dinaten bezogenen Komponenten des curl und des Tensor- 

tripels (82) ab. 

b) Man vermeidet ulerliaupt jede Bemgnahme anf Gartesische Koor- 
dinaten, wenn man von den geometrischen lem. Jdnematischen JDefmi- 
konen ausgeht, durch die wir in Nr. 5 die Divergent und den curl 
eines Vektors, in Nr. 17 und 18 die K.om^)onenten eines Tensortripels 
definierten. 

Der G^^^Mss’tSclie Satz (8) ergiebt^ auf das Volumelement 


dt == 


d O' ■ d§ ■ dy 
‘ \hAis ’ 


mit den Seitenflaclien ^ 


angewandt : 


(39) 


div A — \ \ /^g 


8 a. 




-L A . 

^ 8y\\hJ\ 


Diesen Weg zur Umrechnung der Divergent scheint zuerst W. Thomson 
eingeschlagen zu haben'S). Q. Lame'^^), L. Dirichlet und B. Rie- 
mami, ) baben diese Ableitinig in ibren Yorlesungen vorgetragen. 
1st das Feld des Vektors A ein potentielles, also A = — Vm so folo-t 
aus (39): ^ 


(40) V^(p = hji^h^ 


A (Jn_ 4_ a ( 

-doc \\h^ da) I dig \ 


\ j ^ (Jh_ ^9V 

W dp) “r 8y 07/_ 


als Ausdruck des Laplace’ schen Operators in ortbogonalen Koordinaten. 

In analoger Weise bat man, urn die auf die neuen Axen bezoge- 
nen Komponenten des curl zu ermitteln, den /SfoZces’scben Satz (10) 
anzuwenden, etwa auf ein Element einer Flacbe « = constans vom 


76) W. Thomson, Cambr. math. J. 4 (1843) = Coll. pap. 1, p. 25. 

77) G. Lame .1 Le 90 ns sur les coordonnees curvilignes § 16, 1859 

78) S. hieriiber Heine., „Handbiicb der Kugelfunktionen" 1, p. 307. 
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Flacheninlialt und den Seitenlangen ^ ■ So erhalt 

hh ° ‘h ‘h 

man : 

(curl A)a = Ih h) 


r ^ 


d 



\\) 

d y 

/ J 


und dem entsprechend 
(41) (curl A\j = 

(curl JA)y = \ \ 


0 





; 




Die kinematische Bedeutmig der Tensorkomponenten (32) berukt 
darauf, dass sie die Deknungen und Gleitungen bei einer unendlicli 
kleinen, heterogenen Deformationen bestimmen. Geben 

9l^V J 9 y‘^> 

die Deknungen und Gleitungen an, welcke zu den Flacken a = const., 
/3 — const., y = const, normale Linienelemente bezw. Elemente jener 
Flacken erfakren, so muss, den Transformationseigeiisckaften der Ten- 
soren zu Folge, die Deknung e,. einer beliebigen Ricktung r den 
Wert besitzen: 


(42) Bf — dec ‘ Ora ~|~ ‘ “h Oy ' Ory H" 9^y ' 

“f" 'Ory 'Ora ' [ 'Ora ' Or^ , 

die Cra, Orii, Ory gebeii kier die Cosinus der Winkel an, welcke die 
Ricktung r mit den Normalen der Flacken a, §, 7 — constans ein- 
sckliesst. Deutet man A als Versekiebungsvektor, so sind die Ande- 
rungen, welcke die Parameter a, y bei der Verschiebung erfakren, 
nack Gl. (37) 

da = Aa ■ = A^-\, dy = Ay-h^. 

Ferner ist die Langenanderung eines Elementes dr zu bestimmen aus 



Berecknet man kieraus die Deknung dieses Elementes e,- = ^ und 

berucksicktigt, dass dieselbe bei beliebiger Orientierung des Elementes 
der durck (42) gegebenen gleick sein muss, so erhalt man®”): 


79) E. Cesdro, Introduzione alia teoria matematica della elasticity, Tor. 
1894, p, 197; M. Abraham, Math. Ann. 52 (1899), p. 86. 

80) G. W. Borchardt, J. f. Math. 67 (1873), p. 45; E. Beltrami, Ann. di 
mat. (2) 10 (1881), p. 188. 



38 


IV 14. M. Al>nt1ttnii. (icuiiK'frist'lH' 




F A . h 

U '«jj 

da h^ 

• A., ■ 

dill 

ep 

f- . A.. ■ 

f'x 

eh, 

ey 





eie 

itx i 

t h, ^ 


il 

■ df F 

■ Ay 

ey 


t ' ti 

I'y 

h. 

dy il. 

• A„ ■ 

Bit, 

da 

. 

h, ' 

1 fa, ■ 

e p 

(Fy 


dzLi 

■ .j + k. 

“1- 

ep ' 

It, 

fd ’ 



- ^ 7 

[ . 
A, 

ffyn 


dA., 

• ' -f- //.j 

" 4 

ey ' 

fh 

it-:, ' 

*' f I f 

h. 

da f>‘ 


a. 4.^ 

'Bp + 

e A.. 

. ‘ 4 

fin 

■ F ■ 

.1., • ' a 

ep ' 

i<x 

^ ft, ' ‘ 

.Kami 

man 

in diosar 

VVai.S(> 

dia 

d'raii.'^fVirmaf.iun 


(' u 


orthogonalo Knordiiiaieii uu.sluhn-ii, iiiiiii aiif liit* vont .fPwiUil 

ton lvoor(liH:itonHy.sioni unabliniigigcn, il. it. invarianlcit Kignis.'lntft.'ii 
(ior Voktor- mid Tnnsorliddor zurfH'.kgfdii, so kuiui niati audi iit>' 
Anfgabo folgendormaHHon Jdnnulinnm: as sind dirokt tlia liivurimilmi 
aufzuMuedion, wolclio auH ilon KmifH/diniiim ini Aiisdruak { ‘M \ tur dus 
Quadrat doB Liniiuiohunnnto.s nnd dmi aiii'dio kniminlinigon KtHiriiinnfau 
bozogoiion Komixuiontoii di's Vidvinr- ba/,w. 'rausorbddas zii bildm 
Bind, ill diosoi VVoiHn voi’tahi'ti dii*. von it. siiisgaarbaitaff* 

„almhite 

c) 6. (:r. J. Jacobh^") vondnbiobto din Ilnircclinimg dar Ao/durt 
scbon (Tleiolmiig aiit kruinniliiiiga. Ivoordiiiaian, indani at- dii'sallia auf 
eiii ziiriiekfiibrta; dio Varwandliarkaii diasar MaUmda 

boiiiht auf doni Unistaiido^ dass in dam /.ti variiarandan Iniatfraia mu 
oil! SLaldr aiittritt; aie lils.st siidi (“rhaiiliali vara!ig(‘inaiiiaru. I hr 
rfmHdgloidmmicn dnr maiJwmaiisdim Phi/dk lasmi slrh mindwh in dm 
Regal auf die Form mm Vieylathm- mUr Mmimnljmildrmrn briiigm, 
und entludfen m d/csm' h'arni tinr skdlarr Fniildimini dir Kirmrut- 
nenten des Vektor- mid 'rnimfddrs, die tnaisl, mil, dar I-’aManar'^ia 
/aisammonliangeiL Hat aatn die Vektor be:ie. 'rn/sorknmjuini aim naah 
oiner dor soeben diirgelogtan Motliodaii aaf die iiraea. knimadmiift n 
Koordiriaten iimgcreehnet^ so Imnn nutn eon deni Variations- iirme 
MmimMprohlem direki mi dm /)//^b-an/m/^/a/rAmn/an krannnlmaim 
Koordmiaten fjelmiijoii, Naliaras daritbar fiudai, man in dan Arl. f\' Ii*, 
und 22. 


^^81.) (r. Ihwci, Lo/ioni sulla taoria dalle .suparfi/.ia, I’adova, IH'IH; ('/. tiivri 
11 . T. Levi-Cimla, .Math. ,'Viin. 54 (lilOO), ji. 125. 

82) a. a. J. Jacobi, J. f. Matti. dli’ (184H), p, 117 (Icii, Warka 2 las 
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III, Wechselwirkungeii der Felder von Skalaren, Yektoren 

imd Tensoren. 

21. Symmetrie physikalisclier Erscheinungen und Krystall- 
symmetrie. Wir teilten die Grossen, welcke zur Cliarakterisierung 
der in der Meclianik der Kontinua und in der Physik auftretenden 
Felder verwandt worden sind, in Klasseii ein, die durch das Ver- 
lialten der Komponenten bei Drehungen des rechtwinkligen Koordi- 
natensystems gekennzeiclinet wurden. Skalare bleiben liierbei in- 
variant; die Komponenten eines Vektors (Nr. 2) transformieren sick 
den Gl. (1) gemass, wakrend Tensorkomponenten (Nr. 17) sick wie 
die Quadrate und Produkte von Vektorkomponenten verkalten. Be- 
riicksicktigt man ferner Inversionen des Koordinatensy stems, so siiid 
polare und asiale Vektoren (Nr. 3) zu untersckeiden, sowie zwei 
Arten skalarer Grossen (Nr. 11). Dementspreckend kann man den 
bisker aussckliesslick in Betrackt gezogenen (axialen) Tensoren solcke 
polarer Art entgegenstellen, die bei Inversionen das Vorzeicken 
weckseln. Bei den Weckselwirkungen versckiedener Felder kommen 
diese letzteren Grossen in Betrackt (Nr. 22), sowie auck solcke geo- 
metriscke Grossen, die sick wie die Verbindungen und 4*“’^ Grades 
von Vektorkomponenten transformieren (Nr. 23). 

Ein komogenes Feld einer gerickteten Grosse besitzt stets eine 
gewisse Symmetrie; als GruppG der Sy'inmetrie des Feldes bezeicknet 
man die Gruppe derjenigen Koordinatentransformationen, welcke die 
einem jeden Punkte des Feldes zugekorigen Werte der Komponenten 
ungeandert lassen, derart, dass die Komponenten, auf die transfor- 
mierten Asen bazogen, die alten Werte annekmen. Die Symmetrie- 
<Truppe eines komogenen Vektorfeldes entkalt die Gruppe der Drekungen 
um die Ricktung des Vektors; fiir den polaren Vektor ist dieselbe 
durck Spiegeluiigen an Ebenen, die durck die Ricktung des Vektors 
gelegt sind, fur den axialen durck Spiegelungen an der zur Axe senk- 
reckten Ebene zu erweitern. Ein komogenes Tensorfeld endlick be- 
sitzt die Symmetrie eines Ellipsoids, d. h. im allgemeinen drei auf 
einander senkreckte Symmetrieebenen. 

Eine pkysikaliscke Ersckeinung ist aufzufassen als Weckselwir- 
kung der Felder mekrerer Zustandsgrossen. Die Gnippe der Sym- 
metrie einer Ersckeinung ist die den Symmetriegruppen alter in Weck- 
selwirlmng fretenden Felder gemeinsame Untergruppe. Denn diese 
Untergruppe entkalt die Gesamtkeit derjenigen Koordinatentransfor- 
mationen, welcke die Komponenten aller in Weckselwirkung treten- 
den ZustandsgrSssen und demnack auck den matkematiscken Aus- 
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druck des Gesetzes ihrer Wechselwirkung iingeandert lasseii. Die Er- 
sckeinung der FyroeleUrmtat beispielsweise lasst Wecliselwirkimgen 
zwischen den liomogenen Feldern eines Skalars (der Teinperatur) und 
eines polaren Vektors (der elektrisclien Polarisation) erkennen. Die 
Symmetriegruppe dieser Ersckeinung ist die des Vektors, da desseii 
Gruppe zugleicb Untergrnppe der Symmetrie des Skalars ist. 

Betrachtet man die Gesamtheit der in einer Substaiiz auf- 
tretenden Wechselwirkungen , nnd setzt deren Symmetriegriippen 
zusammen, so kann es vorkommen, dass die erbaltene Gruppe nicbt 
die aller moglichen Koordinatentransformationen ist; alsdann wird 
man der Siibstanz, in der die Erscheinung sick abspielt, eine aniso- 
trope Oder asymmetrische Struktur zuscbreiben miissen. Andrerseits 
werden alle Symmetrieen der Struktur einer Substanz in Symme- 
tiieen der in derselben auftretenden pbysikalischen Ersckeinungen 
sick kundgeben. Die Symmetriegr^q)pe der Siruldur einer Suhstam ist 
die gemeinsame Untergruppe aller in der 8ulstans auftretenden Wechsel- 
wirhungen^^). 

Fiir homogcne feste Krystalle gilt nun erlakrungsgemass ein Ge- 
setz, welches besagt, dass die Symmetriegruppe der Struktur mit der 
Gruppe der krystallograpkiscken Symmetrie (s. V 8), die sick in den 
Wackstumsersckeinungen kundgiebt, zusammenfallt. Man kann es 
auck folgendermassenformulieren: KrystallograplmcJi gleiclmertige llich- 
tungen sind stets aucli physiliolisch gleicliwertig^); oder; Die Gruppe 
der ImjstallograpUsclien Symmetrie ist eine Untergruppe der Symmetrieen 
aller in dem Krystalle moglichen physilalischen Krscheimmgen^''). 

Dieses Gesetz gestattet es^ einerseitsj wenn die geometriscke 
Natur gewisser Zustandsgrossen bekannt ist, vorkerzusagen, in welcken 
Krystallen Weckselwirkungen ikrer Felder auftreten konnen; es er- 
laubt andrerseits, aus solcken Weckselwirkungen Ankaltspunkte fiir 
die Bestimmung der Symmetrie einer Zustandsgrdsse zu gewinnen, 
welcke fur ikre Einordnung in eine bestimmte Klasse geometriscker 
Grossen massgebend ist. So kann elektrische Polarisation infolge von 
Temperaturerkokung nur Krystallen okne Symmetriecentrum zuge- 
sckrieben werden, wenn man die elektrische Polarisation als polaren 
Vektoi betracktet; aus dem Umstande, dass in der That Pyroelektri- 


83) P. Curie, J. de pbys. (3) 3 (1894), p. 393 If. 

84) Wohl zuerst ausgesprocken von F. E. Neumann, s. Vorlesungen liber 
die Tbeorie der Elastizitat, berausgeg. von 0 . E. Meyer, Leipz. 1886; s. aucli 
W. Vokft, Compendium 1, p. 128 ff. 

85) B. Minnigerode, Gott. Naobr. 1884, p. 195. 
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zitat gewisseii acentrisclien Krystallen, und nur solclien zukommt, 
schliesst man, dass jene Voraussetznng gereclitfertigt war, dass die 
elektrisclie Polarisation ein polarer Vektor ist (s. Nr. 22 dieses Art.). 

22. Wechselwirkungeia von Vektorfeldern. 
a) Homogene Felder. Wir fassen znnaclist eine Weckselwirkung 
zweier komogener Vektorfelder ins Auge, deren Gesetz durck lineare 
GldcJmngen mischm den Kom^onenten der VeUoren h und i ausdriick- 
kar ist: 

li>x — kll 'i'x “h Ih'i S 4“ ^^13 “^z j 

(44) I' y — 'lx 4“ ^*^22 'ly 4“ ^'"23 h, 
k'z = ^^'Sl 'lx 4“ ^82 ly 4~ ^*"33 Iz • 

Derartige Bezieknngen besteken beispielsweise zwisoken Teinperatiir- 
gefalle imd Warmestrom (s. Y 5), sowie zwiscken elektriscker Kraft 
und elektriscker Stromung (s. Y 17). Wir nennen Ic die Kraft und i 
die Stromung. Das Ellipsoid 

(45) 1 = 4- 4- 4“ ihz 4“ 4- (^si 4- h8)^y 

4~ 4“ 

wird ^LeitfdUgheitsellipsoid^^ genannt®®). Das Quadrat des der Stro- 
mung parallelen Eadiusvektors des Leitfakigkeitsellipsoids ist gleiok 
dem Quotienten aus der Stromung und der in Eicktung der Stro- 
mung fallenden Komponente der Kraft. 

Man zerlegt®’) die „lineare Yektorfunktion“ (s. Nr. 13 dieses 
Art.) h in den symmetrisclien und antisymmetrisyken Teil, indem 
man setzt 

(46) k, = lc-\-h"] 

K = kn lx 4- Y 4- Ki) ly 4" Y {hi 4“ h^) h , 

(46') ky — (/«i2 4" h 4“ ^22 ly 4" y (^23 4" ^^ 2 ) ? 

h~ — ~ {hi 4" h 4“ y (^23 4" hi) ly 4“ h$ i ; 

kj' — Y {h^ — hi) ly ^ (k^i h^) %, 

(46") ky” = Y (^23 — hi) iz Y (^12 ^' 21 ) 1^^ 

kz” = Y Qhi — ^^ 13 ) — Y ^^^28 ~~ ^^ 2 ) ly • 

86) J. Buussinesq, Par. 0. R. 63 (1869), p. 104; J. de math. 14 (1869), p. 265. 

87) G. G. Stolces, Cambr. Dubl. math. Jonrn. 6 (1851), p. 215. 
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Sind die Vehioren k tend i beidv poldrir, odu- htidf tu/tdir Art. st, 
slnd die Koeffisienten der si/nnnefrisehei/ i/iuvrn/ WAbn-funkitnn JA 

^11? hi) hi) 'A (hi "f" {hi "i ^‘'lid 1 j k.^, i 

Komponentau eines {(uciahu) Te)/s(irs''A. Kdiisi ruit-rt mau .!.•(. ,i(T 
Stromnng i parjiUoleii lladiiisvf'ktau- dcs Lcitiulii^^k.'itv.dltj.snid.N 
so isfc S dtn- irii lilndpiinkf; crri(dd;ci,(‘n Nonmilcii pui’all.d, /p, /u..//,' 
mjiten der (eidi^ii/mMetrkehen linenreu Vtidurfenldiun 

2 (7* a:! (/‘ai * 

sind Komponevdob eirns m:ialen Veldors I\''A I)»t \'idd..r I" shdd 
aenkreolit, aiif der Stnhiuiiio’ i mid IhI, dt-r Klicna d.-s a\ialfn \'akff»r . 
JP parallel. Ein derartiger aii.s deii Kocl'lizifjitfii ciiuT liiiamvn \'rkf<.r- 
ftinkfcioii gebildefcer a.via'I(>r 'Vtdvtor P iriti anf lici dar <dcktriMdirH 
Sirdiuuiig ini magiiolii.sclieii Fiddi*, wic der .sngriiamito Indt /ft Lt'' 

/oigt •'). Man ,sehli(*K,sf; liieraus^'"), dass dir /iiui/iuHsiitt- Vtiduc it.r/idrr 
Art, id. 


Jst amcr der Imdeii Vekhreu i, k fnilanr, dir nudirr tuiahr Art, 
.s'o mid die Jtotffi'uienlrn eon (dti') Konipnnenlen viiirr puhtmt Tensurs'-^), 
diepmgmi von (4()") Komponenfen riues pahtren Vrkfurs. 

Dio Spomlisiormig dor (Hidohmigvn (dd) ’/AviHoIion \ddit.nv„ dor 
solbeii Art fur die vorsoliiodinion kry.siullugraphis.dam (irupjion isf vr.n 
II MinnigerodeA^' ) durcligefnhrt, wordem 

b) IMerogene Fdder. Dio inodm-iio Pirldradgnnmd: is. V lb, 
statmort WecliHolwirkurigon dor F.ddor v.m vior ZiiHiandsgrilsHon, <1,.,- 
dcktnsehen Kraft (E) mid huluHum (/|) u„d dor nnopniis.Pu Kraft 
iH) mid Induktion (/>% die in.sbi'.soiidoro in iiioliiloi|..,idon ruli.mdon 
Korpern folgonderniaa.sson zii fonmilioron niiid: 

/j n\ i b I) 

‘ ^ C }ft """ ( d 7 ' I d i V /> ■ d a r ; 

^ c 'ft .A j (dH I div /> ^ daw. 

Dio pcnktiouon hilu^„,n init lion liotivliinMlini Kiiifto,, (il,.iol,u,„«.„ 

von^lavIAimulorsymniotrisclMnilininirin. Vk.ktorrin,liU,.n(-l(i'|/.nHu,,„,u.,,, 


88) W. TJwmHon, Edinh. Trans. 11 (1H57), n. l,;a . i .»s.. 

89) W. Thomson, Papers 1 (1882), [i. -^81. ’ " 

90) F. I{x,la^.cck, Ami. PhjH. r,,r, (iHur,), p, r.o.i 

91) IF. Gotfc. Nachik 1U0(), lieft, 4 I. •{Vr, oi7'i Mil . i. . . -i' 

91 ) B. MinnUjerode, Jalirl). f. Minoraloin’n , iiHKfO i 
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22. Wechselwirkungen von Vektorfeldern. 

c, ist eine Konstante, namlicb die Liclitgescliwindigkeit im Atker. 
Die Divergenz der elektrisclien bezw. der magiietisclien Induktion 
giebt die mit 4:7t multiplizierte Dickte der „waliren Elektrizitat (e)“ 
bezw. des „waliren Magnetismus {m)“ an. Aus den Grundgleicbungen 
(47), (48) folgt mit Htilfe des Gauss’scben Satzes (Gl. 8), dass die 
Mengen der Elektrizitat und des Magnetismus, die sicb. innerhalb 
einer geschlossenen, nur im Isolator verlaufenden Flacbe befinden, 
sicb zeitlicb nicbt andern. Wabrend aber wabre Elektrizitat esistiert, 
und ibre Konstanz allgemeines Gesetz ist, existiert wabrer Magnetismus 
nicbt. Da aucb in isotropen Korpern eine elektriscbe Kraft elek- 
triscbe Induktion, eine magnetiscbe Kraft magnetische Induktion 
bervorruft, so gehoren die InduUionen m derselben Klasse geometri- 
scher Grossen, wie die hetreffenden Krdfte. Mit Riicksicbt bierauf 
und auf Nr. 5 und 11 dieses Artikels lassen die Gl. (47), (48) folgende 
beiden Deutungen zu^®): 

Entweder die magnetische Kraft ist ein polarer und die eleUrische 
ein axialer Velttor, oder die eleldrische Kraft ist ein pdlarer und die 
magnetische ein axialer Veldor. Die Entscheidung z%h gunsten der letderen 
Deutung hahen die Erscheinungen der Tyroeleldnsitdt (s. Nr. 21 dieses 
Art.) imd des Halleffelds (s. Nr. 22, dt)) geliefert. Die Dicbte der Elek- 
trizitat ist daber die Divergenz eines polaren Vektors, die des Mag- 
netismus die Divergenz eines axialen Vektors. Erstere Grosse gebbrt 
den Skalaren erster Art an, letztere wiirde, wenn sie existierte, den 
in Nr. 11 dieses Artikels erwabnten Skalaren zweiter Art zuzuzahlen 
sein, die sicb von denen erster Art durcb Vorzeicbenwecbsel bei In- 
versionen des Koordinatensystems unterscbeiden. 

Eliminiert man aus den Gleicbungen, welcbe die vier Zustands- 
grbssen des elektromagnetiscben Feldes verkniipfen, drei derselben, so 
erbalt man die Differentialgleicbung, welcbe die zeitlicbe Anderung 
des beterogenen Feldes der vierten Grosse reguliert. Diese entbiilt 
neben Differentialquotienten nacb der Zeit, nur Differentialquotienten 
2*®’’ Ordnung der Komponenten nacb den Koordinaten. Somit wird 
durcb Umkebrung einer der Koordinatenaxen nicbts geandert, es sind 
also zwei Vorgange, die sicb spiegelbildlicb verbalten, in gleicber 
Weise moglicb. Will man dissymmetrische Vorgange, wie die natur- 
liche Drehung der Polarisationsebene des Lichtes, die keine Spiegelung 
gestatten, matbematiscb formulieren, so muss man Differentialquo- 
tienten nacb den Koordinaten von ungerader Ordnung beranzieben, sei 
es, dass man mit A. Cauchy solcbe erster Ordnung, oder mit 


92) A. Cauchy, Par. C. R. 15 (1842), p. 916. 
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J. Me. OullagJ% solche dritter Ordnung bevorzugt. Hierbei treten 
lineare Beziebmigen der Komponenten eiiies polaren und eines 
axialen Vektors, somit polare Tensoren aiif^i). Wie es das Grund- 
gesetz der Krystallpbysik (Nr. 31 dieses Art.) verlangt, tritt bei eir- 
culai'-polarisierenden Krystallen diese Dissymmetrie aucb an der Kry- 
stallform iiervor. Es giebt Eliissigkeiten, die isotrop sind, d. b. 
bei denen alle RiebtuDgen pbysikaliscb gieicbwertig sind, imd die 
dennocb die Polarisationsebene des Liebtes dreben; die Symmetrie- 
giuppe dieser Substanzen (s. Nr. 21 d. Art.) entbalt zwar die Griippe 
der Drebiingen des Koordinatensystems^ aber nicht Inversionen; solche 
Kbrper nennt J. Boussinesq^^) isotrop-dissymmetriscJi. Ihre Dissym- 
metrie kommt aucb bei ibrem ebemiseben Verbalten ziir Geltuno' 

23. Wechselwirknngen, bei denen Tensorfelder ins Spiel 
kommen. 

a) Wechselwirhmg meier Tensorfelder. Wie wir geseben baben, 
ist sowobl die Pormanderung (Nr. 17 d. Art.), wie die Spannung,' 
welcbe sicb einer Pormanderung widersetzt (Nr. 19 d. Art.), dnreb 
ein System von seeks Tensorkomponenten ebarakterisiert. In defor- 
mierbaren Korpern steben diese in einer gesetzmassigen Beziebung, 
die im einfachsten Palle durcb lineare Gleicbungen aiiszudrucken ist®^’): 

= Cn e^c + Gy + Ci3 e. + + Ci5 (Jzx + Cie (Jx,j , 

Yy — cn e.T + Cgg e,j + Qs + ^34.9!/^ + c^bfjzx + Cse fjxy, 

"1“ *^32 Gy + C33 6^ -j- + C^bgzx + C^yxy, 

Y(Yz-j-Zy)=e4ie,., + c^^ey c^se, -f c^Cy, -f C4bg,,,-\- c^egxy, 

Y(Yx+Xy) = c^i + C52 e-y -|- C53 e, + e^^gy, + c^^g,^ + c^^g^y, 

Y(^y + Yf)=C6ie;, + c^^ey -f cese^ + Cf.^gy, + 

Die „lineare Tensorfanktion“ (49) wird symmetriscb, d. b. es gelten 
15 Gleicbungen C/* = Cki, welcbe die Zabl der Koeffizienten auf 21 
reduzieren, wenn die bei der Pormanderung aufgewandte Arbeit A' 
(Gl. 36) vom Wege unabhangig ist und nur von den eiidgultigen 


93) J. Me. CuUagh, bisb Trans. 17 (1836) = Coll, works p. 63. 

94) J. Bouss'inesg, J. de math. 13 (1868), p. 319. 

95) A. Cauchij, Esercices de mathematiques 4 (1829), p. 296; Poisson, J e'e 
polyt. cab. 20 (1831), p. 1—174. 
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Werten der Komponenten der Formanderung abhangt®®). Diese An- 
nahme, die sicb. thermodynamiscli begriinden lasst (IV, 21), ergiebt 
2-4 -r;- d-A. 3Ai 

(50) " ‘ 

und eg wird die Formanderungsarbeit (das elastische Potential): 

(51) A' == y Cii e| y C22 4 + Y <^83 el -\-Y e^glz + y cbs glx + \ Cqq gl 

1 ^12 dr ^13 “j~ e^gyz “|~ Ci5 ^xg^x ~1“ ^^16 exgxy 

-j- C23 eyBs -j- Gygyi: -[-.•• 

-f - cziGzgyz ■!“■■■■ 


Diejenige molekulare Hypothese, welche die zwisclien den Mole- 
kiilen wirksamen Krafte nur von der Entfernung abhangig annimmt, 
fiihrt ausserdem zu den Relationen (vgl. IV, 21) 

(51 ) — Cgg , C 55 == Cgj^ , C( 5(5 — Cj ^2 > ^56 ~ ; ^64 ~ ^25 > ^4‘> ~ ^36 ; 

welche die Zahl der Koeffizienten der Gl. (49) auf 15 reduzieren. 

Die 21 Koeffizienten in (51) sind geometrisch darzustellen dnrch 
eine Plache und eine 2‘®“ Grades®’'),®®), deren 15 bezw. 6 Para- 
meter sich auf wechselnde Koordinatensysteme transformieren, wie 
die Verbmdungen 4*^'' Ordnung von VeMorJcomponenten, bezw. wie die 
Komponenten eines (axialen) Tensors. Die 6 Tensorkomponenten ver- 
schwinden, wenn die Relationen (5F) gelten, welche vom Stand- 
punkte der molekularen Hypothese aus als fiir das Fehlen von der 
Richtung abhangiger Krafte zwischen den Molekiilen charakteristisch 
anzusehen sind ®'') ®®). 

Die Symmetrieelemente der einzelnen Krystallsysteme fuhrt man 
in die Gleichungen (50), (51) ein, indem man die Bedingungen dafiir 
aufstellt, dass der Skalar A', auf krystallographiseh gleichwertige 
Richtungen bezogen, dieselben Koeffizienten Ca, besitzt ®') ®®). Man 
kann auch direkt die Frage aufwerfen, welche diskontinuierlichen 
Gruppen der Syinmetrie mit Gleichungen von der Form (50), (51) 


96) G. Green, Cambr. Trans. 7 (1838) = Papers p. 249. 

97) IF. J. M. Bankine, Lend. Pbil. Trans. 1856, p. 261 ff. 

98) B. de Saint -Venant, J. de math. (2) 8 (1863), p. 257. 

99) F. E. Neumann, Vorlesungen uber die Theorie der Elastizitat p. 164; 
G. Kirchhoff, Mechanik p. 389; TF. Voigt, Ann. Phys. Chem. 16 (1882), p. 275; 
B. Minnigerode, Gott. Nachr. 1884, p. 195, 374, 488. 
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zwiselien zwei Teiisortri|)eln vertraglich. sind^ und gelangt zu dem 
Resultate dass in die liier mogliclien Gruppen sicli die Gruppen 
cler krystallographisclien Symmetrie als XJntergruppen einordneig wie 
es das Grundgesetz der Krystallphysik (s. Nr. 31 d. Art.) verlaiigt. 
In isotropen Korpern kaiin das elastische Potential (51) nur von den 
beiden primitiven Invarianten ersten und zweiten Grades (30) des 
Tensorensystems abbangen, daber reduzieren sick bier die Koiistanten 
auf zwei. Werden indessen aucb Glieder dritten Grades im elastiscben 
Potential isotroper Korper beriicksicbtigt ^<’^), so ist die dritte der 
Invarianten (30) mit beranzuzieben. 


b) WechselwirJmngen eines SMlarfeldes und eincs Tensorf cldcs treten 
auf, wenn durcb Temperaturerbobung Spannungen bervorgerufen werden. 
Die Symmetrie dieses Yorgangs ist die des Tensors; daraus ergeben 
sicb unmittelbar die in eiiiem Krystalle moglicben Pormen des fib- 
das Tensorfeld cbarakteristiscben Ellipsoids. Fiir isotrope Korper 
degeneriert dasselbe in eine Kugel. 

c) Wechsehoirlungen eines VcUorfeldes und eines Tcnsorfcldcs sind 
im emfaebsten Palle durcb lineare Gleicbungen zu formulieren. Die 
18 Koeffisientm derselben Itann man dmeh KoMinaUon von 8 qco- 
meHschen Grossen darstellen, namlicb durch cine gerichtete Grime 
driUer Ordnung, deren 10 Komponenten sicb bei Drebung d(; 3 S Koordi- 
natensy stems wie die Yerbindungen dritter Ordnung von Yektor- 
komponenten transformieren, einen Tensor, dessen Komponenten einer 
gewissen einschrankenden Bedingung unterworfeii sind — man kann 
etwa die Summe der ersten drei Komponenten des Tensors crleieb 
null setzen - und emen VeUor^^^). Die polare oder axiale Art dieser 
;Kei gericbteten Grossen _ ergiebt sicb unmittelbar aus derjenigen des 

e tors und Tensors, die in Wecbselwirkuiig treten. Wenn durcb 
bpannung elektrisebe Krafte, oder durcb elektrisebe Krafte Span- 
nungen bervorgerufen werden, so bat man es mit Weebselwirkungen 
eines (axialen) Tensors und eines polaren Yektors zu tbun, was bei 
er Speziabsierung fiir die versebiedenen Krystallsysteme 
beachten ist. Hingegen tritt an Stelle des polaren Yektors ein 
axialer, wenn im magnetiseben Felde Spannungen bervorgerufen werden. 
le umgekebrte Erscbeinung, die Erregung magnetiseber Krafte durcb 


Ace W Kom. 

ACC. nine. (5) 3 (1894), p. 238 und (5) 4 (1895), p. 26. 

B !’■ Ber. lO.H (18M) 

102) W. Voigt, G6tt. Abb. 1890. 
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Spannimgen, ist bisher nicht beobacbtet worden, obwohl sie, nacli der 
Symmetries in gewissen Krystallen moglicb. ware^°^). 

Gfenauere Ansfubrungen tiber die bier angedeiiteten Beziebungen 
zwiscben den verscbiedenen Zustandsgrossen der Mecbanik und Pbysik 
finden sicb in den betreffenden Artikeln Yon Band IV und V. Hier 
bandelte es sicb nur urn eine aUgemeine Ifbersicbt, welcbe die 
geometriscben Grundbegriffe bervortreten Hess. 


103) W. Voigt, Gott. Nacbr. 1901, Heft 1. 


(Abgeschlossen im Februar 1901.) 
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Liste der gowiililten Boaoiolinungen (atieli fiir IV, It: gultlg). 

p Druclc in einem 

Diclitc. 

y, Z iluKHcrc.^ Knift. 

Y I’oleiiiial der iUiHsercn Krufi:.. 

g IJeNcliltiunigung diindi die tSi'liwerc. 

«, 'W (lOHcliwindigkidiHkotiijioncni.tin eiiinr KluHHigkidi. 
q lleKuH.if'VCtnde ( Je.scliwindigkeil idncr l'’luHHigk(‘if:, 


H. I r,, 

t X t' If 


OperntrionHKyialHil 
() t 0 t 

a, b, e, f, g, li. Knmiionenien der ntd'oriiiaiiuniigfKfhwiiidigkcd (rate;! orulrain). 

du (h) I ('w 

dx {}'!/ (I;:- 

KotniKmenleu ilnr i )ri‘ligi*tii‘iiwindigk(n(. (Kpin). 
lIiiHuH.ii'ntnde !)n‘lig(*Hchwiiidif.'kt'ik (Kjiia). 
idiNC.liwindigkcilapuIcid ial. 

Kinemiillsclier h’l'iliimipikutd'lr/.it'td. 

f ” (y “ f ^ ** 

Liiphir-ij’Kchcr Opivralnr ( ,, - I' 

(\i‘- ,.if‘- i'i:- 

SiroinCuakiiftii. 


0 


n> ^ 


Horn. Ala Kinlaiilcn werdea in diciiam imd ileiu lidgaudi'n Atfika] (k-d.-S. 
Kinlioitwi uiul (kdsiuHgnidtt Itciud.'/.i. 


1. Dor Begriff doe FlusaigkoifcHdniokoB. Der gnindlegt'udii H('g;rilT 
in dor Hydrodynaniik i»i tier Ik-grill' (Ion Plii.s.sigkoiiNdruokos. Arxhi 
mcdeti stduiini, zn a(*intvr Kinfiihrung in dio Moohunik dnroh die all- 
gemoiiic Erfahrung vttriuilaHHl, zii Ht'in'). Er Nlidllo doii (JrundHat/. 
anf"), dass jedcr Ttdl oitun* Eln.ssigktdi von andi'n'u d’oilon gattlriiokt- 
wird^ uiid Inniiitzto dit* ho ttrlialtoin* V'orKtadInng vons k'h'is.sigktdis 
dniok /aim Aufbau oiiior ''I'hoorio sohwimmoiidor KiVrpor Am lOndo 
dos 11). JalirliuiidortiH hokdtii! HieviH'A dan Siudinin dor Hydro.siaiik 
von ncuoin. Er wandio dio (JrtmdNiif/o d(‘s An'liiinrdi's an, inn dtni 
Druck ant don Bodon niid and' die Wiindo oinos niii kdilHsin'koit 
goi'iillton OofaHHOs /ai bo.siiinnnm. Bi.s dabin bt-siand /wisclion dor 

1) Nach Lac/raiuid, Mt'a. aa. 1, p. I(i7. 

2) Ji. 6'. Hcalh, The Works of Arelupiodos, Caudjridgo IH'.IT; /V Heilwrq^ 
ArcliiniediH Opera omnia, Leipzig IHKO, IHKl. ArchimvdeA Hidiritd) oin liiudi 
TtsQl oxovphiav, Avetcims imr ia eima- kdeiiUKcheu Olau-setzung unier doin Tiini 
„df! iis qnac in humido veliunt(u-“ erlialimi ist. 

d) Von Lagrany)’, Mdc. an. 1, p. IGN als ,,im(^ iiieoric de ht .siabiJitd dim 
eorpw ilotiiants, a laipielle las imaleraes oid. pen a.joufcid* be/.eielinot. 

4) Zmon Slmrin, Do Bogliiasideu des Waiin-AviehiH, Lt^yden inHC; rran/d- 
aische Dberseizinig in S. Idfrvin, Oeuvres niatlKnnatdijues, liOydmi l(>d4. 
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Hydrostatik und der aUgemeinen Statik keine Verbindung, Galilei^) 
sucbte die Methoden der aUgemeinen Statik auf das Gleicbgewicbt 
der Pliissigkeiten mit Hiilfe des Prinzips der virtuellen Verriickungen 
anzuwenden. Dasselbe Prinzip wurde mit Erfolg von Pascal^) nnd 
spatei’j in grosserer Allgemeinheit, von Lagrange'^) angewandt. Das 
Problem, die Hydrostatik mit der aUgemeinen Statik zu verbinden, 
wurde von Newton^) dadurcb grundsatzlicb erledigt, dass er be- 
merkte, dass jeder in Rube befindlicbe Fliissigkeitsteil, der durcb irgend 
einen andern Korper von derselben Grestalt und Dichte ersetzt wird, 
in Rube bleibt. Insbesondere kann der Korper, durcb welcben der 
Fliissiglceitsteil ersetzt wird, ein starrer sein. Bis zu dem Erscbeinen 
von Euler’s Abbandlung®) aus dem Jabre 1755 stellte man sicb den 
Druck, der auf einen Pltissigkeitsteil wirkt, allgemein als das Grewicbt 
einer auf ibm lastenden Pliissigkeitssaule vor, und nabm stillscbweigend 
an, dass der Druck in alien Ricbtungen um einen Punkt berum der- 
selbe sei. Euler fiibrte eine allgemeinere Auffassung, wie folgt, ein: 
Man bezeicbne die Flussigkeit auf der einen Seite einer Oberflacbe mit 
und die Flussigkeit (oder einen andern Korper) auf der andern Seite 
der Oberflacbe mit ; die Teilcben von , die in unmittelbarer 
Beriibrung mit der Oberflacbe stebeii, iiben Krafte auf die benacb- 
barten Teilcben von F^ aus; man kann diese Krafte so anseben, 
als ob sie aus infinitesimalen Kormaldrucken vom Typus jpdS, ge- 
nommen iiber jedes Oberflacbenelement dS, zusammengesetzt seien. 
Euler nabm p unabbangig von der Orientierung von dS an und 
erbielt daraufbin die aUgemeinen GUeicbungen fur das GUeicbgewicbt 
einer unter Einwirkung irgendwelcber Krafte stebenden Flussigkeit 
durcli Anwendung des oben erwabnten Newton’ schen Prinzips. Die 
Grosse p ist der „Druck in einem Punkte'^ In dem Werke von La- 
grange'^) wurde der Fliissigkeitsdruck in einem Punkte einer inkom- 
pressiblen Flussigkeit als der Multiplikator eingefubrt, welcber in der 
Gleicbung der virtuellen Verriickungen auftritt, wenn die Variationen 
der Koordinaten der Inkompressibilitatsbedingung unterworfen sind. 
Fiir eine kompressible Flussigkeit wurde der Druck weniger prazis 


5) Galileo Galilei, Discorso intorno alle cose eke stanno su I’acqua, o eke 
in quella si muovono, Firenze 1612; G. Galilei, Opere 12, Firenze 1854. 

6) Blaise Pascal, Traite de Tequilibre des liqueurs, Paris 1663; Oeuvres 
de Paseal 4, Paris 1819. 

7) Mec. an. 1, p. 173 — 206. 

8) Prineipia, Lib. 2, Prop. 20, Cor. 4. Das .Resultat wird oft als „das 
Arckiinediseke Prinzip" angefiikrt; vgl. Fussn. 21. 

9) Berlin, Hist, de I’Acad. 11 (1755). 
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clurcli die Einfdjhrung eines beim Zusammendriicken auftretenden 
elastiscben Widerstandes defiiiiert. In beiden Ffflen leitete sicb die 
in alien Eicbtungen lierrscliende Grleicbbeit des Druckes aus den von 
Lagrange angenommeiien Prinzipien ab. Cauchy erkannte, dass der 
Pliissigkeitsdruck ein spezieller Fall des allgemeinern Begriffs eines 
innern Spannungsznstandes (stress) in einem mecbaniscben System 
ist, und zeigte, dass eine immer normal gegen das Oberflaclien- 
element wirkende Spannung notwendigerweise in alien Eicbtungen 
urn einen Pnnkt bermn dieselbe ist. 

In der „rationeIlen“ Mecbanik der Fltissigkeiten nimmt man von 
einer Fliissigkeit an, dass sie einen Eanmteil kontinuierlicb aiisfulle, 
und definiert sie als ein mecbanisclies System, fiir welches in der 
Eubelage die Spannung liberall ein rein normaler Druck ist. Man 
nennt eine Fliissigkeit „ideal“, wenn. man einen rein normalen Druck 
erhalt, einerlei ob die Fliissigkeit sicb in Euhe oder Bewegung befindet. 
Eine nicbt ideale Fliissigkeit beisst zab. 


2. Die G-leidigewieMsbediiiguiigen^^). Die Gleicbgewicbts- 
bedingungen einer unter Einwirkung irgend welcher Krafte steben- 
den Fliissigkeit besagen, dass der in irgend einer gescblossenen Ober- 
flacbe^®) befindUcbe Fliissigkeitsteil genau so im Grleicbgewicht ist, 
wie ein starrer Korper, auf den die ausseren Krafte und die iiber die 
Oberflaclie bin verteilten Drucke wirken. Sind X, Y, Z die ausseren 
Krafte, bezogen auf die Masseneinbeit und parallel zu festgewablten, 
recbtwinkeligen Koordinatenasen, und bezeicbiiet p die Dicbte in einem 
Punkte (x, y, d), so lauten die Gleicbungen 

dx’ ^ ds' 


qX 


Es folgt, dass Q{Xdx-\- Ydy-\-Zds) das vollstandige DifiPerentiaF-'’) 
einer einwertigen Funktion von x, y, s ist, und dass also die Fliis- 


10) Exercices de mathematiques 2j Paris 1827, p. 23 und 64. Oeuvres 
(2) 7, p. 37—89. 

11) Siehe IV 14, Nr. 19. 

12) Euler (Pussnote 9). Siebe aucb Poisson, Traits de mecanique 2, Paris 
1833, p. 17; Kirchhoff, Mecbanik, p. 126. 

13) Greenhill, Ency. Brit., leitet die G-leichungen aus diesem Prinzip mit 
Hulfe des Go’een' schen Satzes ab (II A 2, Nr. 46). 

14) Die ausseren Krafte sind diejenigen, welche von den Teilcben ausser- 
balb der Oberflllcbe, die mit letzterer nicbt in unmittelbarer Berubrung sind, 
auf die Teilcben innerbalb der Oberflacbe ausgeilbt werden. 

15) Dies war d'Alembert bekannt, Essai . . . de la resistance des fluides, 
Paris 1762. 
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siglieit sicli iiur in Grleicligewicht befinden kann, wenn X, Y, Z die 
Bedingimg 


(dY ^ 4- X 


0 


erfullen. Dieses zeigt, dass es moglicb sein muss, die Kraftlinien durch 
ein System von Oberflachen i®) ortbogonal zu scbneiden. Es sind dies 
die Flacben konstanten Druckes. 1st das Kraftfeld konservativ imd 
die Dicbte veranderlicb, so ist Dleicbgewicbt nnr moglicb, wenn der 
bruck p eine einwertige Funktion der Dicbte ^ ist. Umgekebrt kann 
eine elastiscbe Fliissigkeit, in welcber p proportional mit p, oder eine 
Funktion von p ist, nnr im Gleicbgewicbt sein, wenn das Kraftfeld 
konservativ ist. Fiir eine bomogene, inkompressible Fliissigkeit, die 
unter Einwirknng von konservativen, ans einem Potential V ab- 
geleiteten Kraften stebt, konnen die Gleicbgewicbtsgleicbungen in 

der Form = 7-j- const. ii^tegriert werden. Flir eine elastiscbe 

Fliissigkeit ist die entsprecbende Form y = '^+ const. Das auf- 

tretende Integral ist in der Fliissigkeit auf irgend einem Wege von 
einem festen Punkte zu dem Puiikte, in welcbem p benutzt werden 
soli, zu erstrecken. 


3. Bine rubende, inkompressible Fliissigkeit unter Einwirknng 
der Scbwere^®). In einer rubenden bomogenen Fliissigkeit, die unter 
Einwirknng der Scbwere stebt, sind die Flacben konstanten Druckes 
Horizontalebenen. Der Druck in einer Tiefe ^ unter der freien Ober- 
flacbe ist wo g die Bescbleunigung der Scbwere bedeutet. Der 

Druck der Fliissigkeit auf irgend ein Stiick einer Ob erflacbe kann inVer- 
tikal- nnd Horizontaldruck zerlegt werden. Der nacb unten gericbtete 

Vertikaldruck ist durcb das Integral g^fj ns dS, genommen iiber 
das Oberflacbenstiick, gegeben; n ist der Cosinus des Winkels , den 
die von der Flussigkeit weggezogene Oberflacbennormale mit der 
nacb unten gericbteten Vertikalen bildet. Dieser Ausdruck ist dem 
Gewicbte einer Fliissigkeitssanle gleicb, die auf dem Oberflacbenstiick 


16) Die ersten Spnren dieses Resultates finden sick in Huygens, Dissertatio 
de causa gravitatis, Opera reliqua 2, Amsterdam 1728; wegen des Resultates 

selber vgl. IV li, Nr. 9. n n • ^ 

17) Dass die freie Oberflacbe eine Niveauflacbe ist, wurde von Clmraut 

bewiesen, Tbeorie de la figure de la terre, Paris 1743. 

18) Poisson, Traite de Mecanique 2, p. 565 ff.; Kirchhoff, Mecbanik, 
p. 133, 134. Einzelbeiten, die spezielle Ffille betreffen^ sind in Greenhill, 
Hydrostatics, Cb. 1, 2 gegeben. 
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steht und bis zur freien Oberflache emporreicht, vorausgesetzt, dass 
n fill das Oberflacbeiistiick positiv ist. Der Dmck parall©! Giner 
gegebenen Horizontalen ist gleich eiiier Einzelkraft, die durcb das 

Tiber das Oberflacbenstiick genommeiie Integral g^ff UdS gegebeii 
ist; I ist der Cosinns desjenigen Winkels, den die von der Fliissig- 
keit weggezogene Oberflacbennorniale mit der gegebenen Geraden 
bildet. Diese Horizontalkomponente ist, was Grbsse und Wirkiings- 
ricbtung anbelangt, mit dem resultierenden Druck auf die Projektion 
des Oberflacbenstiicks auf eine Ebene, die recbtwinkelig zu der ge- 
pbenen Geraden stebt, identiscb. Der resultierende Druck auf ebie 
in iigend einer Stellung gegebene ebene Placbe geht durcb einen be- 
stiinmten Punkt der Flacbe, das sogenannte DrucJccentnm derselben. 
Wenn wir die Gerade, in welcber die ebene Flacbe die freie Ober- 
liacbe scbneidet, zur x-Axe wablen und die 2/ -Axe dazu senkrecbt auf 
der Ebene ziehen, baben wir die Koordinaten d, Tj des Druckcentrums 
durcb die Gleicbungen 

y ^y ~SS ^y ^y> 

yfS y 

gegeben, wo die Integrale, die recbter Hand gewisse Tragbeitsiiite- 
grale^°) sind, iiber die ebene Flacbe genommen werden. Der mitt- 
lere Druck auf eine Placbe ist gleieb dem Druck in ibrem Scbwerpunkte. 

4. Scliwimmende Korper, Wenn man einen festen Korper 
ganz Oder teilweise in eine bomogene Fliissigkeit, die imter der Ein- 
wirkung der Scliwere stebt, eintaucbt, so ist der Druck in jedem 
Punkte der Korper oberflacbe gleieb einem Drucke, der sicb ergiebt, 
wenn das Ton dem Korper eingenommene Volumen mit Flussigkeit 
von der Diebte der umgebenden Flussigkeit ausgefullt wird. Der 
Gesamtdruck der Flussigkeit gegen den KSrper ist mit einer Einzel- 
kraft, der sogenannten „Auftriebski-aft% gleichbedeutend. Diese ist 
gleieb dem Gewiebte der verdi-angten Fliissigkeit und wirkt durcb 
den Scbwerpunkt G des eingetauebten Volumens aufwarts®^). Der Punkt 
G beisst das Auftriebscentriim. Wenn der Korper frei scbwimmt, so 
ist die Auftriebskraft gleieb dem Gewiebte W des Korpers. Die 
Vertikale durcb das Auftriebscentrum gebt dann durcb den Sebwer- 
punkt G des Korpers. Die freie Oberflacbe der Flussigkeit scbneidet 


19) S. Stevin, Fussn. 4 = ; Poisson, Fussn. 18 

20) Siehe IV 3. 

21) Dieses Kesultat ist als das „Arcbimedisclie Prinzip" bekaunt. 
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von dem Korper ein Volnmen V' — — ab. Jede Ebeiie, die von dem 

9Q _ 

Korper das Volnmen V' abschneidet, ist eine „Scbwimmebene“, die 
Enveloppe der verscliiedenen Scliwimniebenen beisst die „Scbwimm- 
oberflaclie“. Diese Oberflaclie beriibrt jede Scbwimmebene in einem 
Punkte F, welcber der Scbwerpunkt des im Korper von der Scbwimm- 
ebene gebildeten Scbnittes ist. Die Scbwimmoberflacbe ist also der 
Ort des Punktes F. Der Ort von G fiir verscbiedene Lagen von F 
ist eine Oberflacbe, welcbe „Aiiftriebsflacbe^^ oder Flacbe C genannt 
werden kann. Die Tangentialebenen an diese Flacben fiir G und F 
in korrespondierenden Punkten sind parallel. Die durcb F gebenden 
Haupttragbeitsaxen des im Korper von der Scbwimmebene gebildeten 
Scbnittes sind den durcb G gebenden Tangenten an die Hauptkriim- 
mungslinien der Flacbe G parallel. Die Hanptkrnmmungsradien dieser 
Oberflacbe sind ^ und wo und Jg die Haupttragbeitsmomente 

des im Korper durcb die Scb-wimmebene gebildeten Scbnittes sind. 
Die entsprecbenden Kriimmungsmittelpunkte und iKg beissen „Meta- 
centren^®^). Die Gdeichgewicbtslagen eines schwimmenden Korpers 
werden bestimmt, indem man von Gr Normalen zu der Flacbe G ziebt. 
Die Tbeorie des Grleicbgewicbts und der Stabilitat scbwimmender 
Korper ist dami identiscb mit der Tbeorie des Gleicbgewicbts und 
Stabilitat eines auf einer Horizontalebene rubenden HiilfskorperS; dessen 
Oberflacbe die Flacbe G und dessen Massenmittelpunkt der Punkt G ist. 
Fiir die Gleicbgewicbtslage des Korpers bezeicbne M ems der beiden 
Metacentren und J das entsprecbende Tragbeitsmoment. Wird dann der 
Korper um die entsprecbende Tragbeitsaxe durcb F um den kleinen 
Winkel -fl gedrebt, so ist die potentielle Energie des Systems nacb dieser 
Lagenanderung um vermebrt oder vermindert, je nacb- 

dem M oberbalb oder unterbalb von G liegt, d. b. je nacbdem y.'^GG 

ist. Das Kraftepaar W- GM ■ <0'^ welcbes durcb die Auftriebskiaft und 
das Gewicbt des Korpers gebildet wird, strebt im ersteren Falle den 
Korper aufzuricbten, im letzteren ibn umzustiirzen^s). Fiir stabiles 


■ 22) Die Geometrie scbwimmender Koiper , insofern sie auf^ den Flacben G 
und F berubt, verdankt man G. Dupin, Applications de Geometrie et de Mecba- 

nique a la Marine, Paris 1822. Die Foi-mel ^ fiir den Kriimmungsradius des 

Ortes fiir F wurde von E. Leclert gegeben, Mess, of matb. (2) 1 (1872). Diese 
Formel ist von E. Guyou, Tbeorie du Navire, Paris 1887, 2. Aufl. 1894, verall- 
<remeinert worden. Die Gestalten der Oberflacben G und F werden m einer An- 
zabl spezieller Falle von A. G. GreenhUl, Hydrostatics, Cb. 5 di^kutiert 

23) G JDiipin (Fussn. 22) bat die Bedingungen der Stabilitat untersucbt. 
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Gleicligewicht rniissen beide Metacentmi iiber Q liegen; die Hdhen 
von imd fiber G sind die „inetacentriscben Hoben". Fallen 
zwei Haupttragbeitsaxen des scbwimmenden Korpers in F mit den 
Tiagheitsaxen des im Korper von der Scbwimmebene gebildeten 
Scbmttes zusammen^ so sind die Perioden der Scbwingungen gleicb 

denen einfacber Pendel von den Langen iind —■ K K sind 

dabei die Haiipttragbeitsradien des Korpers ffir die borizontalen Trag- 
beitsaxen dnrcb F'^ Ji^ sind die entsprecbenden metacentriscben 
Hoben. Die Tragbeit der Flfissigkeit ist bei diesem Ansatz ver- 
nacblassigt. 

5. IiTiftdruck. Die Tbatsacbe, dass Liift eine Flfissigkeit istj 
die auf andere Korper dnrcb Druck wirkt, sobeint ziierst von Torricelli 
und Otto von Gueriche^^) bemerkt worden zn sein. Die Beziebimg 
zwiscben dem Druck in einer Liiftmasse und dem Yolumen, das sie 
einnimmt, wurde zuerst von Boijle^^) untersucbt. Wenn die Tempe- 
ratur konstant bleibt, sind Druck und Dicbte eines Gases durcb das 

jBoi/Ze’scbe Gesetz ^ == const, mit einander verbunden. 1st die Tem- 

peratur veranderlicb und sind die Zustandsanderungen adiabatiscb, 
so existiert eine andere Beziebung zwiscben dem Druck und der 

Dicbte^®), namlicb ^ = const., wo y das Verbaltnis der spezifiscben 
Warme bei konstantem Druck zu der spezifiscben Warme bei kon- 
stantem Yolumen ist (ffir Luft ist y angenabert 1,408). Die Idee, 
dass die Abnabme der Barometerbobe beim Emporsteigen fiber die 
Brdoberflaebe zur Messung der Bergboben benutzt werden konnte. 


indem er den Smn dieses Kraftepaares betrachtete. Die Energiemetliode wird 
auf das Problem von Thomson und Tait, Nat. Pbil. 2, p. 320-324 angewandt. 
Systematiscb entwickelte die Theorie mit dieser Methode E. Giiyou (Pussn 22) 
Bine ausgedebnte Bibliograpbie findet sicb in J. Pollard et A. Dudebout, Archi- 
tecture Navale, Pans 1890—1894. Die Bedingungen der StabilitLit schwimmen- 
der Korper und von Fliissigkeiten , die mit einander in Beruhrung stehen, sind 
vom Standpunkte des thermodynamischen Potentials von P. Duhem J. de math. 
(6) 1, 2, 3 (1895 — 1897) behandelt worden. 

24) Siehe E. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwickelung, Leipzig 1883 ins 
Enghsche iibersetzt imter dem Titel „The Science of Mechanics**, London ^893. 

25) JBoyZe, Nova_ experimenta physico-mechanica de vi aeris elastica 
Oxford 1661. Englische Ubersetzung, Oxford 1662 und Works of Hon. R. Boyle 
1, 3, London 1772. Dasselbe Gesetz wurde von E.Mariottc, De la nature de 
I’air, Paris 1679, Oeuvres de Mariotte, La Hay e 1740, gefunden 

26) Poisson, Traite de Mecanique 2, p. 637 ff.; wegen der' Geschichte des 
Resultats siehe P. Duhem, Hydro dynamique, filastieite, Acoustique, Paris 1891. 
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yerdankt man PascaV^). Bei der Anwendung der allgemeiiien kydro- 
statisclien Grleicliungen auf das Gleichgewiclit der unter Einwirkiing 
der Scliwere stelienden Atmospliare koimeii wir zunachst die Tem- 
peratur als konstant annekmen. Wir fiiiden dann die Formel 

p Q — 9^o^O'IPa[^-{-o) ^ 

WO Pq und po der Brack und die Diclite an der Erdoberflaclie, p der 
Brack in einer Hoke s: iiker der Oberflacke und a der Erdradius ist. 
Um Anderungen der Temperatur in Betrackt zu zieken, verlangen 
wir, dass eine Beziekung zwiscken Hoke und Temperatur gegeben 
ist. Infolge der langsamen Warmeleitung in der Luft kann die Be- 

P 

ziekung zwiscken Brack und Bickte auck kier dem Gesetz ^ = const, 
folgen. Man bezeicknet diesen Ziistand der Atmospkare als „konvec- 
tives Gleickgewickt“ Ber Brack in der Hoke 0 ist dann durck 
die Gleickung 

y — 1 

1 „ = y — ^ So 

\Po/ V ^ 

gegeben. 

G. Die ersten Untersuchungen Tiber Eliissigkeitsbewegung. Ben 
Anstoss zum Studium der Fliissigkeitsbewegung gab die Beobachtimg 
Torricelli ' dass ein Flussigkeitsstrakl, der aus einem Gefass aus- 
fliesst, niit grosser Annakerung bis zum Niveau der freien Oberflacke 
emporsteigen ka,Tm- Urn diesen Gegenstand weiter zu verfolgen, 
betrachtete Neivton^^) den Ausfluss einer Fliissigkeit durck eine 
Offnung im Boden des Gefiisses. Er beobacktete, dass sick der Strakl 
Hack seinem Austritt zusammenziekt^^), bis die Flache des engsten 
Quersckmittes nakezu 1//2 der Flacke der Offnung ist. Er fand 
ferner, indem er die Menge, die in einer bestimmten Zeit aus- 
fliesst, mass, dass die Gesckwindigkeit in dem engsten ^Querscknitt 
sekr nake gleick derjenigen ist, die sick beim Herabfallen von dei 
freien Oberflacke ergebe'J wiirde. Bei der tkeoretiscken Untersuckimg 
nakm nun Newton an, dass die Fliissigkeitsteilcken, die einmal in einem 


27) Pesanteur de Pair, Paris 1663; Oeuvres de Pascal 4, Paris 1819. 

28) Poisson^ Traite de Mecanique 2, p. 609ff.; Kirchhoff^ Mechanik, p. 127. 

29) Sir W. Thomson^ Mancb. PHI. Soc. Proc. (3) 2 (1862) = Math. andPhys. 
Papers 3, Cambr. 1890, p. 255; Greenhill, Hydrostatics, p. 314, 491. 

30) De motu graviuiu naturaliter accelerate, Firenze 1643. Citiert von 
Lagrange, Mec. an. 2, p. 244; vgl. BuUmann, Hydromechanik, p. 187. 

31) Principia, Lib. 2, Prop. 36. 

32) Principia, 2. Aufl. (1714). 
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liorizontalen Quersclmitte sicli befinden, bei der Bewegung stets einen 
borizoiitalen Querscbnitt bilden. Es ist dies die „Annalime von den 
parallelen Querscbnitten“. Er fdlirte auch die „Kontinuitatsgleicbiing^^ 
ein^ imd zwar in der Form, dass die Gescbwindigkeit in einem Quer- 
sclinitt iimgekelirt proportional mit seinem Placlieninhalt ist. Die 
Annabme der parallelen Querscbnitte zusammen mit der Kontinuitiits- 
gleicbimg ftibrte ibn zu dem Scblusse, dass, wenn das Gefass eine 
bestimmte Gestalt bat, sicb die Pliissigkeitsteilcben obne Widerstand 
bewegen konnen, nnd dass somit die Gescbwindigkeit des Strahls 
diejenige sein mnss, welcbe durcb das TomceZFscbe Theorem be- 
stimmt wird. Das Problem des Strahlausflusses (mit Ziigrunde- 
legung der Annabme der parallelen Querscbnitte) ist das eigentlicbe 
Hauptproblem der alteren Hydrodynamik®®), weit mehr als das Problem 
des Widerstandes, den eine Fliissigkeit auf einen sicb in ibr be- 
wegenden Korper ausiibt. Ubrigens ist letzteres Problem ancb schon 
von Neivton ®'*^) bebandelt worden. In D. Bernoulli’s Hydrodynamica 
wurde das Torricelli' sche Theorem durcb Anwendung derselben Ideen 
erbalten, die Huygens zu der Tbeorie des Pendels®®) fiihrten und sicb 
auf die Anderungen der Gescbwindigkeit in einem zusammengesetzten 
Systeme bezieben. B’Alenibert ^‘’) scbeint der erste gewesen zu sein, 
der die Bildung der allgemeinen Bewegungsgleicbungen in Angriff 
nabm. Die beiden Pormen aber, in denen diese Gleicbungen jetzt 
gegeben werden, verdankt man Euler 

7. KinematikderFliissigkeiten^Q. Die GescMvindiglceit emei sicb 
bewegenden Fliissigkeit in einem Punkte ist ein Yektor (u, v, to), 
der durcb die Eigenscbaft definiert ist, dass die Integrate 

^fjy Qudxdy ds, Qvdxdyd 0 , qw dxdyd^, 

genommen iiber das Yolumen irgend einer in der Fliissigkeit gezoge- 
nen Oberflacbe, die Komponenten der Bewegungsgrosse®®) fiir die in 


33) Lagrange, Mec. an. 2, jd. 243 — 249 ; vgl. BuMnann, Hydromechanik, p. 187. 

34) Prinoipia, Lib. 2, Prop. 32 — 35. 

35) Siehe E. Mach, Mecbanik, p. 383. 

36) Berlin, Hist, de I’Acad. 1755; Petersburg, Novi Comm. 14 (1770). 

37) Die Kinematik der Pliissigkeitsbewegung wurde von E. Beltrami in 
einer Eeibe von Abbandlungen in Bol. Mem. (3) 1, 2, 3, 5 (1871—1874) mono- 
grapbiscb bebandelt. Siebe aucb N. Joulcoioslcy, Mosk. matb. Samml. 8 (1876). 

38) Maxwell, Electricity and Magnetism 1, p. 11, 2. ed., Oxford 1881, defi- 
niert die Gescbwindigkeit einer Eltissigkeit in einem Punkte mit Hfilfe des 
„Plus868“ durcb eine Ebene^ d. b. durcb die Masse, die in der Zeiteinbeit durcb 
die Placbeneinbeit einer durcb den Punkt gebenden Ebene bindurcbfliesst. Die 
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der Oberflaclie eingesclilossene Fliissigkeit sind. Es kann daher 
(u, V, w) als die Gesckwindigkeit des „Teilchens“ angeselien werden,, 
welckes zur Zeit t sick in dem Punkte {x, y, 0 ) kefindet. Die Funk- 
tionen u, v, w sind der gewoknlicken Annakme nack im allgenieinen 
stetige mid differenzierkare Funktionen von x, y, 0 und t. Wenn sie 
von t unakkangig sind, keisst die Bewegmig stationdr. 

Die Linien, die diirck das System der Difierentialgleickungen 
dx dy dz 

u V 10 

kestimmt sind, sind die JBahnen der Teilclien. Die Linien, welcke 
durck die Grleickungen 

dx dy db 

u v w 


fur irgend einen festgekaltenen Wert von t kestimmt werden, sind 
die Stromlinien zur Zeit t, sie fallen fiir eine stationare Bewegung 
mit den Baknen der Teilcken zusammen. 


Das Fliissigkeitsvolumen , das in dem Zeitteilcken dt durck ein 
Okerflackenelement d8 kindurckkiesst, ist mv-\- nw)d8dt, vro 

I, m, n die Ricktungscosinus der Normalen fiir das Element sind. 
Die sogenannte Kontinmtdtsgleiclvmg driickt aus, dass der Zuwacks 
der Fltissigkeitsmasse in einer gescklossenen Okerflacke^^) gleick dem 
Betrage ist, in welckem Masse von der Aussen- nack der Irmenseite 
vermoge der durck die Okerflacke stromenden Fliissigkeit kinukei- 
gesckafft wird. Man erkalt so die Gleickung 

J_ j_ 

dt dx ' dy ' ds 


( 1 ) 


0 . 


Die Bedingung, dass eine Grcisse f, die mit der Fliissigkeit ver- 
kunden ist, zu alien Zeiten fiir dasselke Teilcken denselken Wert 
kat, ist 
( 2 ) 


dt 


dx 




dy 


Eine Funktion f{X} 0? "w^lcke dieser Bedingung geniigt, definiert 
eine Sckar von Fl'acken /*= const. , welcke sick so kewegen, dass 
sie stets von denselken Teilcken gekildet werden. Man wird nun 
kei der matkematiscken Bekandlung drei unakkangige Sckaren solcker 
Flacken, die durck Gleickungen der Form 


Definition, welcke von der Bewegungsgrosse ansgekt, wurde ebenfalls von 
Maxwell, Lond. Pkil. Trans. 157 (1867), vorgescklagen; vgl. 0. Reynolds, Lond. 
Phil. Trans. (A) 186 (1895). 

39) Euler, Petersburg, Novi Comm. 14 (1770). 
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fi y, 8, t) = p, 

/a (x, y, B, t) = Q, 
fa y, = B 

dargestellt werden konnen, zu Grunde legen‘^‘^). Da die Werte von 
JPj Q, H fiir ein Teilcken konstant bleiben, konnen sie als Koordi- 
naten desselben benutzt werden zu diesen Koordinaten sind bei- 
spielsweise die Anfangskoordinaten y^, Bq der Teilcben zu zahlen. 
Wenn man die Grossen P, als unabhangige Yeranderlicbe an 

Stelle der x, y, b, t einfiilirt^ und die Differentiation in Bezug auf die 
neuen Veranderlicben mit dem Symbole d bezeichnet, so bekommt 
man die FormeD^) 

S d , d . d . d 

Die Kontinuitatsgleichung, in den neuen Veranderlicben ausgedruckt, 
nimmt die Form"^^) an 

unter J die e/bco&i’scbe Determinante 


dx 

S^j 

Ss 

w 

fP 

SP 

Sx 

Sy 

Sg 

SQ 

sg 

SQ 

Sx 

Sy 

Sz 

SB 

SB 

SB 


verstanden. 

Wenn fur die Umgebung eines Teilcbens die Dicbte von der Zeit 
unabbangig ist, beisst die Fliissigkeit inkompressibel; wenn sie fiir alle 
Teilcben dieselbe ist, beisst die Fliissigkeit bomogen. Die Kontinuitats- 
gleicbung fiir eine inkompressible Fliissigkeit nimmt dami die Form an 


Oder 


du . dv 


dio 


dx dy ds 


0, 


J = const. 


Die Relativbewegung der Fliissigkeit ^3) nabe einem Punkte {x, y, b) 


40) M. J. M. Hill., Quart. J. of math. 17 (1881). 

41) Basset, Hydrodynamics, gebraucht fiir die hier mit — bezeichnete 

d 

Operation — , dagegen Lamb, Hydrodynamics, ~ . (In den deutschen Arbeiten 


wil'd fast durchgangig geschrieben.) 

d 0 

42) Diese Gleichung wurde dem Wesen nach zuerst von Euler (Fussn. 39) 
gegeben. 

43) B. de Saint-Venant, Paris C. R. 17 (1843), p. 1240; Stokes, Friction. 
Die entsprechende Iheorie fur die Deformation eines Kontinuums wurde von 
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wird durcli die Gescliwindiglieitskompoiienteii in einem benaclibarten 
Punkte relativ zu dem Teilcbeii in Xj be- 

stimmt. Diese Grescbwindigkeitskomponenten sind in erster Annaherung 

j a.x' + — ly 

(3) h.x + b/ H- f/ — y + y 

[gx + ty 4 " ; 


wo die Glieder von boberer Ordniing als der ersten vernacblassigt 
sind. Die Koeffizienten sind dabei durcb folgende Gleicbungen gegeben: 


( 4 ) 


2f 


2| 


du 

dw 

dy 

dto 

dy 




dv 

y 

dv 


o d^ I 
2g= -I- 


27/ 


dv 

dy’ 

dw 
dz ' dx ’ 
du ^ 
dz dx’ 




+ 



du 

d^’ 

du 


Diejenigen Glieder in (3), welcbe n, t entbalten, stellen eine 
Drebbewegung des kleinen Volumenelements darj dasselbe rotiert 
wie ein starrer Kdrper mit der Winkelgescbwindigkeit 4)er 

Vektor soil die „Drehgescbwindigkeit“ (spin^®)) beissen. Die 

Grosse ^ ist gegenuber ortbogonaler Koordinatentransfor- 

mation invariant. Sie ist das Quadrat der Drebgescbwindigkeit. Wemi 
ein kleines kngelformiges Element der Eliissigkeit der Wirkung der 
iibrigen Eliissigkeit entzogen und starr gemacbt werden konnte, so 
wiirde es mit der Winkelgescbwindigkeit (X,ri, rotieren. 

Eine Fliissigkeitsbewegung; bei der ^ nicbt verscbwinden, 

beisst eine „Wirbelbewegung^4 jeder Teil der Eliissigkeit, in welcbem 
irgend eine der Grossen S Null verscbieden ist, beisst ein 

„WirbeE. Eine Bewegnng, bei der I, n, I verscbwinden , nennt 
man wirbelfreij bei einer solcben Bewegnng existiert eine Eunk- 
tion 9 ?, welcbe die Eigenscbaft bat, dass 


Cauchy^ Exercices cle mathematiques 2, Paris 1827, id. 60 gegeben. Siebe IV 14, 

Nr. 12—18. 

44) Euler, Berlin, Hist, de I’Acad., 1766, p. 292, gab an, dass_ bei emer 
Rotationsbewegung nm eine Axe udx + v dy -|- wdz kein vollstandiges Diffe- 
rential ist. 

46) Der Name „Molekularrotation“, der oft gebraucbt wird, ist sebr schlecbt 
gewablt. Die Tbeorie bat gar keine Beziebung zu den Molektilen. Der Name 
„spin“ wurde von W. K. Clifford, Elements of Dynamic, London 1878, ein- 
gefubrt. Beriicksicbtigt man die Verscbiedenbeit zwiscben polaren und axialen 
Vektoren, so muss man den „spin“ als axialen Vektor anseben (IV 14). Der „spin“ 
ist der balbe „curl“ des Gescbwindigkeitsvektors. 

46) Stolces, Friction, s. Papers 1, p. 112. 
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Hier bezeidiiiet msin cp hIh das ,,(b'S(*liwiiuliuki !ts|tui*'iitiat‘' i. 

Dio rdmgoii GUodor lu wolclto a, b, c. f. j.';, li ouflialitsi. dn'iok.-u 
die TJiatsjudio avis, dass <las Volvuuoutdouiotd in ciin-ni Utaumi Zcit’ 
intervall r oiiio roino r)olV»rma,tioii orltddot. WVrdtMi di.* A lisdfdtniHoycii 
mid Gloitiimgon, die hoi dii'sor l)oinni!ati(tn vm-kuniiatm. nuf .> . .y . , 

dixj f/xii bozoiidmot, so siiid diiiso (inisson mil dm (irtivMm n, l>, o. 
f, g, h durch die Gleicliiiiigoii 

a ~ liiri T“' /-y, , 2f ■ lim r ' 

r . a» ■ r II ' 


vorbunden. Das Tmisurlripel, wolclios a, b, c, t\ p, h als K«m!|!(iu«mft‘n 
hat, mbge ^iMViiaiudiunsgi'Hi-luviiuligkidl** (raJo ul .strain: syi-naunf 
werdon. Die (jI’usho a -j- 1) -| - e isii g’t’goiiiilMM' initnii.i'imiilt ‘11 '!Va.ns 
lorinatioiieii inva.riani; sio ist. dio ^(''♦‘•'•'•’b'vincligkoit dor Dilatatiim’*, 
di(3 dtiH V( )1 iinjoiu.doiuon 1 oi'lmdot/, und iniigo dnroli (4 iiozoiolnioi :"i‘in. 

8 . Bowog-ungsgloiclm.iigon‘‘^), Dio {bevMguiig.sgl.n'oliungon rinm- 
untior Kiiiwirkung ilussorin' Krill'lo sioh liowogmidou iiloalon I'dii ssig'kmt 
diuoken folgomki liodingiuig aus: Di*r in oinor g't'golit’mm Giiditun!,'' 
orfolgonde ZuwaoliH an BowoguiigHgnks.so, dcii oino in ..iin* fo.sb' OiaT 
flaolio oiiigesodilosseno k Ifissigkidt. orbibrl, innss sndi uiih y.wri ainlortni 
Bewegimg'sgrdHsen -/usaiiunonsotzon. Dio tdin* di.ssi'r Bowognngsgrri.sson 
wird 111 jo, nor Riolitung von dor dnndi di(> ( tborlliioln* lumbuHdi- 
Htromoiidou Flnssin-keit miln',.miirt, also von dm- Anssmisoito naoh dm- 
Jnnenseito odor iinig<;kolirl; trans|)oriiori (jo mndi dmn Sinn .io-: D,. 
scbwindigkoiiavoktors). .Dio a.nd(*r(! Bovva'gungsgriiHso wird in jonor 
JGcbtiing durodi dio aussoron Kridlo und d.-n anl’ dio ( HHnilibdir ‘ 
wirkenden Druck orzougl. Obrigons kanii dio in Hodo sioliondo Obor 


47) llchihoUs, Wirbolbowoguug. In LiimEt< Ilyilroiiynainirs 

— - ({ (p u(i;i' -(- nip 4 tnlz . 

Lotxtore Bezcichmuig ist gowiihlt wngoa dor iiliyHikuIiHolan. llodoulua- von -r - 

vgl. IV IG, Nr. lb. ' 

48) .Die im Text ku Grande golegto Moihudo, dio llowogungsaloiidiungon mo, 

der ilioorio der BowegaagKgniHHo ab/,uleit;oii , wird jotzi allgonioin angowandt, 
810 xst gleioiibedeutend init der von Euler gidinuichioii {FuH.sn, .'ii'i;. Dio bo- 
tretfcnden Glciclmngou warden von Laprantie, Mdc. an. ‘j, uu,., 

der Idemstim Wirkang abgeleitet; Hiehe aaoh Jlassd, Hydrudvaaaiios 1, ;n* 

und Wien, ilydrodynainik, p. 47. 

49) Das bier gegebene Prinzi]. kuna aul jed.^s kuniiaui..rlielio .neohunisobo 
System angowaridt^werden, voraiiHgCHotzi, dans dor Jlriadi aiif dio Dborlliioho- 
durch die „ubcr die (dbodlache verteiitoa ZngkriUto'' orHidzi wird. 
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flaclie, was Lage und Grestalt anbelangt, beliebig in dem mit Fliissig- 
keit erMlten Eaume gewahlt sein^^). Die Grleicbungen sind 

/■j \ ^ -r/- 1 dp Sw ry 1 dp 

St ■ JFx’ It ~ ^ ~ dt ^ ^ 

in denen die Dlieder linker Hand ersicMicb. die Beschleuniffunffs- 
komponenten des Teilchens reprasentieren^ das sick zur Zeit i in dem 
Punkte (x, y, 2 ) befindet. Die Grleicbungen konnen aucb in folgen- 
der Form gescbrieben werden 

(9') Sx ■ 6‘^y Sy , d'^8 8z 

^ ^ ■ dP TP "si> ^ ~8P ‘ JP 

-jr 8 X j ~y 8 y I ^ 8 z "L 8 p 

— ^ Jp ^ Jp~~ ~^Jp’ 

wobei das Symbol d die Differentiation in bezug auf die unabhangigen 
Veranderliclien P, Q, li, t bedeutet. 

Die Dleicbungen (1) werden gewobnlich als die Euler^Boheii Grlei- 
cbungen, die Gleicbungen (2) als die Lagrange^ A qw Grleicbungen 
bezeicbnet'^°). 

Die spezielle Bedingung, die an den begrenzenden Oberflacben gilt, 
bat eine rein kinematiscbe Bedeutung; sie sagt aus, dass dort in der 
Ricbtung der Normalen keine Eelativgeschwindigkeit der Oberflacbe 
und der mit ibr in Beriibrung sicb befindenden Fliissigkeit statt- 
findet^^); folglicb ist die Gleicbmig jeder solcben Oberflacbe von der 
Form f(x, y, ! 2 ,t) = Q, wo f eine Losung der Gleicbung (2) in Nr. 7 
ist. An einer freien Oberflacbe gilt die weitere Bedingung, dass p 
verscbwindet. An einer Oberflacbe, entlang deren die Fliissigkeit mit 
einem zweiten Korper in Berubrung ist, muss die Normalkomponente 
der Zugkraft fiir eine Ebene, die der Tangentialebene parallel ist und 
im kleinen Abstande von derselben im Innern des zweiten Korpers 
liegt, bei verscbwindendem Abstande in die Grenze — p iibergeben*’^). 
Ist indess der zweite Korper eine Fliissigkeit, und die Oberflachen- 


50) Beide Formen werden von Lagrange, Mec. an. 2 gebraucht. Die Glei- 
chungen (1) wurden von Euler im Jabre 1756 und die Gleicbungen (2) aucb 
von Euler im Jabre 1770 (Pussn. 36) gegeben. Die Gleicbungen (2) werden ge- 
wBbnlicb in der Form gescbrieben, die sicb durcb Ersetzung von P, B durcb 
die Anfangslcoordinaten Xq , y ^^ , ergiebt. 

61) Wegen einer Diskussion dieses Theorems, besonders im Hinblick auf 
freie Oberflacben, siebe Sir W. Thomson, Cambr. and Dubl. Matb. J. 3 (1848), 
in 89 = Matb. and Pbys. Papers 1, Cambr, 1882, p. 83. Poisson, Traite de Meca- 
nique 2, p. 681, batte bereits auf die Scbwierigkeiten des Theorems aufmerk- 
sam gemacbt. 

52) Dies ist die Bedingung fur die „Stetigkeit der Spannung“. 
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spannung zwisclien den beiden Fliissigkeiten so ist der Brack 

an der Oberfiacbe unstetig, indem er sick urn einen Betrag 
T{JBr'^ andert, unter R nnd B' die Hauptkriimnmngsradien 

der Oberfiacbe verstanden. 

9. Fliissigkeit, die wie ein starrer Korper rotiert. Weiin die 
iiusseren Ki-afte konseryativ sind und die Fliissigkeit mit der gleich- 
formigen Winkelgescbwindigkeit co um die Axe 0 rotiert, so haben 
die Bewegungsgleicbungen ein IntegraP^) 

^~S ? ^ -}- 2 /^) == const. 

Fiir eine inkompressible Fliissigkeit, die unter Einwirkung der Schwere 
urn eine vertikale Axe rotiert, sind die Oberfiachen gleicben Druckes 
Rotationsparaboloide uni die Axe; ibre Halbparameter baben. die 
Lange gca-^ und der Brack in einem Punkte ist das Produkt von 
gQ in die Tiefe unter der freien Oberfiacbe Fiir eine der eigenen 
Scbwere unterworfene inkompressible Fliissigkeit, deren freie Ober- 

flacbe die Form eines Ellipsoids, ^ -f- I 2 + I? == 1, besitzt, hat das 
Potential V in einem innern Punkte die Form-''*®) 

V = const. — ^ (Ax^ + By^ + C 0 J ) ; 

die Gestalt des Ellipsoids und die entsprecbende Winkelgescbwindig- 
keit sind dabei mit den A, B, G durcb die Gleicbungen 

(n = 

verkniipft. Somit ist jedes Ellipsoid, welches der Gleicbung 
(2) (A — B) -f Gg^ (a^ — = Q 

gentigt, eine moglicbe Gleicbgewicbtsfigur einer rotierenden, der 
eigenen^ Scbwere unterworfenen Fliissigkeit; man nennt diese Ellip- 
soide die „J(2co&i’scben Ellipsoide^ Bie Axe c muss dabei die kleinste 


53) Sieke den Artikel liber Kapillaritiit in Bd. V. 

64) Euler (Fussn. 44). 

55) D. Bernoulli, Hydrodynamica, p. 246. Die Konkavitat der freien Ober- 
flache wird erwaknt von Neioton, Principia, Scholium zu Definitio 8 

56) II A 7 b, Nr. 15. 

57) Dies Eesultat verdankt man Jacobi, Ann. Phys. Chem. 3.3 (1834) = 
&es. Werke 2, Berlin 1882 , p. 19 ; siehe auch J. Liouville, J. ec. pol. 14 (1834) 
und Thomson and fait, Nat. Phil. 2, p. 330. Die Bewegung wurde im Detail 
diskiitiert von C. 0. Meyer, J. f. Math. 24 (1842), J, Lioimlle, J. de math. 16 
(1851) und G. II, Banoin, Bond. Roy. Soc. Proc. 41 (1886). 
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Axe seiii. Wenn a — h ist, so wird das Ellipsoid ein SpEaroid 
nnd die Winkelgescliwindigkeit ist mit der Grestalt durcli die Grlei- 
ckiing 

(3) ca^f^ = 2 jz; p { (3 -|- /“^) arc tang f — Sf} 

Terbunden, wo — 1 mid G die. Grravitationskonstante ist. 

Jedes abgeplattete Spliaroid ist eine mogliclie Grleicbgewiebtsfigur der 
rotierenden Fliissigkeit ; wenn es nahezu kugelforniig ist, wird 
Ibaco^ = lQjtGQ(a — c). 

Jedem Werte yon (o^(27t Gq)~^'^, der den Wert 0,2247 nicbt iiber- 
scbreitet, entsprecben zwei Werte von f-^ fiir grossere Werte dieser 
Grrosse hat die Gleichmig (3) keine reellen Wurzeln. Die durcli 
die Gleichung (3) bestimmte Gleichgewichtsfigur wird als das „Mac- 
laurin'scho Spharoid“ bezeichnet. 

10, Die Druckgleicliung. Ausfluss von Fliissigkeiten®®). Die 
Bewegungsgleichungen haben des weiteren ein angebbares Integral, 
wenn die ausseren Krafte konservativ sind und die Bewegung wirbel- 
frei ist. Der Druck ist dann namlich durch die Gleichung 

( 1 ) = 

gegeben, wo F(t) eine willkurliche Funktion der Zeit und q die 
resultierende Geschwindigkeit bezeichnet. Fiir eine inkompressible 
Fliissigkeit, die sich miter dem Einfluss der Schwere stationar bewegt, 
wird die Gleichung 

ii — + const., 

wobei die 0 -Axe yertikal iiach unten angenomiiien ist; dieses Resultat 
enthalt das TorricelW sake Theorem. Bei stationarer Bewegung miter 
Einwirkung konservativ er Krafte gilt allgemein die Gleichung • 

V — j" ^ — Y = const. 

entlang jeder Stromlinie, wobei die Konstante rechts fiir verschiedene 
Stroinlinien verschieden ist, wenn Wirbelhewegung vorliegt. 


58) Dieses Resultat verdankt man Madaurin- siehe Thomson and Tait, 
Nat. Phil. 2, p. 326. Die Bewegung wuvde im Detail von Laplace, Mecanique 
cdleste 2, Paris 1799, diskutiert. Wegen der Anwendung der Theorie auf die 
Gestalt der Erde siehe Bd. VI. Weitere Eesultate hetretfend Flussigkeitsellip- 
soide werden in IV 16^ Nr. 4 gegeben. 

59) Lanib, Hydrodynamics, p. 21 — 29. Wegen des Ausflusses aus Offnungen 
siehe auch IV 17. 
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Bei den Experimenten ilber den Ausfluss von inkompressiblen 
Eliissigkeiten wild die mittlere Grescbwindigkeit^ genommen liber einen 
durcb den ausstromenden Strabl bindnrchgefiibrten Scknitt, gemessen. 
Das TorricelWsohe Theorem wird dann nahezu bestatigt, sofern der ge- 
wa te Sehnitt der Sehnitt des kleinsten Elacheninhaltes ist^ den man 
als die vena contracta bezeichnet. Es wurde von J. C. Borda ««) ge- 
zeigt dass wenn hierbei der Drnck fiir alle Punkte der Ofihung glefch 
dem G-leichgewichtsdruck angenommen wird, der Flacheninlialt der 
vena contracta gleich dem halben Flacheninhalt der Offnung sein muss- 
aber da der Dmck fiber die Offiiung bin jedenfalls ein wenig kleiner 
als_ der Gleichgewichtsdruck ist, so ist das Verhaltnis ein wenic 
po^ei as Das in Rede stehende Verhaltniss h lieisst ,,Kon- 
raktionskmeffizient^*'; die Erfahrung zeigt, dass I von der Form der 
nsatzrohre abhangt. Bei einer Druckhohe Ji ilber dem Schwerpunlite 
_er Mnndung ist die Ansflussgeschwindigkeit der Koeffi- 

lent a heisst ,Ansflusskoeffizient«. Fiir eine einfache Offnuno- in 

erne aohre m die Hussigkeit hineinragt, iat k fast genau 

Bi'no (1) aucK auf ein Gas auwenden, das aus 

n.m Ge&ss ), m weloliem der Druck^ und die Dickte kerrsolit 

in m"“’ “ 

Masse, welche in der Zeitemlieit iiber die Flaciieneinheit 

der vena contrada hinuberfliesst, i leonenoinneit 

-J' y “f" 1 J 

mi. Sirs*™';" “ ”■ ». 
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y 
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Pa (y + 

ft 0. Sanlon ^®'‘**'** ™'''e wiedei eatdeckt von 

(1869). Wegen der thooreidschen Bermilrter ^1 ^ f “ 
siebe IV 16, Nr. If. esummung dei Kontraktionakoeffizieuten 

sowie BuMmunn, HydromecSnik^^' ^PPhed Mechanics, 4 . ed., London 1895 , 
mengestellt Sind ' erhaltenen Resultate abgekiirzt zusam- 
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der Dichte des Grases an dieser Stelle entspriclit. Der Sclmitt durck 
den Strahl an dieser Stelle wird der engste Sclmitt und die Aus- 
flussgescliwindigkeit ist 



11 , Erhaltung der Energie. Sei S irgend eine fest gekaltene 
geschlossene Oberflaclie in einem mit Fliissigkeit erfiillten Raume; 
die Bnergieanderung der in S befindlicken Fliissigkeitsmenge wird 
durcb die Gleicbmig®^) 


1 


ijjj ^ dxdyds — JJ'y “1“ "1" 

+ JJ + nw)d8 + fJ'J* q{Xu Yv Zw) dxdyd^ 

® dx dy d 0 


bestimmt; wo I, m, n die Richtungscosinus der innern Normale von 
S sind, Der letzte Ausdruck^ multipliziert mit dt, reprasentiert die 
infolge der Ausdebnung der Fliissigkeit eintretende Arbeitsleistung des 
innern Druckes wabrend des Zeitteilcbens dt. Wenn p eine ein- 
wertige Fmiktion von q ist, giebt dieser Ausdruck den Betrag, um 
welchen sicb die potentielle Energie der Kompression wabrend des- 
selben Zeitteilcbens vermindert. Sind die ausseren ICrafte konservativ, 
so findet keinerlei Dissipation der Energie statt, 

Der Satz, dass eine wirbelfreie Bewegung wirbelfrei bleibt, das 
Theorem, dass die Wirbel stets von denselben Teilcben gebildet werden, 
die Fortpflanzung der Wellen von ungeanderter Gestalt obne Hoben- 
abnabme, und das Ergebniss, dass der Widerstand einer idealen Fliis- 
sigkeit gegen einen durcb sie bin bewegten Korper einer blossen 
Abanderung der Tragbeit des Korpers gleicbkommt, alle diese funda- 
mentalen Thatsacben sind eng mit dem Nichteintreten einer Dissi- 
pation der Energie bei der Bewegung der idealen Fliissigkeit ver- 
bunden*^^). 


13 . Der Begriff der Fliissigkeitsreibung. Die Idee, dass die 
Flussigkeitsbewegungen an andern Korpern vorbei, mit denen die 
Fliissigkeiten in Beriibrung sind, durcb Wirkungeii von der Natur der 
Reibung gebemmt werden, entstand aus folgenden Beobachtungen: 
1) dass die Gescbwindigkeit eines Strables, der ein Gefass verlasst. 


6S) Lamb, Hydrodynamics, p. 11. 

64) Vgl. hieruber das Nabere in IV 16, 
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etwas kleiner ausfallt, als sie durck das TorriceTli’s,ckQ Theorem ge- 
geben wird; 2) dass die Geschwindigkeit von Wasser, welches in einer 
geneigten Eohre oder in einem Kanal herabfliesst, in versehiedenen 
Querschnitten nahezn dieselbe ist. Im ersten Palle wiirde der Ver- 
lust an aeschwindigkeit dein Widerstande der Lnft^s) zugeschrieben; 
in dem zweiten Palle nahm man an, dass der beschleunigenden Wirkimg 
der Schwere dnrch die Eeibung an der Oberflache der Rohre oder dem 
Bette des Eanals das Grleichgewicht gehalten wiirde ®6). Ne^vton be- 
nutzte in seiner Theorie der Zirkulation der inkompressiblen Pltissig- 
keiten den Begriff eines innern Widerstandes zwischen Pliissigkeits- 
^hichten, die an einander vorbei gleiten, und nahm an, dass dieser 
Widerstand mit der relativen Greschwindigkeit proportional ist®’^). Die 
ersten Versuche, beide Arten der Reibung sowohl in die Differen- 
tialgleichnngen der Bewegung, welche in den Punkten des Fliissig- 
reitsinnern statthaben, als aiich in die speziellen Bedingungen, welche 
an den Grrenzen gelten, einzufiihren, wurden von Navier und Foisson 
.pmacht Ihre Gleichnngen waren auf Betrachtungen iiber intermole- 
kulare Wirkimgen von demselben Gharakter gegriindet, wie sie sie zum 

n Theorien fiir das Gleichgewicht elastischer Korper benutzt 

hatten ). Es wnrde von J 5 . 

Grleiohiingen, jedenfalls fur inkompressible PMssigkeiten, ohne Betrach- 
tung der intermolekularen Wirkungen dadurch erhalten werden konnen, 
dass man in einer praziseren Porm die von Newion eingefuhrte Hypo- 
ese wmder aufhimmt. Nach dieser Ansicht wird die relative Ge- 
schwindigkeit des Gleitens fiir die beiden Richtungen y und 0 durch 


f Mechanik, p. 378. Der im Text erwahnte Verlust an Ge- 

Ferschiedenheit zwischen dem Ausflusskoeffizienten 
und dem Eontraktionskoeffizienten mit sich (s. Nr. 10). 

178r T experimental d’Hydrodynamique, Pari.s 

de l^uil^rp" Pt T ' d’Alemlert, Traite 

de l^quilibie et du mouvement des flnides, Paris 1770 angedeutet und weniger 

scharf m semem Essai . . . de la resistance des flnides, Paris 1752. Das Te- 

Soii in MZmam, Hy drome chanik, ansfrihrlich zusammengestellt 

wetr; s^hr^ Schwierigkeiten aufmerksam, 

welche sich bei dem Versuche einer rationellen Theorie des Stromens von Wasser 
in einem geneigten Kanal einstellen. 

ripf iiHypothesis. Kesistentiam, quae oritur ex 

ritnf^ ^ ^ I'lci a is partium fluidi, caeteris paribus, proportionalem esse velo- 
citati, qua partes fluidi separantur ab invicem.“' 

68) Paris, Mem. de FAcad. 6 (1827), 

69) J. ec. pol. 13 (1831). 

70) IV 21. 
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die Grosse 2f ausgedrlickt^^), und die Hypotliese ist dann die, dass 
die Spannung in einem Punkte einer Flussigkeit aus zwei ziisainmeu- 
gesetzen Spannungen bestekt: 1) aus dem gleickformigen Drucke p und 
2) aus einer binzutretenden Spannung folgender Art. Die Summe 
der Normalspannungen auf je drei zu einander recbtwinkelig stebende 
Ebenen yerscbwindet; die Tangentialkomponente der Spannung, auf 
irgend eine Ebene, die als ^ = const, genommen werden mag, in 
irgend einer Riobtung — es sei die ^/-Ricbtung — ist gleicb dem 
Produkte der entsprecbenden relativen Gescbwindigkeit des Gleitens, 
also 2f, in einen Koeffizienten jr. Aus dieser Hypotbese folgt, dass 
die seeks Spannimgskomponenten durcb folgende Pormeln 



Pxx = 

-p- 

2 

- y -j- 2/Lia, 

Pyz =Pzy = 

2fif, 

(1) 

Pyy ~ 

-p- 

- y ft© -|- 2flb , 

Psx Pxs 

2ftg , 


Pz. = 

-p- 

-yfl© -]- 2ftC, 

11 

: 2ftb 


gegeben sind. Der Koeffizient g. wird der Beibimgslweffiisient genannt. 
Die Grosse Pa,..* + + Pas ist invariant gegeniiber ortbogonaler Ko- 

ordinatentransformation'^®), ibr Wert ist —2>p. Stolies'^^) zeigte, dass 
man auf dieselben Resultate aucb bei der Aiinabme kommt, dass in 
dem zusatzlicben Spannungssystem die seeks Spannungskomponenten 
lineare Funktionen der Grossen a, b, c, f, g, b seien. Er bemerkte in 
dieser Hinsiebt zunaebst, dass, da Fliissigkeitsbewegungen, bei denen 
sick die Flussigkeit wie ein starrer Korper bewegt, keine innere 
Reibung bervorrufen konnen, die fraglicbe Spannung von den iibrigen 

71) Der Beweis ruht darauf, dass 1) nacb der Newton' Bcken Hypothese die 
Abbangigkeit der Geschwindigkeitskomponente v von der Koordinate s eine 
anf die Ebene 3 = const, wirkende tangentiale Spannung parallel der Axe y von 

dexn Betrage bervorruft, d. h. dass ein Glied y entbalt, dass 

2) nacb einem allgemeinen Theorem iiber die Spannung dieses eine gleicbe auf 
die Ebene ^ = const, wirkende tangentiale Spannung parallel der ^;-Axe. in sicb 
schliesst. Nacb Symmetric muss dann die Spannungskomponente das Glied 

u, ~ entbalten. 

dy 

72) Basset, Hydrodynamics 2, p. 238. Vgl. IV 14, Nr. 14. 

73) StoJees, Friction. Siebe aucb Stokes, Report. Die Sacben sind etwas 
anders von W. Voigt, Kompendium d. tbeoret. Pbysik 1, Leipzig 1896, geordnet, 
indem er zwei Reibungskoeffizienten benutzt; es kommt dies auf eine andere 
Definition des Druckes p binaus. Wegen der Diskussionen, zu denen die von 
B. Saint-Venant und Stokes vorgescblagenen Bewegungsgieiebungen Anlass gaben, 
siebe Hicks, Report (1881). 
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Komponenten der Relativbewegimg allein und nicht von der Dreh- 
geschwindigkeit abliangen kaun. Er brachte sodann Molekularbetracb- 
timgen beran, nm die Linearitat dieser Beziehimgen zwiscbeii den 
znsatzlicken Spannnngskomponenten und den Komponenten der De- 
formationsgescbwindigkeit zu stiitzen. Der ilberzeugendste Beweis zu 
Grunsten der angenommenen linearen Beziebung liegt obne Zweifel in 
der engen tlbereinstinimnng zwiscben Resultaten, die ans ibr und 
exakten Beobacbtungen abgeleitet sind^^). 


13. Bewegungsgleiohungen ftir zabe Fliissigkeiten. Man be- 
zeicline die Flilssigkeit auf einer Seite (der ersten Seite) einer Ober- 
flacbe mit und die Fliissigkeit oder einen andern Korper auf der 
andern Seite (der zweiten Seite) der Oberflacbe mit dann kann 
die Wirkung von auf F^ als aus unendlicb kleinen Zugkraften auf 
die Elemente dS der Oberflacbe zusammengesetzt angeseben werden; 
die Komponenten der letzteren parallel zu den Axen sind 


( 1 ) OPxx + QPxy + + np^^dS, 

QPzx + ^Pzy + 

WO I, m, n die Eicbtungscosinus der auf dS erricbteten Normalen 
sind, die von der zweiten Seite nacb der ersten Seite gezogen wird. 
Der durcb die Bewegungsgleicbungen auszudruckende Gedanke ist 
bereits in Nr. 8 angegeben. Die Gleicbungen nehmen jetzt folgende 
Form an: 


( 2 ) 


8u , dp.^ 


dx 


I ^Pxy I ^Pxz . 
I T" 


dij 




setzen wir bier die Werte der . . von Nr. 12 ein, so erbalten wir 

^ ^ ■y' 1 op I 1 d €f I A 

“ 7 + T " ^ > 

8t 


( 3 ) 


y 1 ^P I ^ u Ky , . 




==z 


1 dp , 1 a@ , . 


74) Besondeis bei den Expei'imenten von J. L. A[. Poiseuille, Paris, Mem. 

div. sav. 19 (1846), iiber das StrSmen von Fliissigkeiten durch Kapillarrobren, 
und bei den Experimenten, die von Stolces, Pendulums, diskutiert werden. Die 
letzteien kbnnen als entscbeidender Beweis fur die Ricbtigkeit der Bewegungs- 
gleichungen bei kleinen Geschwindigkeiten angeseben werden. Die ersteren 
ermSglicben es, einen viel grosseren Bereicb von Anderungen der Geschwindig- 
keit in Betracbt zu ziehen, siehe 0. Reynolds.^ Bond. Pbil. Trans. 177 (1886) 
p. 165. ’ 

75) jg. de Saint -Vemnt (Pussn. 4S); StoJces, Friction. 


13. Bewegungsgleichungen lur zahe Pliissigkeiten. 
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wo V fill* — ffesdirieben ist. Die Grosse v lieisst der JdnematiscJie 
Q . . 

Beihmgslioeffimnt'^^). Wenn die Geschwindigkeit geniigend klein ist, 

konnen angenakerte Bewegungsgleickungen dadurck erkalten werdeB, 

dass iBaB • 5 - durck ^ ersetzt^ die so erkalteneB Gleickungen keissen 
ot Ot 

die Gleickungen der ^kngsamen^' Bewegung. 

An der Grenze der Flilssigkeit muss die durck Gleickuug (2) 
Nr. 7 ausgedriickle kiuematiscke Bedingung erflillt sein. An der 
freien Oberflacke existiert ausserdem die spezielle Bedingung, dass die 
durck (1) gegekenen Zugkrafte fiir alle Elemente der Oberflacke ver- 
sckwinden miissen. An einer Oberflacke, die zwei Fliissigkeiten trennt, 
sind die speziellen Bedingungen die, dass die drei Gesckwindigkeits- 
komponenten und die drei Komponenten der Zugkraft sick beiin 
tibersckreiten der Oberflacke stetig aneinander sckliessen. Entlang 
der Beriikrungsflache der Flussigkeit mit einem festen Korper ist die 
Gesckwindigkeit der Flussigkeitsteilcken jeweils dieselbe, wie die Ge- 
sckwindigkeit des angrenzenden Teilckens des festen Korpers”). Die 
Ricktigkeit dieser Bedingung sckeint durck das unzweifelkafte Er- 
gebnis der Experimente bestatigt zu werden. Eine andere Bedingung’®), 
weloke sick zimackst darbot, war die, dass einer endlicken Tangential- 
gesckwindigkeit moglickerweise ein proportionaler Widerstand ent- 
gegenwirke. Diese fukrte zu der Formel 

(4) I'QPxx + ^Pxy + ^'^Pxz) + ^QPyx "h ^Pyy + '^^y^ 

+ + '>^^Pzy + '^Pz^ 

= - {^(^t — u) + — v') + n\w — w')} , 

wo V, m', n die Ricktungscosinus einer beliebigen geraden Linie sind, 
die in der Tangentialebene der Oberflacke durck den in Betrackt 
kommenden Punkte gezogen ist. Die Gesckwindigkeit des festen 
Kbrpers an dieser Stelle ist u , v ^ w (/3 ist ein Reibungskoeffizient). 

76) Der Wert von ft fiir Wasser bei 0® ist 0,0178; er nimint bei steigen- 
der Temperatur ab; siehe Helmholts (Fussn. 92). Der Wert von g fiir Luft bei 
Atmospbarendruck und 0® ist 0,00017; er ist nabezu unabbangig vom Druck und 
wacbst langsam bei steigender Temperatur; siebe Maxwell (Fussn. 102). Wegender 
Beobacbtungsmetboden und experimentellen Kesultate siebe L. Graets, Reibung, 
in A. WinMmann'^ Handbucb der Pbysik, Breslau 1891. Der Umstand, dass 
bei gewobnlicben Fliissigkeiten yi. klein ist, ist fiir viele Untersucbungen wicbtig. 

77 ) Diese Bedingung wurde versucbsweise von Stokes , Friction, eingefiihrt. 
Sie wurde als Resultat des direkten Experiments von J. Boihssinesgi, Eaux cou- 
rantes, zu Grunde gelegt; in der That wird sie beispielsweise durcb die Experi- 
mente' von Foiseuille (Fussn. 74) bestatigt, siebe Lamb, Hydrodynamics, p. 521. 

78) In den Abbandlungen von Navier und Poisson (Fussn. 68, 69). 
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14:. Pissipation der Energie. Alle Bewegiingen einer zahen 
Fliissigkeit, mit alleiniger Ausnaliine der gleichformigen Ausdeliniing und 
der bei einem starren Korpex mogliciLen Bewegiingen, geben zii Dissi- 
pation der Energie Anlass '^®). Sei S irgend eine festgelialtene Ober- 
llacbe in einem mit Fliissigkeit erfullten Ranme; die Grleicbung, welcbe 
die Energieandermigen der Fliissigkeitsmenge , die in 8 sick befindet, 
beherrscht, ist 

'M fJ'J' Y f T -f* + nw)dS 

~"fj + mixy + ^QPyx H- m\y 4 " 

■i- ^f^QPz.x + ^^Pzy + 

~1~ j j'J ' p (.Xw -}- Yv 2/w) dx dy ds 

+ fffp ® -Iff 2 F dxdy cUj 


wo I, m, n dieselbe Bedeutung wie in Nr. 11 haben, und 

-|- fi(a® -j- b®— j- c® -1-- 2g® -f- 2]i®). 

Der letzte Ansdruck recbter Hand in der Dleicliung (1) multipliziert 
mit dt reprasentiert den Betrag des Energieverbrauclis wabrend des 
Zeitteilobens dt-, die Funktion F keisst die DissipafionsfimMion^^). 
Die Gleickungen (1) in Nr. 12 konnen daker auck in folgender Form 
gesckrieben werden 

P Pxx ga ’ '^Pv^ df ’ ' ' ' 

Formt man die Variation des Integrals fj"J*—Fdx dyd8 dnrck die 
Metkode der Variationsrecknung in ein Oberflacken- und ein Raum- 
integral urn, so wird der Noeffizient von dtt in dem Raumintegral 
X 3 ^ 

" dies ist derselbe Koeffizient, den dii in dem 

Raumintegral erkalt, das diircli Umformung der Variation des In- 
tegrals 


79) Stolces, PendnlHiaSi p. 58, 

80) Eingefiihrt von Lord Rayleigh (FTon. J. W. Strutt ) , Loud. Math. Soc. 
Pi'OC. 4 (1873)^ p. 357 = ScienMc Papers 1, Gambr. 1899, p. 176. tJber die Prage, 
ob die disaipierte Energie in Warme verwandelt wird, sieke 0. Reynolds, 
(Pussn. 38). 

81) JD. Bohyleto, Math. Ann, 6 (1873); A.R. Forsyth, Mess, of matk. (2) 9 
(1880). 


14. Dissipation der Energie. 


15. Folgetungen aus den Be'wegungBg'leicli' 




JTJ “ { T 1 

entstelit. Dies Resultat kann zur Transformation der Bewegungsglwi" 
cliungen in krummlinige Koordinaten benutzt werden®^). Wenn eiB«^ 
inkompressible Fliissigkeit sick stationar unter Einwirkniig von kon - 
servativen Kraften kewegt, sind die Gleicknngen der „langsamen Bt*- 
wegung“ einfack die Bedingnng dafiir, dass die erste Variation 

Integrals 0 ^/* F dxdyd 0 , geuornmeii iiber das von der l?lussigk<dt 
erfiillte Voliiinenj versckwindet, und es folgt zngleick, dass die 
wegung dnrck die Randbedingung^n eindentig bestimmt ist®®). Fenier 
nimmt bei einer „langsamen Bewegnng“ der inkompressiblen B ItiaHJg" 
keit, die sick nnter Einwirknng konservativer Krafte bewegt nnd bin 
der die Desckwindigkeiten an den Grenzen gegeben sind, die Scbnellig 
keit der Dissipation der Energie immerzu ab. Es strebt so die 
wegung auf einen bestimmten Zustand, den Znstand einer gewiBseii 
stationiiren Bewegmig, als Grenze kin; dieser Zustand ist dann stabil®^b 
In einer inkompressiblen Fliissigkeit, die in einem festen, gescblosBein»n 
Gefass sick befindet und unter Einwirknng von konservativen Kr'aft«*ii, 
stekt, ist eine stationare Bewegung, ob langsam oder niclit, mi ■ 
m6glio|i®®). 


15. Folgerungen aus den Bewegungsgleickungen. Die Wirkiing 
selbst eines geringen Grades von Zakigkeit mackt sich stark hi*- 
merkbar. Den Bewegungsgleickimgen einer zaken, mkompressiblon 
Pliissigkeit geniigen allerdings die Gesckwindigkeiten, welcbe eim*r 
wirbelfreien Bewegung einer idealen Fliissigkeit entsprechen, ahoi* 
solcke Bewegimgen sckliessen gewoknlick ein Gleiten an den Bo' 
grenzimgen ein, und dann sind sie im vorliegenden Falle niclit mcig- 
lick. Bei jeder Bewegung einer zahen, inkompressiblen F'liiasigkeiti, 
die unter Einwirknng konservativer Krafte erfolgt, geniigen die Koin- 
ponenten der Drebgesckwindigkeit drei Gleickungen der folgendeii A rt 


du , d-u, , f.du , . j 


so dass sick die Wirkelkewegung etwa nack Art der Warmeleituiig 


82) Siehe IV 14, Nr. 20 c. 

83) Helmholtz^ Heidellberg, nat.-med. Vert. (5) 1868 == Wiss. Akk. 1, p. a-i4, 

84) D. J. Korteioeg, Phil. Mag. (5) 16 (1883); das Theorem wurde anl‘ din. 
sipative Systenie im allgemeinen von Lord Baylcigh, Phil. Mag. (5) 36 (1833), 
p. 3B4 ausgedehnt. 

88) M. Margules^ Wien Ber. 84 (1881). 

86) II. Laml), Motion of fluids, p. 243. 
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durch die Milssigkeit Mn aiisbreitet Wenn zu An fang eine im 
Iiuiem der Fliissigkeit wirbelfreie Bewegung erregt worden ware, 
wiirde sick Wirkelkewegimg von den Grenzen aus nack innen fort- 
pflanzen. Bs sind Methoden fiir die Erzeugung von Wirkelkewegung 
in wirklicken Pliissigkeiten angegeben worden, welcke zn einem experi- 
mentellen Studinm soldier Bewegungen fubren®®). 

Der Widerstand, den eine zake Fliissigkeit der Bewegung eines 
festen Korpers entgegensetzt, ist nur in wenigen speziellen Fallen 
berecknet worden. Wenn sick eine Kugel langsam und stationar in 
einer unendlick ansgedehnten, inkompressiblen Fliissigkeit bewegt®®), 
wird die Bewegung der Fliissigkeit durck eine axiale Stromfunktion®®) 


^ 4 \a r j 


gegeben, wo a der Radius der Kugel ist, U ikre Gesckwindigkeit 
und r und 6 die Polarkoordinaten eines Punktes in der Fliissigkeit, 
bezogen auf den Kugelmittelpunkt als Anfangspunkt und die Be- 
wegungsrioktung der Kugel als Polaraxe. Der Widerstand ist dabei 
eine Kraft von der Grosse 67t(iaU. Wenn die Kugel kleine Penclel 
schwingimgeir’^) von der Periode 
fiihrt, so ist der Widerstand 

/ 1 _L ‘in _l_ ( 14- ^ Z7 1 

^ aVVa). dt ^ aVi \ ^ aVoJ ^ i 


~ auf einer geraden Linie aus-^ 


■m 


unter m die Masse der verdrangten Fliissigkeit verstanden. Dies 
Resultat giebt fiir den Fall einer in einer zaken Fliissigkeit sckwingen- 
den Pendelkugel sowohl die Korrektion fiir die elfektive Triigkeit, 
als auch die Dampfung der Schwingungen. Wenn eine Hoklkugel 
von dem innern Radius a, welcke eine zake inkompressible Fliissig- 
keit einsckliesst, kleine Dreksckwingungen®^) von der Periode ~ zu 


macken gezwungen ist, so rotiert die Fliissigkeit auf der konzen- 


87) Fill- die Ausbreitung der Gescbwindigkeit von einer Begrenzung aus 
sieke IV 16, Nr. (Jb. 

88) Sieke IV 16, Fussn. 117. 

89) 8tokes, Pendulums, p. 48 — 61, wo die Resultate auf die Bewegung 
einer ITugel in Luft angewandt werden; vgl. H. S. Allen., Pkil. Mag. (5) 50 
(1900). Sieke auch Land)., Hydrodynamics, p. 531. 

90) IV 14, Nr. 7 und IV 16, Nr. Ig. 

91) Stokes j Pendulums, p. 23 — 26; 0. E. Meyer, J. f. Math. 73 (1871); 
Lamb, Hydrodynamics, p. 668; 0. E. Meyer, J. f. Math. 75 (1873), tragt der 
Kompressibilitat der Luft Rechnung. 

92) Ilelmholts und G. v. Piotrowski, Wien Ber. 40 (1860) = Helniliolts, Wiss. 
Abk. 1, p. 172; Lamb, Hydrodynamics, p. 663. 



16. Laminarbewegung. 
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trischen Kugelflaclie vom Raclins r mit der Winkelgescliwindigkeit 
coi\j^(}br)l7p^Qhd), wo CO die Winkelgescliwindigkeit der HoHkugel zu 

irgend einer Zeit, und = 

Widerstand wird durcli ein Kraftepaar von der Grosse 
2 OT V 03 

gegeben, unter m die Masse der eingescHossenen Fliissigkeit ver- 
standen. Das Problem wird nnr wenig komplizierter, wenn man ein 
Gleiten an den Grenzen annimmtj das der Bedingnng (4) in Nr. 13 
nnterworfen ist. Diese Resultate sind angewandt worden, nm v und 
^ aus den Beobacbtiingen der Bewegung einer HoHkugel, welcbe 
eine inkompressible Fliissigkeit entbalt und sicb infolge der Torsion 
eines Drabtes, an dem sie aufgebangt ist®^), bin und ber drebt, zu 
berecbnen. Jedocb scbeint die Metbode keiner grossen Genauigkeit 
fabig zu sein®®). 

Entsprecbend den einfacben periodiscben Wellen von kleiner 
Amplitude, welcbe sicb entlang der borizontalen freien Oberflaobe 
einer idealen, scbweren Fliissigkeit fortpflanzen konnen, existiert eine 
angenaberte Losung®'*') der Gleicbungen fiir langsame Bewegung im 
Falle einer nur wenig zaben Fliissigkeit von unendlicber Tiefe. Die 
betreffende Bewegung ist durcb ein Gescbwindigkeitspotential der 
Form 

g) == at) 

gegeben, wo die Axe y vertikal nacb imten von der freien Oberflacbe 
aus gezogen ist. ^ ist die Wellenlange und ~ die Gescbwindig- 
keit der entsprecbenden Wellen fiir die ideale Fliissigkeit. 

16. Laminarbewegung. Die Bewegungsgleicbungen fiir eine zabe 
Fliissigkeit sind auf das Problem ’ des Fliessens einer inkompressiblen 
Fliissigkeit in geneigten Bobren oder Kan'alen von gleicbformigem 
Querscbnitt angewandt worden Wir wablen a als die Neigimg 

93) W. C. I). Whetham , Loud. Phil. Trans. (A) 181 (1890). 

94) Stohes, Pendulums, p. 60—61; Lamb, Hydrodynamics, p. 547. Wegen 
der Wellenbewegung idealer Pliissigkeiten siehe IV 16, Hr. 5; wegen weiterer 
Besultate, die Losungen der Bewegungsgleicbungen von zahen Pliissigkeiten be- 
treffend, siehe IV 16, Nr. 6. 

95) Stolces, Friction — Papers 1, p. 105; J. Boussinesq, J. de math. (2) 18 
(1868), und Eaux courantes. Mit der Losung der Hleichung (2) fiir u be- 
schaftigt sich auch L. Grats, Z. f. Math. u. Phys. 25 (1880), sowie A.^ G. GreenhiU, 
,Lond. Math. Soc. Proc. 13 (1881). Das Problem ist mathematisch identisch mit 
dem der Bewegung einer reibungslosen , inkompressiblen Fliissigkeit in einem 
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der Rolire, die x-Axe in der Yerbindiingslmie der Scliwerpmikte der 
Normalschnitte iind die Ebene (x, y) vertikal; clann giebt es eine Lo- 
simg der GleiclaungeH;, bei der, vorausgesetzt, dass 

(1) — W = 0, ^ = gqiy cos a — Ax -|- const. 

sind, u eine von x unabliangige .Fnnktion von y iind s wird, die der 
Qleiclmng 

\^) V ™ ^ sin == 0 

geiiiigt nnd an der Greuze des Quersclinittes verscliwindet. Die Kon- 
stante A. ist der Drxickgradient beim Portscbreiten entlang der ge- 
neigten Eobrc. Wenn die Pltissigkeit zvriscben zwei parallelen Ebeiien 
liiesst, wird 

(3) a == Y f7(l y^/ ('•2^ ^ If _ ^ ^—1 ^ ^ 

wo 2 c der Abstand zwischen den Ebenen mid U die mittlere Ge- 
scliwindigkeit ist. Wenn der Qiiersclinitt der Rfibre ein Kreis niit 
dem Radius a ist, wird 

(4) = 2 U ^1. — ~a) ; V- ^ -|- g sin aj , 

wo r don Abstand von der Axe bezeiobnet. Dieselben Losimgen luit 
A==0 gelten aucli ftir einen ofienen Kanal von der Form der iinteren 
Halfte der Rdlire; die treie Oberliacbe ist dabei die Ebene (.r, 0 ). 
Die Formel fiir eine kreisformige Rolire wiirde diirch die Experi- 
niente von Po'IS&imUg bestatigt, welclie gleichzeitig die genaiiesten 
Bestinimnngen von v gestatteten. Bei der bier betracbteten Art der 
Bewegmig findet keine Andernng in der Aiisbreitiing der Wirbel- 
bewegimg statt. Die Fliissigkeit ist in Scbicbten konstanter Ge- 
scbwindigkeit geordnet. Solclie Bewegungeii nennt man „Laminar“- 
Bewegimgeii, zuweilen ancb wohl „regnlare'' Bewegnngen. 


17. Tnrbulente Bewegungen. Wenn eine iiikompressible Fliis- 
sigkeit in einer Rdbre voni Qiiersclinitt SI mid Umfang % herabfliesst, 
so mdge die Reaultierende der Tangentialspanniingen, die der Be- 
wegimg entgegenwirken mid aiif die Fliissigkeit durcli deiijeiiigoii 
Teil der Oberliacbe der Robre ausgeiibt werden, der zwischen zwei 
im Abstande $x befindliclien Normalscbnitten liegt, durcli Ii%dx be- 
zeicbnet werden. Man bat dann 


(1) = f 






Sb 


rotierenden Prisma von demsolben Querschnitfc, den die Edhre besitzt (IV 16, 
Nr. le). 
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17. Turbulente Bewegungen, 

Bei der Laminarstromung ist + ist 

som.it der RolireEwiderstand proportional mit der mittleren Grescliwin- 
digkeit U der Flussigkeit in einem Qnersclinitt. Bei experimentellen 
Untersuchungen konnen U und Slx~^ (9Q sin a -j- A) gemessen wer- 
den. A ist der Druckgradient fur die Verbindungslinie der Sckwer- 
punkte der Normalsclmitte. Man hat nun gefunden, dass fiir enge 
Rohren und kleine Geschwindigkeiteii die zweite dieser Grrossen in 
der That mit U proportional ist, dass sie aher hei weiteren Rohren 
und grosseren Greschwindigkeiten genauer mit proportional ist®®). 
Dies driickt man gewohnlich so aus, dass man sagt: in dem ersteren 
Dalle ist der Widerstand mit der Greschwindigkeit selbst, im zweiten 
Falle mit dem Quadrate der Greschwindigkeit proportional. Die hier- 
mit bezeichnete „Anderung des Widerstandsgesetzes“ erklart man durch 
die Annahme, dass, wenn die Geschwindigkeit in einer Rohre von ge- 
gebenem Querschnitt einen gewissen Wert iiberschreitet, imregelmassig 
wirbelnde Bewegungen®^) entstehen, und dass die daraus folgende 
Dissipation der Energie den Bffekt hat, die mittlere Geschwindigkeit fiir 
einen Querschnitt unter den Wert herabzudriicken, den sie bei der 
Laminarbewegung mit demselben A und a haben wurde. J. Boussi- 
nesg/ ®^) h^it dies analytisch durch die Annahme auszudriicken versucht, 
dass die Geschwindigkeit in einem Punkte aus zwei Geschwindig- 
keiten zusammengesetzt ist: 1) aus einer Geschwindigkeit Uq, die un- 
abhangig von der Zeit ist, 2), aus einer Geschwindigkeit, deren Kom- 
ponenten u', v, w' in einem beliebigen Punkte derart von der Zeit 
abhangen, dass ihre mittleren Werte, tiber eine gewisse kurze Zeit x 
genommen, verschwinden. Er hat dann gezeigt, dass unter gewissen 
Bedingungen die Bewegungsgleichungen (3) der Nr. 13 durch die Uq 
erfullt werden konnen, sofern man a durch eine Funktion von u', v, w' 
ersetzt, (so dass es von der „Intensitat der Agitation^^ in jedem Punkte 


96) Dies scheint das wahre ErgeTonis der Experimente zu sein; der Wider- 
stand wird mcht direkt gemessen. Wegen der erlialtenen experimentellen Re- 
sultate konnen wir auf M. AI. Darcy ^ Reckerclaes expdrimentales relatives an 
mouvement de I’eau dans les tuyanx, Paris 1856, und auf die Abhandlung von 
JET. Bazin, Paris, Mdm. div. sav. 19 (1865) verweisen. 

97) Die unregelmassig wirbelnden Bewegungen („Bddies“), von denen im 
Text die Rede ist, sind von den ebenda matbematisch bekandelten Wirbel- 
bewegungen („Vortices“) versckieden. Die Laminarbewegungen zaher Eltissig- 
keiten sind stets Wirbelbewegungen im letzteren Sinne. Die Vermutung, dass 
die „Wirbel“ den Grund fur „die inderung des Widerstandsgesetzes" geben, 
wurde bereits von B. de Saint-Venant, Pai'is, Ann, des mines (4) 20 (1851), 
p, 229, ausgesprochen; sie wurde aufgenommen von J. Boussinesq, Eaux cou- 
rantes, und Stohes, Papers 1, p. 99 Pussn. 
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abliiingt), Er liat diese Punldion niclit explicite in u, v, w' aus- 
gedrtickt, nimmt aber an, da die u', v, w' mit dem Abstande von den 
Wiinden mid andern ahnlicben Umstanden wacPsen werden, dass der 
abgeiinderte Reibungskoeffizient mit dem „mittleren liydranlisclien 

Radius^ ferner mit dem mittleren Werte von Uq nabe der Be- 
% 

grenzung und einer gewissen Punktion. der Koordinaten des in Betrackt 
komnienden Qnersclinittspunktes proportional ist, die einen mit der 
Rankigkeit der W'ande waclisenden konstanten Koeffizienten bat. 

Dieser Gegenstand ist spaterbin von 0. Eeynolds^^) experimentell 
nntersncbt wordon^ und zwar mit Hlilfe von diinnen Paden gefarbter 
Pliissigkeit, die er innerbalb ungefarbter Pliissigkeit in Glasrobren 
binfiiessen Hess. Bei gentigend kleinen Gescbwindigkeiten war die 
Bewegung der Pliissigkeit; soweit man seben konute, geradliiiig; wenn 
aber die Gescbwindiglceit wucbs, warden nnregelmassige, wirbelnde 
Bowegungen beobsicbtet. Da nun eine Laminarbewegung mit irgend- 
webdier g(^gebenen mittleren. Gcscbwindigkeit in einer beliebigen Rohre 
an siob imrner mathematiscb nioglicb ist, so scbloss er, dass die 
Lamiuarbewegungen' in weiten Robren und bei boben Gescbwindig- 
keiten labil sein miissen. Duroh eine Anwendimg des Prinzips der 
dynarniscben .Abnlicbkeit ersobloss er sodann aus den Bewegungs- 
gleichungen (B) von Nr. 13 , dass, wenn eine Laminarbewegung bei 
der mittleren Gescbwindigkeit U in einer Rdbre vom Radius a bei 
wacbsendem U labil wird, sie allgemein stabil oder labil ist, je 

nacbdem kleiner oder grosser als eine gewisse kritiscbe Zahl 

^ iVct 

isti“). Pilr Wasser land limjnolds, dass der kritiscbe Wert von 

zwiscben 950 und 1000 liegt, und er stellte fest'**'), dass alle Ex- 
periinente von Toisemllc, und Darcy diese .Resultate bestatigen. Bei 
seiner tbeoretiscben Untersucbung hat dann Beynolds die oben ge- 
nannte Annabme von BouHsinesq modifiziert. Er setzt ntimlicb voraus, 
dass die zusatzliclien Gescliwindigkeiten u, v, 'uf in roher Annaberung 
ftlr Heine Langen und kleine Zeiten periodiscb sind, und er zeigt dann, 
dass diese Voraussetzimg in der That zu einem Werte der mittleren 
Gescbwindigkeit in einer gegebenen Rohre fiibrt, welche merklich 
ivleiner ist als diejenige, welcbe der Laminarbewegung entspricbt. 


m) Lond. Phil. Traus. 174 (1883). 

<jy) Lord liayleigh, Tlieory of Sound 2, London 1878, p. 287; vgl. Helm- 
hoUz, Bevl. Ber. 1873 Wiss. Abb. 1, p. 158. 

100) Die Ii;xi.stenz oiner kritiscben Gescbwindigkeit wurde bereits von 
a. IL L. HacmL Herb Abb. 1854, bemerkt. 


18. Labilitat der Laminarbe'wegung. 
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Die Hermit besproclieiie Bewegungsart von Wasser, das in einer 
Rolire scheinbar gleicliformig, tliatsacHicli aber in hbcbst unregel- 
massiger Weise herabfliesst , tritt, wie die Beobacbtung zeigt, eben- 
sowobl bei vielen anderen scbeinbar stationaren Flussigkeitsbewegungen 
auf^®^). Man nennt die betreffenden Bewegungen jjturbnlente Be- 
wegungen^. Die Resultate vieler experimenteller TJntersncbungen uber 
den Widerstand der Fliissigkeiten, wie z. B. CoulomVs scbwingende 
Scheibe^^^) und Froude’s Brett baben gezeigt, dass aucli in andem 
Fallen der Widerstand genaner mit dem Quadrate der Grescbwindig- 
keit^“*) proportional ist, als mit ibrer ersten Potenz; diese Resultate 
weisen ebenfalls auf die Existenz turbulenter Bewegung bin. 

18. Labilitat der Laminarbewegung. Die Frage der Stabi- 
litat oder Labilitat von Laminarbewegungen wurde von Lord Bayleigh 
in Verbindung mit Untersucbungen iiber Flussigkeitsstrablen erortert. 
In einer idealen Fliissigkeit sind Bewegungen, bei denen TJnstetig- 
keitsflacben auftreten, zwar tbeoretiscb moglicb^®^), aber stets labil, 
und es scbeint, dass die Tendenz zur Labilitat desto grosser ist, je 
kiirzer die Wellenlange der Storung ist^“®). Wenn man der Zabig- 
keit Recbnung tragt, zeigt sicb, dass Unstetigkeitsflacben iiberbaupt 
nicbt fortbesteben konnen, sondem dass sicb Wirbelbewegung in die 
Fliissigkeit binein von beiden Seiten der Oberflacbe ausbreitet, die 
solcberweise eine Art Dbergangsscbicbt berstellt In einer idealen 
Fliissigkeit kann eine solcbe IFbergangsscbicbt die Bewegung stabd 
macben. Hat man eine Laminarbewegung einer idealen Fliissigkeit 
mit der Descbwindigkeit Uq = f{y) zwiscben zwei Ebenen y — const, 
und wird dieselbe gestort, so kann man die Grescbwindigkeit nacb der 
Storung als {uq -f- u, v) annebmen. Hat nun die Bewegung nacb der 
Storung weiterbin den Charakter einer Wellenbewegung von der 

101) rJ. Boussinesg^, Eaux courantes, p. 6; 0. Reynolds, Loud. Phil. Trana. 
174 (1883), p. 941 ; N. Joukowsliy, Mosk. Verh. d.Naturfr. 4 (1891). Siehe auch IV 20. 

102) J. Goitlomh, Paris, Mem. de I’lnst. 3 (1800). Die Methode wurde von 
0. E. Meyer, J. f. Math. 59 (1861), und you Maxioell, Lond. Phil. Trans. 166 
(1856), henutzt. 

103) W. Froude, Brit. Assn. Rep. 1872. Vgl. W. C. Unwin, Artikel Hydro- 
mechanics, Part. Ill Hydraulics, Bncy. Brit. 12, Edinburgh 1881. 

104) Die Regel, dass der Widerstand dem Quadrate der Geschwindigkeit 
proportional ist, wurde von Neioton, Prinoipia Lib. 2, Sect. 7 gegeben. . Sie 
scheint in der Zeit d’Alembert's, allgemein acceptiert worden zu sein, siehe 
dessen Essai .... de la resistance des fluides (1752). 

105) Siehe IV 16, Nr. 1 f. 

106) hoxdi Mayleigh, Lond. Math. Soc. Proc. 10 (1878) = Papers 1, p. 366. 

107) Lord Bayleigh, Lond. Math. Soc. Proc. 11 (1880) = Papers Ij p. 475. 
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(reellen) Portsclireitungsgeschwindigkeit W, so ist die Laminarbewegung 
gewiss stabiP®®). Unter diesen Umstandeii geniigt v fur jede Fliissig- 

keitsscbicht, in welcker stetig ist, einer Gileiclimig von der Form 


( 1 ) ■ = 

aiidererseits geniigt v bestimmten speziellen Bediugnngeii an den Be- 

grenznngen mid an denjenigen Oberflacken, an denen sicli inistetig 


andert. Die^se Gleiclmngen und Bedingungen geniigen in gewissen 
Fallen bei Annakme einer Stoning von der Wellenlange zur Be- 

stimmimg des Wertes W. Sollte dieser W(n’t von W ein Wert 
aein, der von % an irgend einer Stelle angenommon wird, so entstelit 
eine besondere Scliwierigkeit^®), da soldi eine Stelle fur die Ditie- 
rentialgleichung (1) eine singiillire Stelle ist, und singulilr(* Stcdlen in 


einem von Fliissigkeit erfilllten Banme nicht auftreteii kdiuicn. 

Wenn man der Reilmng Reohnung trilgt nnd die durcli 
=5 u(i. — [;a) gegebene Beivegung durch Hin/Aifiigung kleiiier 

Gesdwindigkeiten u', w abiindert, die siimtlidi den eiiien Jfaktor 
enthalten, •walireiid die anderii Faktoron Jfunktionmi von 
y Bind, so ist die Gleidiung'^^®) filr i) 


(2). — 2(a^ + /i^) ‘ - \ ay^ 


(PV 




16 


d~v 


-{- (i*)v 


liU 


^ccv 




Gleidizeitig muss v aucli bestinimtci Bedingungen an don Begren- 
zungen erfulien. Da diese Gleidmiig iin Endliclieii keine singularen 
Stellen liat, wird ein sdieinbarer Anlass ziir Labilitat Inn dei- La- 
ininarbewegung uninittelbar dadurdi, entfernt^^^), dass man die Be- 


108) Lord Jiayhigh liat diese Dingo in einer von Aufsili.z(!n belum- 

dolt, Lond. Math. Hoc.' Proc. 11 (1880), 10 (1888) und 87 (1800); Phil. Mag. (6) 
84 (1892). 

109) Der bcnierkenHWorteHte Pall ist der, wo dn^Jdy sicli unBt.(*tig an einer 
Boihe von Ebcnen y — const, andert nnd st(',ts in dinuselben Hiime wachst; 
siehe Lord liaykigli (Fussn. 107). Wenn du^Jdy Hte.tig veriinderlich int, Hcheiiit 
die Mbthodo nur auf einige spe/ielle Typcn d(;r Htornng auwendbar zii seiu; 
aiedie A. IS. II. Love^ Lond. Matb. Soe. Proc. 27 (1890). 

110) Sir W. Thomson, „On a distnrbing inlinity in Lord liayleigb’H koIu- 

tion Brit. A.sBn. Eep. IBBO. 

111) Siehe Gleicdumg (8), Nr. li». 

112) Sir W. Thomson ist hierauf in einer lleilie von Aufsiltzeu iui Pliil. 
Mag. (6) 24- (1887) eiugcgangen. 


18. Labilitiit der Laminarbewegung. 
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wegungsgleiclixmgen reibeiider Flussigkeiten benutzt^ anstatt die Wir- 
kungen der Reibung durcli Ubergangsscbicbten in einer idealeii Pliis- 
sigkeit darzustellen. Zmn Beweis der Stabilitat ist es erforderlich, 
dass die Grleicbung (2) unter Beriicksicbtigmig der Grenzbedingmigeii 
zu Werten von i(3 liibrt, die entweder rein imaginar sind oder nega- 
tive reelle Teile baben^^**). Man bat gefunden, dass i0 reell und 
negativ ist, wenn V — 0 wird, sowie -wenn die Storung derart 
ist, dass w == 0 und.-?/, v nnabbangig von und 0 sind^^'*). Jedoeb 
werfen diese Resultate wenig Licbt auf die allgemeine Prage. 

Statt des Versucbes, die Stabilitat der Laminarbewegung ver- 
mdge der Metbode der kleineii Scb'wingungen zu diskutieren, bat man 
vorgescblagen, ein Energiekriterium^^*’’) zur Bestimmung dafiir zu 
sucben, ob eine geringfiigige turbulente Bewegung einer stiirkeren 
Oder scbwacheren Turbulenz zustrebt. Die Bevs^egung werde durcb 
tiberlagerung einer Gescbwindigkeit (u', v', w'), die die Periode t 
besitzt, und einer mittleren Qescbwindigkeit u, v, w dargestellt. Die 
letztere gentigt dann Dleichungen von der Porm der Dleiclrangen (2) 
in Nr. 13, vorausgesetzt, dass . . . durcb die Grrossen 




du 

dcG 




■P> 



QV'w'f . . . 


ersetzt werden. Der Druck bestebt aus einem mittleren Druck p und 
einem periodisch veranderlicben Druck j/. Die Griissen w', ?/, w , %) 
genbgen Gleichungeii von der Porm^^’) 


( 4 ) 


du I -■ I 

W + “ 'te + 


du' 

Jij 


did 


— V'Ui I ! OU , r y W I ' c 

^ ______ ^ — j_ If) _ — _j— ll{) , 

/■i « ' /i/r'. ‘ j'lm ' / 


r du 


ds 


da) 


oy 


O'U 

d0 


1 M 

(i da: 


—J— V IS, u “1“ 


d itd I y {u' v'') 


do) 


+ 


01/ 


H- 


“07““ 


d (u'^) d (u v') 
dx dy 


'd{%i' w') 


113) Dies wiirde von Lord Rayleigh^ Phil. Mag. (5) 34 (1892) gefundeu. Sir 
W. TJiotmon hatte vorher geBchlosaen, daa.s die Laminai’bewegung atets stabil sei 
(Pussn. 112). 

114) Lord Rayleigh (Fussn. 113). 

116) Dieses Eesnltat wurde bei der Priifung fur „the Math. TripoB“ Part 11, 
1896, Camb. Univ. Exam. Papers 1896, vorgelegt. 

116) 0. Reynolds (Fussn. 38) fand die weiter unten angefiihrte Gleichung (5); 
die Theorie wurde weiter verfolgt von H. A. Lorente^ Amst. Versl. 6 (1897). 
Letzterer gab die Gleiohungen (3) und (4) und zeigte, wie aus den Gleichungen 
(6) und (7) Folgerungen gezogen werden konnen, indcm er auch eine ins Einzelne 
gehende Erorterung fur eine kreisfbrmige E6hre gab. 

117) Die korrigierte Porm dieser Gleichungen verdankt der Eeferent einer 
giitigen Mitteilung von Hm. J£ A. LorenU. 
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wolDei die Giescliwmdigkeit (u', v', w') jedenfalls solenoidal sein muss. 
WeniL wir 


^ ^ 

dt dt 


— |— u 


dx 




dz 


setzen, wird der Zuwaclis der Idnetisclieu Buergie der turbulenteu 
Bewegung durch die GrleiclLung 


(5) §ifffY + *o'^)dccdyds=~ qJJJ Mdxdydn 

— fjJ Ndxdyde 


bestiiiimt, wo 



Damit eine uur wenig turbulente Bewegung in starkere Turbulenz ger'at, 
muss die Grbsse M positiv und der erste Ausdruck auf der recbteii 
Seite der Gleicbung (5) grosser als der zweite sein. Durcb diese 
Formeln fiir M und N scheint das experimentelle Resultat bestatigt, 
dass in engeii Eiiumen die Bewegung regular zu werden bestrebt ist, 
dagegen in weiteren Raumen die turbulente Bewegung die Regel ist. 


19 . Bezielinngen zur Moleknlartlieorie. Die Tlieorie einer 
Pliissigkeit als eines mecbanisclien Systems you kontinnierlich den 
Raum erfulleiideiiTeilclien, die yermittelst eines geeigneten Drucks durcli 
die sie trennenden Oberfliiclien liindurcli auf einander wirkeii; scbeint 
fur die Erklarung der Pbanomene, wie sie bei dem Gleicbgewicht und 
deuBewegungen von Fliissigkeiten unter gewohnlichen Bedingungen auf- 
treten, im ganzen ausreichend zu sein. Dock gestattet dieselbe keine An- 
wendung auf solcke Plianomene^ wie Diffusion und osmotisclien Druck. 
Bine voUstandige Tlieorie der Pltissigkeitsbewegungen wiirde not- 
wendigerweise auf einer molekularen Grundlage aufgebaut werden 
miissen, und die beiden fundamentalen Begriife der gewoknliclien Tlieorie 
— Druck und Gescbwindigkeit in einem Punkte — wiirden dann eine 
prazisere Definition erfordern. Selbst bei denjenigen Erscbeinungen, 
auf die sick die gewoknlicke Tlieorie sekr wokl aiiwenden lasst, muss 
man notweiidigerweise einen Kompromiss zwiscken dem molekularen 


19. Beziehungen zur Molekulartheorie. 83 

und dem meckanisclien Standpunkte scliliesseii, inskesondere was die Er- 
scEemungen der Kapillaritat mid Zakigkeit angeM. Die erstere wird 
in der Kontinuitatstlieorie durcli die Annalime einer kinzutretenden 
OberflaclieiLspannimg als einer Thatsaclie, die sieb ans der Erfali- 
rnng ergiebt, nnter den mecbaniscben Gresicbtspnnkt gebracbt, die 
letztere durcb die Annahnie, dass die Energie nacb einem bestimmten 
Gesetze dissipiert wird. Aber nur von Seiten der molekularen Tbeorie 
kann man eine Erklarung fiir den Urspruiig der Oberflachenspannung 
imd der niit der beobacbteten Dissipation der Energie verbmidenen 
Transformation derselben geben. Derartige Erklarungen geboren in 
Band V. 


(Abgeschlossen im April 1901.) 
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IV 16 . HYDEODYE^AMIK: 
THEOEETISOHE AUSFtiHRIHSraEISr. 

Von 

A. E. H. LOVE 

IK OXFORD. 


Ill h altsiiber siclit . 

1. Wirkeirrftle Bewegimg*. 

a) 'Pernuuieiv/ dor -wirbelfreien Bewegungen. Cyklische Bewegungen. 

b) Wirbelfroie Bewogung einer inkompressibleu Fluasigkeit. 

c) Quollon und Sonkeii. 

d) Bildor. 

e) Str(5men in zwei Dimensionen. 

f) Diskontiiraiorliclie Bewegung. 

g) Dreidimensionale Bewegung einer inkompressiblen Pltissigkeit. 

2. Bewogimg fester Korper in einer inkompressiblen Fliissigkeit. 

a) Kinematik. Bewegung einer Kugel. 

b) Kinetiscbe Energie. 

c) Hydrokinetiscbe Symmetrie. 

d) Bewegungsgleiclrangen. 

e) Oykliscke Bewegung. 

f) Bewegung Kwoier Kugeln, 

g) Pulsierende Kugeln. 

3. Wirbeibewegungen. 

a) Transformation der allgemeinen hydrodynamiscben Gleicbungen. 

b) Allgemeine Siltze uber Wirbelsyateme. 

c) Kreiewirbel. 

d) Ebene Wirbolfelder. 

e) Scliwingungen von Wirbeln. 

f) Gegenseitige Wirkung beliebiger unendlicb diinner Wirbelringe. 

g) Wirbel Ton endlicbem Querscbnitt. 

4. Ber eigenen Scliwere nnterwoiTene Mssige Ellipsolde. 

a) Allgemeine Tbeorie. 

b) Nilhere Augaben liber Madaurin'R Spbilroid und JacoU’s Ellipsoid. 


Litteratur. 


5. Wellenbewegimg inkompressiWer I’lussigkeiten. 

a) Natur der Bewegmag. 

b) Lange Wellen. 

e) Oscillatorische Wellen. 

d) Energie der 'Wellenbewegung. Gruppengescbwindigkeit. 

e) Stebende Wellen. 

f) Stebende Oscillationen in Bassins. 

g) Genauere Bestimmnng von Wellenbewegungen. 
b) Die Einzelwelle. 

i) Oscillationen einer flussigen Kngel. 

6. Zahe I'lussigkeiteii. 

a) Bewegungsgleicbungen. Stationare Bewegung. 

b) Veranderlicbe und periodiscbe Bewegungen. 


Litteratur. 

Siebe die Lebrbncber und Monograpbieen unter IV 15 und ausserdem etwa: 

0 ' 

MonograpMen. 

J. L. de Lagrange, Mdmoire sur la tbdorie du mouvement des fluides, Berl. Mem. 

(2) 12 (1781) und Oeuvres de Lagrange 4, Paris 1869. 

S. D. Poisson, Mdmoire sur la tbdorie des ondes, Paris, Mdm. de I’Aoad. 1 (1816). 
A. L. Cauchy, Mdmoire sur la thdorie des ondes, Paris, M4m. sav. dtr. 1 (1827) und 
Oeuvres completes (1) 1, Paris 1882. 

E. H. u. W. Weher, Wellenbe-wegxing auf Experimente gegriindet, Leipzig 1825. 
S. X>. Poisson, M^moire sur les mouvements simultanes d’un pendule et de Tair 
environnant, Paris, Mdm. de I’Acad. 11 (1832). 

G, G. StoJces, On tbe steady motion of incompressible fluids, Cambr. Pbil. Soc. 

Trans. 7 (1842) und Matb. and Pbys. Papers 1, p. 1. 

G. G. StoJces, On- some cases of fluid motion, Cambr. Pbil. Soc. Trans. 8 (1843) 
und Matb. and Pbys. Papers 1, p. 17. 

J. Scott Bussell, Eeport on Waves, Brit. Assn. Rep. 1844. 

G. B. Airy, Artikel „Tides and Waves", Encyclopaedia Metropolitana, London 
1845. 

G. G. StoJces, On tbe theory of Oscillatory Waves, Cambr. Pbil. Soc. Trans. 8 
’ (1847) und Matb. and I>bys. Papers 1, p. 197 ; Supplement p. 314 (1880). 

P. G. Leje%me-DiricJilet, liber einige Ealle, in welcben siob die Bewegung eines 
festen Korpers in einem inkompressiblen flussigen Medium tbeoretiscb be- 
stimmen lasst, Berl. Ber. 1852. 

A. Glelsch, liber die Integration der hydro dynamiscben Gleicbungen, J. f. Matb. 

56 (1859). . 

P. G. Lejeune-Dirichlet, Untersucbungen fiber ein Problem der Hydrodynamik 
' (aus dem Nacblass bergestellt von E. DedeJcind), zuerst Gott. Abb. 8 (1860), 
dann J. f. Math. 68 (1861). 

II. HanJcel, Zur allgemeinen Theorie der Bewegung der Plussigkeit, Gottingen, 
Preisscbrift 1861. 

B. Biemann, Bin Beitrag zu den Untersucbungen fiber die Bewegung ernes 
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flxissigen gleickartigen Ellipsoids, G-otfc. Ahh. 9 (1861) und Ges. matk. Werke, 
Leipzig, 2. Aull. 1892, p. 182. 

TV. Thomson (Lord Kelvin), On Vortex-Motion, Edinb. Roy. Soc. Trans. 25 (1868) 
(Vortex-Motion). 

H. IlelmliolU, tJber diskontinnieiiiclie Ellis sigkeitsbewegnngen, Berl. Ber. 1868, 
p. 216 — Wissenschaftl. Abb. 1, p. 146. 

Q. Kirchhoff, tJber die Bewegung eines Rotationskorpers in einer Fliissigkeit, 
J. f. Math. 71 (1869), Ges. Abb., Leipzig 1882, p. 376. 

G. Kirclihoff, Znr Tbeorie freier Plliasigkeitsstrablen, J. f. Matb. 70 (1869) nnd 
Ges. Abb. p. 416. 

W. M. Hides, On tbe motion of two spheres in a fluid, Lond. Pbil. Trans. 171 
(1880). 

G. Neumann, Hydrodynamisebe Untersnehungen, Leipzig 1883 (Hyclr. Tint). 

J. J. Thomson, A treatise on tbe motion of Vortex-Rings, London 1883 (Vortex- 
Eings). 

W. M. Hides, On the steady motion and small vibrations of a hollow vortex, 
Lond. Phil. Trans. 175 (1884). 

H. Poincare, Sur Fdqnilibre d’nne masse fluids animee d’un mouvement de rota- 
tion, Acta math. 7 (1886). 

A. G. Greenhill, Wave motion in Hydro(%namics, Amer. J. of matb. 9 (1886). 

A. K. H. Love, On recent English researches in Vortex-motion, Math. Ann. 30 
(1887). 

M. Brillouin, Questions d’Hydrodynamique, Toul. Ann. 1 (1887). 

N. Quint, De Weri’elbeweging, Diss. Amsterdam 1888. 

J. G. van den Berg, De Werfelbeweging, Diss. Haarlem 1888. 

H. Poincare, Tbdorie des tourbillons, Paris 1893. 

V. Bjerlcnes, Vorlesungen iiber hydrodynamisebe Fernkrafte nacb C. A. Bjerknes’ 
Tbeorie, Leipzig 1900. 

Soweit niolit aiiders aiigegeben wird, sollen in diesem Artikel 
die ansseren Krafte als konservativ -and die in Rede stehende Fliissig- 
keit als iiiclit-zah angenoinmen werdeii. 1st letztere kompressibel, so 
soli der Brack eine eindentige Funktion der Bichte p sein, ist sie 
inkonipressibel; so iiehinen wir sie bomogen an. 


1. Wirbelfreie Bewegung. 

la. Permanenz der wirbelfreien Bewegungen. Cyklische Be- 
wegungen. Bas Linienintegral der GeBohwmd.igkeitf(tidx-^vdy-^wd 2 ), 
entlang einer Kurve, die zwei Purikte in der Fliissigkeit verbindet, lieisst 
die „Cirkulatioii“ entlang jener .Kurvei). ^ei einer wirbelfreien Bewegung 
ist die Bifferenz der Werte^ welche das Gescliwindigkeitspotential cp 
in zwei Punkten annimmt, gleicb der Cirkulation entlang einer belie- 
bigeOj die beideii Punkte verbindeiiden Kurve. Nach dein sclien 


n*— i.rr 


‘\r/^-nF«:k-s.r_TVrAl*.'inn • 


T.am.h. T-Tvflroclvnamics. Cb. 3. 


1. Wirbelfreie Bewegung. 
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Satze^) ist die Cirlmlation in einer gescUossenen, innerlial'b der 
Fliissigkeit gezogenen Kurve gleicli dem doppelten Oberflaclienintegral 
der Normalkomponente der Drekgesdiwindigkeit, genommen tiber eine 
beliebige Flacbe, die diese Knrve ziir Berandnng bat. Sir W. Thomson'^) 
bat bewiesen, dass die Cirkulation entlang einer gescblossenen Knrve, 
welcbe stets dieselben Teilcben entbalt, eine von der Zeit nnab- 
bangige Grosse ist. Es folgt, dass, wenn die anfanglicbe Bewegnng 
wirbelfrei ist, die Bevs^egung aucb in ibrem vreiteren Yerlanf wirbelfrei 
bleibt®). Es folgt ferner, dass, wenn der von der Eliissigkeit erfiillte 
Ranni einfacb znsammenbangt, die Cirkulation entlang jeder ge- 
scblossenen Knrve verscbwindet und das Gescbwindigkeitspotential ^ 
einwertig ist. Wenn der Ranm mebrfacb znsammenbangt nnd die Zn- 
sammenhangszahl « + l‘) tat, so existieren » fundamentale nicM 
anf einen Pnnkt znsammenziebbare, gescblossene Kurven, und jede 
andere nicbt anf einen Pnnkt znsammenziebbare, gescblossene^ Knrve 
kann in eine oder mebrere dieser % Kurven, jede in einer bestimmten 
Mnltiplizitat genommen, libergefnbrt werden. In diesem Falle sind 
die Cirknlationen in diesen n Kurven Konstante %, welcbe 

cyklisobe Konstante“ beissen^); die Cirkulation in einer beliebigen 
Knrve der eben bescbriebenen Art wird dann durcb + a2>t2 + --- 
-Ua. ansgedriickt, wo a,, a,,..., a, ganze positive oder negative 
Zablen sind. Das Gescbwindigkeitspotential (p ist bier mebrwertig ), 
aber die Werte, welcbe es in einem Punkte annebmen kann, unter- 
scbeiden sicb unter einander nnr urn konstante Betrage von der Form 

“ 1 “ ' ' ’ ^n^n’ ) 

lb. Wirbelfreie Bewegnng einer inkompressiblen Fliissigkeit. 
Wenn eine rubende, inkompressible Fliissigkeit durcb einen impul- 
siven Druck Po in Bewegnng gesetzt wird, so smd die Gleicbungen 
der entstebenden Bewegnng /d d d\ 

( 1 ) = — 


TT A 2 Nr. 16 nnd IV 14, Nr. 5. 

i Lagrange’s Beweis, Berl. Mem (2) 12 (1781), Mec. an 2, .P-269-271 
war unvollBtandig. Der erste genaue Beweis wurde von Cauchy, Paris^ Mem. sav. 
dtr 1 (1827) gegeben. Einen andern Beweis mit kritischen und bistonscben 
BemLLngen gfb StoUs, Friction. Wegen des Beweises von Sir W Thomson, 
der die beiden Tbeoreme der Cirkulation benutzt, siebe Lamb, Hydiodynamics, 
p 38 39 ttreffs Erzeugung von Wirbelbewegung wenn die bier gegebene. 
Ld^gnngen nicbt erMlt sind, siebe J. Sch^ Ann. Pbys. Cbem. 6 (1895), 
L. SilherLin, Krak. Anz. (1896); V. JBJerJmes, Pbys. Zeitscbi. (1900). 


4) III A 4. 

5) Helmholtz, Wirbelbewegung. 
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diese anfangliclie Biswogung iRi also wirholfud rind hat das Ge- 
scliwindigktHtspidnniial ■“ p. Allgeniein kann man hei oiner Flilswig- 
keit, derail Diahtc ■ 1 ist, das negativ genninmena (Teschwindigkeits- 
pPtantial airier wirbtdiVeien Bewegung als dim impulsiYim Drnck auf- 
tasHaii, durali welchen die Bewegnng iiiBtantan (‘rztnigt warden kdmite^). 
Kina ayklisahe, wirbalfreie Bewegung in einam inehrlach zusammeii- 
iiiingenden liainm*. kann man siah dadnrah eiitstandau denken, dass 
man impnlaive Drucka anf die Qnerfimdien ausiiiit, dnndi weUdie man 
gegebaiienfallH dmi Itaiun einiiudi znsaiumenlulngmid ganiacht hatd). 
1st < 0 ,. die Obarilaaln^ der QiierHilidie, die denjenigen geHclilussimen 
Kiirven mitspricdit, entlaiig di'rmi die (Jirkulatien ?<,. i.st, sn ist der auf die 

Querflaelie air/.uwendtmde inipulHive Ihiiek JJ die Inti‘gration 
iiber die eine Beite tier OberfliUdie m*.sfcreefct. 

Da die GeHeliwindigkeit eirnn’ inkmnpreBsiblen FlilsHigkeit sole- 
noidaF) isi, sn ist tbiH (leHeliwindigkeifcHpotentinl rp in liem von der 
FlilsHigkeit eingeno«iniem*n Bauino tdne baranniiHehe hunktion^), 

Ist tliener iiauin einfueh '/.UMstinmenIniiigend nnd die Normalkompn- 
nenle der (leHeliwintiigiceil an der CiTenze gegebmi, so ist tp bis auf nine 
additive KmiHtante beHtimmt’^). I)it» kineiiMidm I<jnr*rgie der Flllssig- 

keifc ist • (Iv das Element der nueh dem 

Innern der Flitesigkeit gezogenen Nornnilen in eimmi Ihinkte der 
begrenztmden DberHilebe H bezeiehnet. .Die kinetiselie Knergie der 
wirbelfreien Bewegt.tng,. mit gegebener N'ormidkomponmite der Ge» 
srdiwindigkeit am dor ilrenzi*, ist kbdner nls die jetler nndern Be- 


1:5) Bnmi^ Jtydrotlyi«imi<*;K g p. liH; .Lnmb, IIyd«.t(lyaamjfH p. lli, sSi. Uais 
ReHiihirt wwde drr luirit ncn-ils vmi sui, i!, p. ‘i7ii ^ei- 

gebim, Fitr die Ilfw-t-giuif' v'ilher FlibKiglndiiai gelten die«(‘lben Olei- 

elumgre wie bir idi-ulf 

1 ) IV 14, Kr, 7 liiui IV I.'t, Nr, 7. 

H) II A 7 b, N‘r. 'i.. hi cli«» Fh'iHi'dgkidt- h{,» ini die CleKe.liwin- 

•ligkeit, iiitdri .nolrnoklsd mnl tp al«e sdeht iird.wendtg liarmtmiHcli. 

Hit* dsmn von q» befrii'digte IHtlVrrittifilgleirlmiig wnrtk* voti P. M(}lcnhmek\ Arcle 
f. Math, (i2| y tlHSii) gegtdteii. 

!»'■ iKo' liitt’gntl der gi*g«btnic» Km'nndkitiupwiieriif th*r (itweliwhnligkoil, 
ui-tiitnuuf'n lilnM- lUf Urenzts uiuhw mitilrlitdi virmrltwinthm. Wegen der ein- 
lit'iifigcn lii'dinimtheil vtm q) 'I’hMmim smti Tnif, Nail. Pliil. 1, p. dOl, oder 
Lamfi^ ItvtlrtnlyiittiuifH p. 4ft. Wt*geii dtw liieriii entlmltenon Kxisttiir/dhoortmiH 
vgl. Hiioi ft'wsi "P(dimm\ I’lnntrit* d« |Hitentiel Newienien, Faris IHOO, p. imoil*, 
Sieliit II A 7h, Nr. 17, 

le) Mir IF, Thmmn^ ihnubr. and iHtbl. Math. . I. 4 (1B40) Math, and Phys. 
Fapera 1, |,i. Ui'7, 
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wegung mit solenoidaler Verteilung der GescHwmdigkeit mid der- 
selben Normalkomponente der Gescliwindigkeit an der Grenze. Es 
folgt dalier, dass, wenn die Greuze in irgeiid einer Weise in Beweguiig 
gesetzt wird (wokei nur das von der Eliissigkeit eingenommene 
Voliimen uugeandert bleiben muss), ein bestimmter Znstand einer 
wirbelfreien Bewegung in der Eliissigkeit bervorgernfen wird 
Bleibt insbesondere die Grenze in Rube, so iiiidet keine Elilssigkeits- 
bewegimg statt; bewegt sich die Grenze wie ein starrer Korper, aber 
obne 'Rotation, so bat die Eliissigkeit keine Bewegung relativ zur 
Grenze. Die Maxima iind Minima von tp liegen an der Grenze 
ebenso das Maximum der resultierenden Gescbwindigkeit q}‘^) 

Hiingt der von der Eliissigkeit eingenommene Raum mehrfacb 
zusammen, so ist die Bewegung bestimmt, sobald die cykliscben Kon- 
stanten samt der Normalkomponente der Gescbwindigkeit an der 
Grenze gegeben simE). Die kinetiscbe Bnergie der Eliissigkeit ist 
alsdami 

- ojj 1’ If, 

r~l 

Hier bedeutet dv^ das Element der Normalen fiir die Querflacbe ca^, 
gezogen in derjenigen Ilicbtung, in welcher der impulsive Dnick 
angewendet werden muss, nm die Bewegung zu erzeugen. 
Delmt sich der von der Eliissigkeit eingenommene Raum bis iris 
XJnendliche aus, so muss man iiber das Unendlicbe besondere An- 
gaben machen. Wenn die Eliissigkeit nur innere Grenzen bat, so 
verlangt man gewohnlicb, dass entweder a) die Gescbwindigkeit im 
ITnendlicben verscbwindet, d. h. 95 = const, (fur alle unendlicb fernen 
Piinkte), Oder dass b) die Gescbwindigkeit fiir alle unendlicb fernen 
Punkte dieselbe ist, z. B. 'd<p/dx == const, und 8<p/dy == dcp/ds = 0. 

Wenn die Komponente w der Gescbwindigkeit Null ist und die 
anderen Komponenten w, d von s nicbt abbangen, so nennt man die 
Bewegung zweidimensional. Es genilgt anzunehmen, dass sie in der 
Ebene (a;, y) erfolgt, indem man sich vorstellt, dass die Eliissigkeit 
nur diese Ebene bezw. einen Teil derselben iiberdeckt. Man kann 
aber auch annebmen, dass sie in einem Raume erfolgt, der von zwei 
zur Ebene (.r, y) parallelen Ebenen begrenzt wird. Wirbelfreie Be- 


11) II A 7 b, Pussn. 89. 

12) Sir W. Thomson, Phil. Mag. (3) 37 (1860), p. 241 = Beprint of papers 
on Electrostatics and Magnetism, London 1872, p. 509. Siehe auch Kirchhoff, 
Mecbanik, p. 186; Lanib, Hydrodynamics p. 42. 
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wegungeB einer mkompressiblen Fliissigkeit in zwei Dimensionen 
liangen in derselben Weise von logaritbmiscben Potentialen ab, 
wie solche Bewegnngen in drei Dimensionen von Newton’scben Poten- 
tialen. 

Ic. Q,ueUen ■and Senken. Bezeicbnet man mit r die Ent- 
ferniing eines Pimktes (x, y, 0 ) von einem festen Punkte A, so kann man 
die Fnnktion — — M = const. — , welcbe uberall, ansser im 

Punkte Af barmoniscli ist^ als Gresobwindigkeitspotential einer Pliissig- 
keitsbewegimg anseben^ die in dem A umgebenden Ranme statt hat. 
4otM ist das Plussigkeitsvolumen^ welches dabei in der Zeiteinheit 
iiber eine Oberhachej die A umgiebt, hinhberfliesst. Die Singularitat 
in A. ist eine Quelle von der Ergieligheit M. Ist M negativ, so 
ist die Singularitat eine Senle. Eiii Quelljpaar entsteht, wenn man 
eine Quelle und eine Senke von der gleichen^ absoluten Ergiebigkeit 
M in geeigiieter Weise Kusammenrucken lasst. Es muss dabei, wenn 
h den iirsprtinglichen Abstand der Quelle und Senke bezeichnet, 
M' = lirn • Mh endlioh seiu; die Grosse M' heisst die Stdrlx des 
Quellpaars. Das Geschwindigkeitspotential; das sicli bei diesem Grenz- 
tlbergang ergiebt, ist cob d'. Plier ist O' der Winkel zwischen 

der Axe des Quellpaars und der von dem Quellpaar aus nach einem 
Punkte gezogenen Geraden von der Lange r. Bei einer zweidimen- 
sionalen Bewegung sind die Gescliwindigkeitspotentiale ftir eine Quelle 
Und ein Quellpaar bezw. Mlogr und M'r~^ cos -O’, wo r und & ebene 
Poiarkoordinaten sind. Mit den bier gewonnenen Yorstellungen lasst 
sicb das Theorem (19) in II A 7b in der Weise auffassen, dass es 
besagt: Jede wirbelfreie Bewegung einer inkompressiblen Fliissigkeit 
kann als von Quellen und Quellpaaren berriihrend angesehen werden. 
Ist der von der Fliissigkeit eingenommene Raum einfach zusammen- 
hiingend, so hat man nur Quellen iiber die Grenze zu verteilen^"^). 


13) n A 7 b, Nr. 8, Die Theorie ist systematisch u. a. von KircliJioff, Mechanik, 

Vorlesung 21 entwickelt. _ _ i 

14) Lamb, Hydrodynamics p. 63 if. Das Resixltat ist iin wesentlicnen be- 

reits in G. Green'd Essay on the application of mathematical analysis to the 
theories of Electricity and Magnetism, Nottingham 1828 enthalten (wieder- 
ahgodrnckt in J. f. Math. 39, 44, 47 (1850-1854) = Papers, London 1871, p. 30). 
Der in Rode stchende Ausdruck der Geschwindigkeitskomponenten fiir eine 
Elnssigkeit vermittelat der Attraktionskomponenten gewisser fingierter, iiber die 
Grenze hin verteilter Massen wurde von J. Boussinesq, „Eaux courantes“, sowie 
in vielen seiner spateren Schriften benutzt, urn eine angenaherte Theorie der 
vena contracta zii erhalten. Seine Methode ist in den Portschr. d. Math. 19 
('1QQI7N tviliRiArt woi'den. 
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Hangt aber cler Raum mebrfacb ziisammen, so liat mair ausserclem 
anf den Qnerflachen, die man znr Herstellung des einfacben Znsanimen- 
hanges konstrniert liat, Qnellpaare anznbringen^”). 

Id. Bilder. Befindet sicli die inkompressible Pltissigkeit ausser- 
halb einer festen, gescblossenen Oberflacbe oder anf der einen Seite 
einer bis ins Unendliclie sicb erstreckenden Oberflacbe, und rtibrt ibre 
Bewegung von isolierten Singularitaten ber, so fiibrt das Problem: 
die Bedingnngen zn erfnllen, dass keine normale Giescbwindigkeit an 
der Grrenze esistiert, zur Einfiibrung von Bildern der Singularitaten^®). 
Das Bild einer Quelle oder eines andern singularen Punktes in Bezug 
auf die Oberflacbe ist einfacb ein Aggregat solcber singularer Punkte 
auf der andern Seite der Oberflacbe, die mit dem gegebenen singu- 
laren Punkte zusammen ein Potential cp ergeben, welches entlang der 

Oberflacbe die Bedingung = 0 befriedigt. Ausserdem muss dieses 

Potential selbstverstandlicb in dem ganzen, von der Pliissigkeit ein- 
genommenen Raum mit Ausnabme der singularen Stelle barmoniscb 
sein. Ist insbesondere tp das G-escbwindigkeitspotential fur eine Quelle A, 
von der Ergiebigkeit 1, auf der einen Seite der Oberflacbe, so setze 
man 9 = (p' — f-^, unter r den Abstand eines Punktes von A ver- 
standen. Hier ist q)' in dem von der Pliissigkeit erfullten Raume 

O ! 1 

barmoniscb, wabrend an der Oberflacbe gilt. Diese Punk- 

tion (p ist das von dem Bilde herriibrende Grescbwindigkeitspotential. 
Befindet sicb die Pliissigkeit auf der einen Seite einer unendlicb aus- 
gedebnten Ebene, so ist das Bild einer Quelle eine ibr gleicbe Quelle 
im Spiegelbilde. Piir eine Quelle (a, h, c) in einem zwiscben zwei 
Ebenen x — Ic und x — — Zc gelegenen Raume bestebt das Bild 
aus unendlicb vielen Quellen, die man in alien Punkten (x, y, d) 
Vf a, h, c) sicb angebracbt denken muss. Befindet 
sicb die Pliissigkeit ausserbalb einer Kugel vom Radius a, so be- 
stebt das Bild einer Quelle von der Ergiebigkeit M, im Abstande c 
vom Centrum, aus einer Quelle von der Ergiebigkeit Ma/c in dem 
binsichtlicb der Kugel inversen Punkte und einer Linie von Senken, 
die sicb von diesem Punkte aus nacb dem Centrum binziebt und mit 


15) Lamb, Hydrodynamics, p. 68. 

16) StoTces, Cambr. PMl. Soc. Trans. 8 (1843) =- Matb. and Phys. Papers 1, 
p. 28 zeigte die Moglicbkeit, die Metbode der Bilder in der Hydrodynamik an- 
■wenden zu konnen. Eine entsprecbende Tbeorie fiir die' Blektrostatik ent- 
-wickelte Sir W. Thomson in J. de matb. 10 (1845), p. 364 = Reprint of Papers 
on Electrostatics and Magnetism, p. 144. 
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der linearen Diclite M/a aiisgestattet Ersetzt man die Quelle 

durcli ein Quellpaar von der Starke M', dessen Axe durch das Cen- 
trum der Kugel hindurcligelrt, so ist das Bild ein im inversen Punkte 
gelegenes Quellpaar von der Starke M' j mit derselben Axe imd 
entgegengesetztem Sinn^®). Bei zweidimensionaler Bewegung besteht 
das Bild einer Quelle^ die sick ausserkalb eiiies Kreises befindet, aus 
einer gleiolien Quelle in dem inversen Punkte zusammen mit einer 
numeriseh gleiclien Senke im Mittelpunkte^**). 

Es existieren analoge Tlieoreme fiir Singularitaten innerbalb einer 
beliebigen geschlossenen Oberfliicbe. Dabei muss fur letztere selbst- 
verstiindlicb die Bedingung erMlt sein, dass die Summe der Br- 
giobigkeiten aller Quellen innerbalb der Oberflacbe verscbwindet. 


le. Stromen in zwei Dimonsionen. 

wegung einer inkompressiblen Fllissigkeit 
fimktion fiir welcbe 


( 1 ) 



V 


Bei zweidimensionaler Be- 
existiert stets eine Strom- 

dip 

duo 


ist. Die Differenz der Werte von ip in zwei Punkten ist das Maass 
fiir das Fllissigkeitsquantum, das liber eine beliebige Kurve, welcbe die 
beiden Punkte vcrbindetj bimiberstromt^^). Sind Quellen vorbanden, 
80 ist Ip mebrwertig; sein Wert wilobst bei jedem vollen im positiven 
Sinn erfolgenden Ilmlauf urn die Quelle von der Ergiebigkeit M urn 
den Betrag 

Ist die Bewegung wirbelfrei, so ist (p i-ip eine Fimktion von 
X -j. Wir bezel cbnen die komplexen Variabeln q) iip und 

^ ly weiterhin mit w und Jede funktionelle Abbangigkeit 
zwiscben w und 0 entspricbt einer zweidimensionalen Pliissigkeits- 
be wegung. Die Bezieliungen w = m log 0 und to == —■ log 0 

liefern eine. Quelle bezw. einen isolierten Wirbel im Anfangspunkte. 
(die Ergiebigkeit bezw. Stlirke ist m). Die Bewegung, welcbe von 


17) W. M. Hicks, Lond. PMl. Trans. 171 (1880). Die Bewegung, wel die 
von einer Quelle und Senke im Innorn eines Kugolsektors zwiscben zwei Axial- 
ebenen herrilbit, bebandelte 0. 0. Galliphronas, Mess, of matb. (2) 18 (1889). 

18) Stokes, Brit. Assn. Rep. 1847 == Matb. and Pbys. Papers 1, p. 230. 

19) Dies liesultat verdankt man G. Kirclihoff, Ann. Pbys. Cbem, 64 (1845) 
Ges. Abb., Leii)zig 1882, p. 1. 

20) Lagrange, JBorl. Mdra. (2) 12 (1781) ; Stokes, Cambr. Pbil. Trans. 7 (1842) 
isn Papers 1, p. 1. Vgl. IV 14, Hr. 7. 

21) W. L M. llankine, Lond, Pbil. Trans. 154 (1864). 

22) Wegen der Definition eines isolierten Wirhels ixnd seiner Starke siebe 
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einer AnzaLl Quellen lierriilirt, wird durck w = ^ log {p — 
gegeben; wenn 

I 1 = I mg I == • . . 

ist, sind die Stromlinien Kurven Grrades^®). 

Die Flussigkeitsbewegung, welcke von gegebenen Singularitaten 
ill einem gegebenen Grebiet kerriilirt, kann aus der gleichen Be- 
wegung in einem andern Grebiet durck konforme Abbildung abgeleitet 
werden^^). Man nekme an^ Z = f(z) bilde ein Gebiet der ^f-Ebene 
konform auf ein Gebiet der ^-Ebene ab, und w sei als Eunktion von 
Z fur eine Bewegung, die von irgend welcken Singularitaten in dem 
zweiten Gebiet kerrukrt, bekannt. Driickt man alsdann durck Elimi- 
nation von Z w als Punktion von 0 aus, so ist der reelle Teil von 
w das Gesckwindigkeitspotential derjenigen Bewegung in dem ent- 
spreckenden Gebiet der ^-Ebene, die von den entspreckenden Singu- 
laritaten kerriikrt. Die Ergiebigkeit bezw. Starke der entspreckenden 
Quellen und Wirbel ist in den beiden Ebenen die gleicke^^). 

Ist im besondern das Gebiet der Z — (X iY)-Wo&a 6 die 
Plalbebene, in der Y positiv ist, und entkalt das als einfack zu- 
sammenkangend angenommene Gebiet der 0-Ebene den Punkt s—00, 
so mogen wir mit Z^ und Z^ die Punkte in der Halbebene Z be- 
zeicknen, welcke den Punkten 0^ und 00 des vorgegebenen Gebietes 
entspreckenj zugleick schreiben wir Z^ und Z^ fur die konjugiert 
imaginaren Werte von Z^ und Z^ . Die Bewegung, die von einer in 
^0 gelegenen Quelle kerriikrt, ist dann durck die Gleickung 


( 2 ) 


w = m log 


(z-zjiz-z:,) 


bestimmt. Haben wir einen Wirbel in ^0, so wird die Gleickung 


( 3 ) 


im 


log 


Z— Z, 

z-z:' 


Der Wirbel im Punkte (x^, bewegt sick mit den Gesckwindigkeits- 
komponenten 

d 


( 4 ) 


m / 
\( 


dVo' 


dx, 


)log{y„ 


dz 

dZ 


Seine Bakn ist kierdurck bestimmt Als Beispiele fiikren wir an, 
dass, wenn die Grenze aus zwei parallelen Geraden y — 0 und y = e 
bestekt, die Transformation durck Z = exp {c^/%) bewerksteUigt wird; 


23) W. B. Smith, Edinb. Roy. Soc. Proc. 7 (1870). 

24) E. J. Boiiih, Bond. Math. Soc. Proc. 12 (1881). 
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fiir zwei G-erade ^ = 0 und y = x tang(?r/w) setzen wir Z= fur 
eiiie kreisformige Begreuzung z/ a = 

Erfolgt die Bewegung in dem Gebiete der ^-Ebene ausserhalb 
einer einzelnen gesclilossenen Kurve C, die sick selber nicbt durch- 
setzt^ und sinci keine Singularitaten in diesem Gebiet Torbanden, so 
kann man die Bewegung so anseben, als ob sie von Singularitaten 
innerlialb G und der in der BicMung ibrer Normalen gemessenen Yer- 
scbiebung von C bervorgerufen wiirde. Es sei r der Abstand eines 
Punktes 0 von einem festen Punkt 0 innerbalb G. Dann existiert 
eine Eunktion X, welcbe ausserbalb C barmoniscb, auf G selber kon- 
stant ist und ausserdem die Gleicbung 

lim {X — log r) == 0 

CO 

befriedigt^®). Diese Eunktion ist ans obigen Bedingungen eindeutig 
bestimmt und fiir alle Lagen von Oj innerbalb von Q dieselbe. 
Sie reprasentiert das Potential der dem Gesamtbetrage 2 jc ent- 
spreobenden „naturlicben Belegung'^ von G. Die Kurven X = const, 
sobneiden sioh in dem Gebiete ausserbalb G weder selbst nocb ein- 
ander. X^ sei der Wert von X alif G, Y die konjugierte Eunktion 
von X. Die Eunktion Y ist in dem Gebiet ausserbalb G cyklisob 
barmoniscb, ibre cykliscbe Konstaiite ist 2jc. Wir setzen Z=X-\-iY 
und Z^ — Die Beziebung zwiscben 0 und Z-^ bildet das ausser- 
balb von G gelegene Gebiet der ^-Ebene auf das ausserbalb eines 
Kreises gelegene Gebiet der ..^j^-Ebene konform ab. Der Kreis ist 
durch die Gleicbung | 1 = gegeben. Die Beziebung zwiscben 

^ und -2^ bildet dasselbe Gebiet der ^-Ebene konform auf einen Toil 
eines Kreiscylinders vom Radius 1 ab. Dieser Teil des Cylinders wird 
von, eineni Normalscbnitt begrenzt^ X — X^ ist der Abstand eines 
Punktes der Cylinderfiacbe von diesem Scbnitt. 

26) Spezielle Transformationeu. behandelt Kirclihoff^ Meclianik, Vorlsg. 21. 
A. Q. GreenUU, Quart. J. of mabla. 15 (1878), p. 10 waudte die Methode der 
Bildev auf zaklreicbe Probleme an, die sick auf gerade Linien und Kreise be- 
zieken- sieke auck E. Joelmann, Zeitsckr. f. Matk. 10 (1865); A. G. Green- 
hill Quart. J. of matk. 17 (1881), p. 284 und Loud. Matk. Soc. Proc. 17 (1886), 
p. 375- W. M. Hides, Quart. J. of matk. 16 (1878), p. 313; T. G. Lewis, Mess, 
of matii (2) 9 (1879); A. /. G. Allen, Quart. J. of matk. 17 (1881); A.E.H.Love, 
Amer. J. of matk. 11 (1888); Anch-ade, Paris C. E. 112 (1891).- Wegen elliptiscker 
Begreuzungen sieke 0. F. Coates, Quart. J. of matk. 15 (1878) und W. M. Hides, 
Quart. J. of matk. 17 (1881), p. 327. Wegen Cartesiscker Ovale A. G. Green- 

hill, Quart. J. of matk. 18 (1882). _ , • -u 

26) Vgl. z. B. A. Harmdc, Grundlagen der Tkeone des logaritkmiscken 

Potentials, Leipzig 1887, p. 80. 
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Hrfolgt die Fliissiglieitsbewegung in dem Grebiete der ^-Ebene, 
das ausserlialb von C liegt, so konnen wir 

w = (23t)“^ (m — i%) 0 w 

setzen, wo w in diesem Grebiete einwertig ist. Es ist dann m die 
Gesamtstromung qner tiber diese Kurve G und % die Cirkulation in 
einem diese Kurve umgebenden TJmlaufe. Die durcb iv' reprasentierte 
Bewegung rubrt von der Bewegung der Kurve 0 in Riclitung der 
Kormalen her; ihr Flacheninhalt bleibt dabei ungeandert. Wir setzen 
w — cp' iip' und bezeichnen init ds das Bogenelement der Kurve C. 
Die Normalkomponente der Geschwindigkeit in einem Punkte auf C 
ist eine gegebene Funktion von Y, welche die Periode hat. Diese 

Normalkomponente ist Der Wert von ijj' in einem Punkte auf 

C ist bis auf eine additive Konstante bestimmt. Man kann ihn als 
periodische Funktion von Y mit der Periode 2^ ansehen. Diese 
Funktion laute in eine Pourier’sche Reihe entwickelt: 

CO 

(5) ^ cos w r + \ sin n Y) , 

n=0 

wir haben dann^’) 

00 

(6) w' = ^ Q-n{x- jsTo) (a^ cos M r + sin n Y). 

n—Q 

1st insbesondere der Wert von auf G uy — vx, so riihrt die 
Fliissigkeitsbewegung von einer Translationsbewegung von G mit der 
Geschwindigkeit .(u, v) her. Es moge der entsprechende Wert 
von w sein. Dann reprasentiert die Gleichung 
w — (u — 'iv) 0 — 

die Stromung der Fliissigkeit langs der festgehaltenen Kurve C. 
Die Geschwindigkeit des Stromes strebt in grosser Entfernung von C 
der Grenze (u, v) zu. Ist der Wert von 'ip' auf G (x^ y'^'), 

so riihrt die Bewegung von einer mit der Winkelgeschwindigkeit r 
erfolgenden Rotation der Kurve G her. 

Piir einen Kreis, der mit der Geschwindigkeit u parallel der 
.-r-Axe sieh fortbewegt, ist w = — wo a der Radius des 

Kreises ist (der Anfangspunkt liegt im Mittelpunkte). Fiir eine 


27) Diese Theorie ist eine Verallgemeinerung der von Stolces, Cambr. Phil. 
Soc. Trans. 8 (1843), p. 105 (Papers 1, p. 17) fur konzentrische, ki-eisformige 
Grenzen gegebene. Was Gebiete angelit, welche von nichtkonzentrisehen Kreisen 
begrenzt sind, siehe Pussnoten 80 und 90. 

28) Stolces (Pussn. 27). Wegen der Bahnen der Teilchen siehe Maxioell^ 
Bond. Math. Soc. Proc. 3 (1870), p. 82 = Scientific Papers 2, Cambr. 1890, p. 208. 
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Ellipse ^ f die sicli mit den Gresdiwindigkeiten u, v 

parallel zu den Axen fortbewegt mid mit der Winkelgescliwindig- 
keit r urn das Centrum rotiert^ setzen wir 0 — cosk Z und 

liaben dann 

(7) » = - (ni + ira) | ir (a + 6)* ») 

Eine alinlicke Metkode kann ange-wandt werden, urn die Fliissigkeits- 
bewegung innerkalb einer gescklossenen Kurve, die durck Beweguiig 
dieser Kurve kervorgerufen wird, zu bestimmen®®). Rotiert die Grrenze 
mit der Winkelgesckwindigkeit r um den Anfangspunkt, so kat die 
Stromfunktion an der Grrenze der Bedingung 

(8) 7/; = — Y ^ 


zu genilgen®^). Fur eine Ellipse, welcke eine inkompressible Fliissig- 
Iceit entkalt, haben wir 

( 9 ) 


w 


1 . a 




29) Die Resultate fiir die Ellipse wurden aus dem fiir das Ellipsoid geltenden 
liamltaty on E.Belmrni, Bol. Mem. (3) 3 (1878), abgeleitet. Die Stromfunktioa fiir 
Rotation wurde von N. M. Ferrers, Quart. J. of math. 13 (1875), die vollstandige 
LOsung von E. Lamh, Quart. J. of math. 14 (1877) gegeben. Fliissigkeits- 
hewegungen in einem von konfokalen Ellipsen begrenzten Gebiet und ver- 
schiedene Probleme, die sick auf die Bewegung eines elliptischen Cylinders in 
einer inkompressiblen EMssigkeit heziehen, wurden von A. G. GreenUll, Quart. 
J. of math. 16 (1879) diskutiert. LSsungen fiir Kurven, die den Kegelschnitten 
invers sind, wurden von A. B. Basset, Quart, of J. math. 19, 20, 21 (1883 1886) 
gegeben; die Bedingungen, welche die Punktion Z beschranken, sind dabei 

allerdings nicht iiberall beachtet. _ o t, • • 

30) Die Bestimmung der geeigneten harmonischen Punktion kann Schwierig- 
keit verursachen. So sind im Palle der oben eingefiihrten elliptischen Koordi- 
naten, coshwXcos^^r und sink sin wr in _ alien _ Punkten innerkalb der 
Ellipse X — const, harmoniach, es ist dies aber nicht mit e-” cos nY der Pall. 

31) Stokes, Cambr. Phil. Soc. Trans. 8 (1846), p. 409 und Papers 1, p. 188, 
auoh p. 7 Pussn. Das Problem ist mathematisch identisch mit dem der Torsion 
eines elastischen Prismas, dessen Querschnitt dieselbe Begrenzung hat wie das 
von der Plussigkeit eingenommene Gebiet; siehe Thomson and Tait, Nat. Phi . 2, 
p. 242. Das Resultat (9) scheint zuerst fiir das Torsionsproblem von S. de Scdnt- 
Venant, Paris C. R. 24 (1847), p. 847 gegeben zu sein. LOsungen fur verschieden- 
artige Grenzen kann man in Thomson and Tait, Nat. Phil. 2, p. 244ft. 
finden; siehe auch Basset, Hydrodynamics 1, Ch. 5 und Laml, yrodynamics p. 95ff 
PiLr ein Rechteck wurde die Geschwindigkeit von A. G. GreenMl, Quart. J. oi 
math 15 ('1878), p. 144 durch elliptische Punktionen. ausgedruckt. Pur einen 
Kretektor siehe A. (?. Greenhill, Mess, of math. (2) 8 (1877), P- B9 und (2) 10 
(1880) p 83. Piir konfokale Ellipsen und Hyperbeln siehe N. M. Ferrers 

J of math. 17 (1881) und L. G. N. FUm, Loud. Phil. Trans. (A) 193 (1899). 
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Eine experimentelle Methode, mn die Stromlinien einer entlang 
einer gegebenen Grrenze stattfindenden zweidimen.sionalen Bew^gung 
siclitbar zu macben, wurde von H. S. Etele-Shaw ersonnen^^). Man 
lasst Strom e von gefarbter Fliissigkeit mit ungefarbter Fliissigkeit 
zusammen durcli einen Raum zwisoben zwei parallelen G-lasplatten, in 
welcbem sicb ein Hindernis befindet, fliessen. 1st die Grescbwiiidigkeit 
der eintretenden Pliissigkeit nicbt zn gross, so werden die Strom- 
linien bald stationar und konnen pbotograpbiert werden. StoJces^^) 
bat gezeigt, dass die mittlere Grescbwindigkeit einer zaben Pliissigkeit, 
genommen iiber den kleinen Abstand der Flatten, mit grosser Annabe- 
rung denselben Gesetzen folgt, wie die zweidimensionale Gescbwindig- 
keit einer idealen Pliissigkeit. 

Die Tbeorie der zweidimensionalen Stromungen kann auf andere 
Placben als die Ebene durcb die Metbode der konformen Abbildung 
ausgedebnt werden®^). 

If. Diskontmuierliolie Bewegung. Die durcb die bereits aus- 
einandergesetzteii Metboden gefundenen Losungen erfuUen bisweilen 
nicbt die pbysikaliscbe Bedingung, dass der Druck in einer Pliissig- 
keit niemals negativ sein darf. Bei einer gleicbformigen Bewegung 
ein.es Kreiscylinders muss, um die durcb die Gleicbung w — 
dargestellte Bewegung moglicb erscbeinen zu lassen, der Druck im 
Dnendlicben den Wert iiberscbreiten. Im andern Palle wird 

der Druck in der Nabe derjenigen Cylinderpunkte, die am weitesten 
von der Ebene y = 0 entfernt sind, negativ. Bei einer gleicbformigen 
Stromung einer inkompressiblen Pliissigkeit an einer Ellipse vorbei 
kann die Gescbwindigkeit an den Enden der grossen Axe durcb ge- 
niigende Yergrosserung der Excentricitat jeden angebbaren Wert iiber- 
steigen. Es kann somit kein Druckbetrag im Unendlicben verbindern, 
dass der Druck an den Enden der grossen Axe gegebenenfalls negativ 
wird. Dasselbe ist allemal der Pall, wenn die Grenze eine scbarfe 
Ecke bat, die in die Pliissigkeit bineinragt Die Beobacbtung 


32) Lond. Inst. Naval ArcMtects Proe. 1898 und Brit. Assn. Rep. 1898, p. 136. 

33) Brit. Assn. Rep. 1898, p. 143. 

34) Xam6, Hydrodynamics p. 114. Stromungen auf einer Kugel, die von 
der Bewegung einer Kugelkalotte berriihren, wurden von JE. Beltrami^ Ist. Lomb. 
Rend. (2) 11 (1878) bebandelt. Ebensolche Bewegungen auf Riemann’scben 
Placben und in mebrfacb zusammenbangenden, ebenen Gebieten bebandelte 
W. Burnside, Mess, of matb. (2) 20 (1891), p. 144 und Lond. Matb. Soc. Proc. 
22 (1891), p. 346, 23 (1892), p. 87; aucb If. F. Baker, Cambr. Pbil. Soc, Proc. 
9 (1898), p. 381. Wegen weiterer Litteraturnacbvfeise siebe II A 7 b, Pussn. 53; 

36) Lamb, Hydrodynamics p. 100. 
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zeigt; class bei einer wirkliclien Flussigkeitsbewegung, die an einem 
Hindernis vorbei erfolgt, allemal das Bestreben zur Bildung eines 
„toteii Raumes“ liinter dem Hindernis Yorbanden ist^®). 

Das Wesentliclie an den genannten Pbanomenen ist, dass sicb 
eine ganz dentliche Oberflaclie lierstelltj die den rascb sicli bewegen- 
den Fliissigkeitsstrom von einer ini wesentliclien rnbenden Pliissig- 
keitsmasse trenat®"^). Eine solche Trennungsflacbe tritt insbesondere 
auch bei Fliissigkeitsstrablen auf Helmholtz erkannte, dass Pro- 
bleme, deren dnrcli die gewohnliclie Metbode erlangte Ldsungen die 
pbysikaliscbe Drnckbedingung nicbt erfullen, andere Losnngen zn- 
lassen mlissen, bei denen die Grescbwindigkeit an bestimmten Ober- 
jiacben unstetig ist, und fand von dort ans die wabre Losung eines 
orsten solcben Problems^’'’'). Im Anscblnsse bieran entwickelte G. Kirch- 
eine allgemeine Metbode, um derartige zweidimensionale Pro- 
bleme in Fallen, wo die festen Grenzen von geraden Linien gebildet 
werden, zn untersucben. Durcb eine Modifikation dieser Metbode 
ist es jetzt inciglicb, jedes Problem der von Kirchhoff angegebenen 
Art auf Integrate algebraisober Eunktionen znrnckzufiibren. 

Die Fliissigkeit fliesse in einem zweidimensionalen Gebiete, das 
teil'weise von gegebenen, festen, geraden Linien, teilweise von freien 
Stromlinien begrenzt ist. Die Gestalt der freien Stromlinien ist un- 
bekannt, aber die Geschwindiglmt hat der Bruckbedingung entsprechend 
entlang denselhen eine Imnstante Grosse, Wir scbreiben 

^ aw q, ’ 

sodass q die Grosse der Gescbwindigkeit mid g der Winkel zwiscben 
der Bewegungsricbtnng und der positiven Jiicbtung der a;-Axe ist. 
Die Beziebung zwiscben s und w, welcbe die Losung des Problems 
giebt, kann als eine Beziebung zwiscben g und w angeseben werden. 
Hier wird das Gebiet auf einer Seite einer bestimmten Grenze der 
g-Ebene konform auf ein bestimmtes Gebiet der ^.y-Ebene abgebildet. 
Die Grenze in der ^f;-Eb6ne bestebt aus Teilen von geraden Linien 
ijj = const., die Grenze in der g-Bbene aus Kreisbogen um den An- 
fangspunkt, die den freien Stromlinien entsprecben, und aus geraden 
Linien durcb den Anfangspunkt, die den festen geradlinigen Grenzen 
entsprecben. Kirchhoff’s Metbode bestebt nun darin, diese Grenzen 
zu zeicbnen und die Beziebung zwiscben g und als Aufgabe der kon- 

36) Bemerlct von StoTces, Camb. Pbil. Soc. Trans. 8 (1847), p. 533 = Math, 
and Pbys. Papers 1, p. 310. 

37) IMmhoUs, Berl. Ber. 1868, p. 215 = Wiss. Abb. 1,^ p. 146. 

38) J. f Math. 70 (1869) = Ges. Abb. p. 416; Mecbanik, Yorlesung 22. 
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formen Abbildung zu beliandeln, was eine Differeiitialgleicliung zwiscben 
0 und w ergiebt. Die bereits genannte Modifikation®®) bestebt in der 
Eiiifiibruiig von log g an Stelle von Wir setzen 
= log ^ == log q-^ i(i = I -j- 

und beacbten, dass die Grenze in der ii-Bbene aus geraden Linien 
ft — const, und I = const, bestebt, sodass die Grenzen in der SI- und 
w-Ebene beide geradlinig sind. Die Gebiete in diesen Ebenen, welcbe 
dem von der Fliissigkeit eingenommenen Gebiet in der .sf-Ebene ent- 
sprecben, konnen beide auf die Halbebene einer Hulfsvariabeln t 
konform abgebildet werden. So wird eine Beziebung zwiscben SI 
und w bergestellt, welcbe sicb durcb eine Differentialgleicbung zwiscben 
^ und w ausdriickt. 

Wenn ein Fliissigkeitsstrabl aus einer Offnung in dem Boden 
eines tiefen, recbtwinkeligen Gefasses mit vertikalen Wanden aus- 
fliesst^^), so sind die Breiten d des Gefasses, h der Offnung und c 
des Strables durcb die Gleicbung 

= e{ 1 + i G - -1) aa:c tang 

an einander gebunden. Fbr den Fall, dass die vertikalen Wande als 
unendlicb weit von der Offnung abstebend angeseben werden konnen^®), 

ist der Kontraktionskoeffizient r-^ — Wenn ein Mundstiick in Ge- 

stalt einer nacb innen bineinragenden Robre vorbanden ist und der 
Boden und die Wande als unendlicb weit von der Miindung abstebend 
angeseben werden konnen, ist der Kontraktionskoeffizient Yg. Dies 
ist das obep. erwabnte von Helmholts geloste Problem®'^). Die Gestalt 
der freien Stromlinie kann dabei aus der Gleicbung 


39) M. Planch, Ann. Pliys. Ghem. (2) 21 (ISSl); N. Joulcowshy, Most. matk. 
Samml. 15 (1890); J. H. Michell, Lend. Phil. Trans. 181 (1890); A. E.E.Love, 
Camhr. Phil. Soc. Proc. 7 (1891), p. 176. Die letzteren drei geben Losungen 
zahlreicher Beispiele. P. Molenbroeh (Pussn. 8) hat einige Falle der Bildnng 
von Strahlen in einer kompressiblen Plhssigkeit behandelt. 

40) E. B. Christoffel, Ann. di mat. 1 (1867); E. A. Sclmars, J. f. Math. 70 
(1869), p. 106 = Gres. math. Abh. 2, Berlin 1890, p. 63. 

41) J. E. Micliell (Pussn. 39). 

42) Kirchhoff (Pussn. 38). Das Eesultat ist auch richtig, wenn die Schwere 
nicht vernachlassigt wird, siehe F. Kdtter, Arch. f. Math. (2) 5 (1887) und Berl. 
Phys. Verb. 6 (1887). Derselbe Autor hat (1. c.) gezeigt, wie man obere und 
untere Grrenzen fiir den Eontraktionskoeffizienten im Palle einer Kreisoffnung 
erhalt. Andere Beispiele freier Stromlinien (wobei die Plussigkeiten nicht nur 
der Schwere, sondern auch Kapillarkraften unterworfen gedacht werden), flndet 
man bei N. Jouhowshy, Petersburg, phys.-chem. Ges. 23 (1891). 
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d0 __ 1 — i l/(i® — 1) 
dt ¥ (t + 1 ) 

bestimmt werdeii; t ist reell mid 1 > ^~^ > — 1. 

Wenn ein Strom von nnendliclier Breite durcli eine gerade Linie 

von endliclier Lange' aufgelialten wird^^), so ist fiir den Einfalls- 

winkel a die Losnng durcli die Grleiclinngeii 

did 1 /, s dSl isino: 

= — COS a). — — ==== 

dt 2 ^ dt (i — cos k) -(/( i® — 1) 

gegeben. Die Einbeiten sind so gewalilt, dass die Lange der Linie 
1 -1- ji: sill a, nnd die Gresctiwindigkeit des Stromes im Unendlichen 1 
ist. Der Druckiiberscliuss auf der einen Seite gegeii den Strom ist 

“ 7 CQ sin a. Das Druckcentrum befindet sick in einem Abstande 

Z vom Mittelpunkt der eingeschalteten Linie nacli dem 

dem Strome Kugewendeten Ende liin, I bedeutet dabei die Lange der 
Linie. Die freie Stromlinie ist durcb die Dleicbung 

ff == Vg { 1 ~ ^ • cos oj ~ ^ — 1) sin «} 

gegeben, wo t reell und > 1 ist. 

Die Methode von Kirchhoff ist in Hirer urspriinglicben Form auf 
verscliiedene Probleme von M. Bethy^) und B.Bobylew^^) angewandt 
worden. Die Anwendung auf Probleme von sicb treffenden Strablen 
i'st von Lord Rayleigh und W. Voigt gemacbt worden. Die modi- 
fkierte Metbode wenden J. JS. Michell^^) und E. G. PocUington^^) auf 
die Bestimmung der Formen von Hoblwirbeln (Nr. 3 c unten) an. Sie 
ist von B. Eophinson auf Falle ausgedebnt worden, in denen Quellen 
mid Senkeii' in der Fliissigkeit existieren. Diskontinuierlicbe Be- 
wegungen in drei Dimensionen oder mit festen Grrenzen von ge- 
krunimter Form sind nur erst in wenigen- Fallen erbalten worden 


43) Lord BayleigJi, PMl. Mag. (6) 2 (1876), p. 430 = Scientific Papers 1, p. 267. 
Die. LOsung wurde zuerst von G. Kirchlioff (Pussn. 38) erkalten. 

44) Math.. Ann. 46 (1896). 

46) Petersburg, plays.- chem. Ges. 13 (1881) und Beihlatter zu Ann. Phys. 
Chein. 6 (1881); Lamb, Hydrodynamics p. 112. 

46) PMl. Mag. (6) 1 (1876), p. 441 = Scientific Papers 1, p. 297. 

47) GOtt. Nachr. 1885, p. 286 und Math. Ann. 28 (1886). 

48) Cambr. Phil. Soc. Proc. 8 (1894). 

49) bond. Math. Soc. Proc. 29 (1898). 

60) Siehe P. Mdlenhroeh, Ann. Phys. Chein. 52 (1894); J. Weingarten hat in 
den G«tt. Nachr. 1890 ein Beispiel gegeben, bei welchem die treie Grenzflache 
die Form eines zwischen z^vei Erzeuffenden gelegenen Stacks eines einschaligen 
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1 g. Dreidimensional© Bewegung einer inkompressiblen Fliissig- 
keit. Findet die Bewegung einer Fliissigkeit in Ebenen durcb die 
0 -Axe statt, so wablen wir W als den Abstand eines Pimktes von 
der Axe und sclireiben v und fiir die Greschwindigkeitskomponenten 
in den Eicbtungen a) und 0 . Dann existiert, einerlei ob die Be- 
wegung wirbelfrei ist oder nicbt, eine Stromfunktion fur welcbe 

1 8'ip 1 dip 

V — W — 

m ds ’ m ds} 


( 1 )] 


ist. Wir wablen zwei Punkte in der Fliissigkeit und konstruieren 
eine Rotationsflache dadurcb, dass wir eine die beiden Punkte ver- 
bindende Kurve um die ^-Axe rotieren lassen. Es wird dann das in 
der Zeiteinbeit bber diese Oberflacbe austretende Plilssigkeitsquantum 
gleicb der Differenz der Werte von 23tip in den beiden Punkten. Ist 
die Bewegung wirbelfrei, so geniigt -ip der Gleicbung 

_ i ^ — 0 

Wenn wir in diesem Falle das zugeborige Gesebwindigkeitspotential g? 

in eine Reibe nacb Kugelfunktionen in der Form 

00 

9 ^ 4- } P„ (cos 

n = l 

entwickebi, baben wir®^) 

( 3 ) ^ cos ^ -f- sin 


|- 1 


W j 


j d& 


Die Bewegung einer Fliissigkeit im Innern eines Ellipsoids mit 
den Halbaxen a, h, c, welches um aeinen Mittelpunkt mit einer Winkel- 
gescbwindigkeit (p, q, r) rotiert (bezogen auf die Hauptaxen), wird 
durcb Verallgemeinerung des Resultates (9) in Nr. le erbalten. Die 
Bahnen der Teilcben relativ zu der Grrenze sind Ellipsen, die samtlicb 
in der periodiscben Zeit^®) 




1-^ (&2 -f c®)' 


(e^ -1- a® 


(a^ -f b^Y 


Hyperboloids bat. H. J. Sharpe, Bdinb. Roy. Soc. Proc. 14 (1885), Quart. J. of 
matb. 22 (1887) . und Cambr. Pbil. Soc. Proc. 7 (1891), giebt einige angenaberte 
Lbsungen. Lord Kelvin bat betreffs der Giiltigkeit der zweidimensionalen Tbeorie 
Z-weifel geaussert, Nature' 60 (1894), p. 624, 549, 573, 597. 

51) IV 14, Nr. 7. Die asiale Stromfunktion wurde von StoJces, Cambr. 
Pbil. Soc. Trans. 7 (1842), p. 439 = Papers 1, p. 1 eingefiibrt, wo er die Gleicbung 
(2) giebt. 

62) Lamb, Hydrodynamics p. 136. 

53) Das Resultat scbreibt man Maxxoell zu, siebe Hicks, Report, 1882. 
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l)GScliri6l)6ii wcrdBU. Mitliin ist dis in diGSGi Zsit Grfolgts LagGii" 
andcrung gleickbadGutGrid mit oiner Rotation einos starron Korpcrs 
(okwokl die RliissigkGitsliGWGgung sollost 'wirbGlfrGi ist). Dig Pliissig- 
kGitsbGwegung, welclie von otwaigon GrcstaltsandGrungGii dor ellip- 
soidischen Begrenzung kerrakrt, ist von C. A. JBjerlmes untorsiicht 
worden. BlGibt das Ellipsoid sick solbst aknlick nnd befindet sick 
die Fliissigkeit ausserkalb dossolbcn, so ist 


( 4 ) 


<P 


1 da 
2a dt 




d& 





£ 


unter s die positive Wurzel der Grleickung 

_l_ 


^ j 


E 


verstanden. TVenn sick die Plxissigkeit innerkalb einer ellipsoidiscken 
Begrenzung befindet^ welcke ikre Giestalt^ aber nicht ihr Volnmen 
aiidert; so ist 

I'B) <p = rhM 


as® da , db , ^ de 
c di 


j_ _ J_ 
& dt ^ 


Die Bewegung einer in einem Parallelepiped eingesoklossenen 
Fliissigkeit, welcke von Quellen und Senken kerrtihrt, ist von A. 
Gr. GreenJiill bestimmt worden. Die Tkeorie der Stromung an einer 
Kugelkalotte vorbei ist von A. JB. Basset behandelt worden. 


2. Bewegung fester Korper in einer inkompressiblen Fliissigkeit. 

2 a. Kinematik. Bewegung einer Kugel. Zahlreiche Unter- 
suckungen tiber wirbelfreie Bewegung einer inkompressiblen Fliissig- 
keit in drei Dimensionen kangen eng mit dem Problem des Wider- 
standes zusammen, den die Fliissigkeit auf einen sick in ikr bewegen- 
den Korper ausiibt. Wir wollen zunackst die Fliissigkeit nack innen 
durck die Oberflacke des gegebenen Korpers begrenzt, sonst aber 
unbegrenzt annekmen. Der von der Fliissigkeit eingenommene Raiim 
moge einfack zusammenkangen. Die in der Fliissigkeit dnrch die 
Bewegung des Korpers kervorgerufene Bewegung ist aeyklisck und 
wirbelfrei. Wir waklen den Anfangspunkt und die Axen relativ test 


54) Oott. Kackr. 1873, p. 448, 829; sielie auck Lamb, Hydrodynamics, 
p. 145 — 166, 

65) Cambr. Pkil. Soo. Proc. 3 (1878), p. 289. 

66) Load. Matk. Soc. Proc. 16 (1885) und Hydrodynamics 1, p. 147. 
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zuni Korper and bezeiclinen mit u, v, w, p, q, r die Komponenten der 
linearea und Winkelgescliwindigkeit des Korpers. Das Gresdiwindig- 
keitspotential liat dann die Form®’) 

(^1^ (p = uq)^ + + wgjg + PZi + ‘1%2 + 

wo harmonisclie Funktionen in dem von der Fliissigkeit 

erfullten Ranme sind nnd an der Oberfiaclie des Korpers den Be- 
dingungen 

(2) ^ = cos (vx ), ^ cos (v 0 ) — ^ cos (vy ), . . . 

geniigen. Die Normals dv ist nacli dem Innern der Fliissigkeit gezogen. 
Fiir eine Kugel vom Radius a ist q>i = 72 ® , . . . , wo 

^ ^2 _j_ 2/2 _|_ ^2 igt und der Anfangspunkt im Kugelmittelpunkt 
liegt®®). Es ist somit die Fltissigkeitsbewegung dieselbe wie die, 
welcbe durcli ein im Kugelmittelpunkte gelegenes Quellpaar bedingt 
ist^®). Der resultierende Druck auf die Kugel bestebt aus zwei super- 
ponierten Drucken®®)i 1) aus dem Drucke, den die ausseien auf die 
Fliissigkeit wirkenden Krafte hervorrufen (sein Wert ist derselbe wie 
fiir ein in Rube befindlicbes System®®), 2) aus einer Kraft von der 
Grrosse wo m' die Masse der verdrangten Fliissigkeit und f 

die Bescbleunigung des Kugelmittelpunktes ist. Diese Kraft wiikt 
durcb das Centrum der Kugel in der zu / entgegengesetzten Ricbtung. 
Im Falle dass aussere Krafte nicbt vorbanden sind, scbreitet die 
Kugel gleicbformig vorwarts. Dabei ist der Druck nui dann iibeiall 
positiv, wenn der Druck im Unendlicben den Wert ®/8p(u^+’^^4-w^) 
iiberscbreitet®®). Ist das aussere Kraftfeld bomogen und von der 
Intensitat g, so bewegt sicb der Kugelmittelpunkt wie ein Massen- 
punkt bei Einwirkung einer gleicbformigen Bescbleunigung 9 

(unter m die Masse der Kugel verstanden), bescbreibt also erne Parabel. 
Dieses Resultat lasst sicb (mit geeigneter Anderung des Nemiers 
auf einen beliebigen isotropen Korper (Nr. 3c unten) 

ausdebnen®7- 


57) G. KircJihoff, J. f. Math. 71 (1870), p. 237 = Ges. Abh. p._ 376. 

58) Poisson, Paris, Mem. de I’Acad. 11 (1832). Spater irnabhangig von P. G. 
L.DiricMet gefunden, Berl. Ber. 1862. M Bieclce giebt in den Gott. Nachr. 1888 
fiir die Bahnen der Teilchen eine Zeichnnng. 

59) Dieses Resultat gilt auch fiir einen nicht-spharischen Korper. 

60) Sir W. Thomson, Bond. Roy. Soc. Proc. 42 (1887) und Phil. Mag. (5) 
23 (1887), p. 256, diskutiert die Plussigkeitsbewegung, wenn die Druckbedingung 

nicht erfullt ist. . , • , 

61) F. Eotter, Berl. Phys. Verb. 6 (1887), p. 93. Wegen ernes andern inte- 
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Fiir eiii Ellipsoid y^/h^ -j- J = 1 liaben wir 

(3) <p,= ^ 


B, + 0. *’■■■’ 

H-l (i»-c»)(A + B„ + O,)-(6> + c«)(0,-B.) 

dO' 


( 4 ) 

WO A das Integral 


/ Tr ' n ir Vo ' /T'a . o.^v / 9 , ^.vV liezeichnet: B und C 

J (a® + fl’) (6® 4- %) (c* + ■0') ’ 


werden durch Vertauscliung von 6 und c mit a erlialten; £ ist die 
positive Wurzel der Grleiclinng 


-f 


y‘^ 


+ e 4- ® 




-4-0 j -^ 0 ? ^0 Konstanteii^ die man durcli Substitution von Null 

fur £ in -4;, O' erbalt®^). Die Grleichungen fur die Stromlinien 
wurden von A. Clebsch^^) und B. A. Herman^^) diskutiert. Der 
spezielle Fall eines Spbaroids wurde von G. Kirchhoff^^) betracbtet. 

3 b. Kinetisclie Energie. Die kinetisclie Energie der in 
einer unbegrenzten Fliissigkeit stattfindenden Bewegung, welcbe von 
der Bewegung eines einzelnen starren Korpers in der Fliissigkeit her- 
riilirt, kann, falls keine Cirkulation stattfindet, als bomogene quadra- 
tiache Form der seeks Gresekwindigkeitskomponenten u, v, w, p, q, r 
ausgedrilckt werden. Die Koeffizienten in 2I\ kangen von den Formeln 
fiir qoi , • • • j %8 ab. Z. B. ist der 


Koeffizient von u^ 


Koeffizient von 2nv 


— 9 fj <Pi It- (^S = ~ qJJ dS. 


TJni den allgemeineren Fall, wo die Fliissigkeit nack aussen durck 
eine feste oder beweglicke, starre Oberflacke begrenzt ist und sick 
ein oder mekrere feste Korper im Innern der Fliissigkeit bewegen, 
wo ferner der von der Fliissigkeit eingenommene Eaum die Zusammen- 
kangszakl n -\-l besitzt, zu bekandeln, nehmen wir die Lagen der 
Korper und der ausseren Greuze als durck m generalisierte Koordinaten 


grablen Falls der unter Binwirkimg ausserer Krafte erfolgenden Bewegung sieke 
B. Paladin% Eom, Acc. del Lino. Bend. 4 (1888). 

62) Das Besultat (3) gab G. Green, Edinb. Boy. Soc. Trans. 13 (1833) == 
Math. Papers, London 1871, p. 318, und das Besultat (4) A. Olehsch, J. f. Matk. 52 
(1856). Wegen der Bewegung zwiseken konfokalen Ellipsoiden sieke A. G. Green- 
hill, Quart. J. of inatk. 16 (1879). 

63) Quart. J. of. niatk. 22 (1889), p. 378. 

64) Meckanik p. 219. 
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Su Q'm feestimmt an; Jtg, . . . seien die cyklisclien 

Konstanten. Dann haben wir®®) 

r, = iT, 4- 

wo ill eine liomogene quadratische Funktion der generalisierten Ge- 
sckwindigkeiten fe'j • • •? Qlm ist mit Koeffizienten, die niir Ton 
q^,.--,qm akkangen, und K eine komogene quadratiscke Funktion 
der Cirkulationen Xg, . . ebenfalls mit Koeffizienten, die nnr 
Q-ii 9.%) ‘ ) 9.m abkangen. Das Geschwindigkeitspotential kat die 

Form 

m n 

^ == 2 QrV>r 2^r%r} 
r=l r=l 


wo (p^ einer Bewegung entsprickt, bei der = 1 und die iibrigen q 
und alle % gleich Kull sind; entsprickt einer Bewegung, bei der 
== 1 nnd die iibrigen )t und alle q' versckwinden. Die Koeffizienten 
in 2II^ driicken sick in derselben Weise aus, wie in dem oben be- 
trachteten, einfackeren Falle. Die Koeffizienten in 2 K erkalten in der 
Bezeicknung von Nr. lb die Gestalt®®): 


Koeffizient von — 
Koeffizient von 2xr^s = 



Der vollstandige Ausdruck fur die kinetische Energie T des Systems 
der starren Korper und der Fliissigkeit ist die Summe von und 
der kinetiscken Energie der starren Korper allein. Die letztere 
ist ikrerseits wieder eine komogene quadratiscke Funktion der q . 
Wir werden fiir einfack 11 sckreiben. 

■^c. Hydrokinetisolie Symmetrie ®’). Die Funktion T kat fiir 
einen einzelnen starren Korper, der sick in einer unbegrenzten Fliissig- 
keit bewegt, in welcker keine Cirkulation stattfindet, im allgemeinen 
21 Koeffizienten. Dock reduziert sick diese Zakl, wenn der Korper 
irgendwelcke Symmetrie zeigt. Fiir einen Korper, wie beispielsweise 
ein Ellipsoid, mit drei ortkogonalen Symmetrieebenen, ist 
2T — Atx^ -[- J5v® -}- Cvr^ -f- Pp^ -f- Q(l^ + 

65) Sir W. Thomson, Edinb. Roy. Soo. Proc. 7 (1871), p. 384 und, 668; Pbil. 
Mag. (4) 42 (1871) und (4) 45 (1873). 

66) Lamb, Motion of fluids, 1879; Hydrodynamics p. 207. 

67) Sir W. Thomson (Pussn. 65); Lamb, Hydrodynamics p. 181; J. Larmor, 
Quart. J. of matb. 20 (1884). Die Pormel fiir einen Rotationskorper gaben 
Thomson and Tait, Hat. Phil. 1. ed. 1867, und hemach Kirchhoff (Pussn. 57). 
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Ftir einen Rotationskorper ist A = JB, P ~ Q. 1st A = B = C 
imd P—Q = JR,,bo heisst der Korper „isotrop^^. Fur einen Korper mit 
schraulbenformiger Symmetrie um die ^-Axe, derart^ dass er nacli 
Drekung dnrch einen reckten Winkel um diese Axe mit sick selkst 
identisch wird, kommt 

2T = A(ii2 + v2)_^Ow3+P(p2-l-q2)-|-iRr2_|.2X(pu + qv) + 2iVvw. 

Wenn A — G, P — It und L == N wird, ist der Korper ein „iso- 
troper Sckraukenkorper^. % 


2 d. Bewegungsgleicliniigen. Die Bewegungsgleickungen fiir 
einen Korper, der sick in einer unbegrenzten Flussigkeit kewegt, 
wurden fiir den Fall, dass keine Cirkulation und keine ausseren 
Krafte wirksam sind, zuerst von Thomson und Tait^^) aus dem Aus- 
druck fiir T durck direkte Anwendung der Lagrange^ sahien Gileickungen 
abgeleitet. Gregen dieses Verfakren wurde bald hernack Einspruck 
erkoben wakrend Kirchhoff die Grleickungen aufs neue durck Riick- 
gang auf das Hamilton' bAiq Prinzip ableitete®’). Sie kaben die Form 


( 1 ) 
in denen 


cU 


(it 


"h 0 ; Grleickungen) 

-j- q.t'i — -f- — 0; (3 Grleickungen) 


8T 

8u' 


8T 
dv ^ 


Die Grossen 1^, ri^, % sind die Kraft- und Kraftepaarkom- 

ponenten derjenigen impulsiven Sckraube, durck deren Angreifen am 
Korper die Bewegung des Systems von der Rukelage aus erzeugt 
werden konnte. Diese Sckraube keisst nack Sir TF. Thomson der 
„Impuls‘'‘^ ™). 

Man kat versuckt, die Anwendung der Lagrange’schen Gleickungen 
auf das Problem durck eine Tkeorie der „Ignorierimg der Koordi- 
naten^^ '^^) zu recktfertigen, welcke im wesentlicken mit der Moutli- 
seken Tkeorie der „modiiizierten Lagrange'schen Punktion“ iiberein- 


68) Nat, Phil. 1. ed. 1867. 

69) L. BoUmann, J. f. Math. 73 (1871); J. Pm'ser, Phil. Mag. (6) 6 (1878); 
G. Neumann, Hydr. Tint., 1883. 

70) Die Theoiie des „Impulses“ gab Sir W. Thomson, Vortex -Motion. 
Lanib, Hydrodynamics p. 169 wendet sie direkt auf das Bewegungsproblem 
eines starren Korpers in einer Pliissigkeit an. 

71) Thomson and Taib, Nat. Phil. 1, 2. ed. 1879; vgl. Relmholts, J. f. 
Math. 97 (1884) = Wiss. Abh. 3, p. 119—202. 


2. Bewegung fester Korper in einer inkompressiblen FKlssigkeit. 107 

Naoli dieser Theorie siiid, wenn die Lage eines dynamisclien 
Systems mit einer endliclieii ZaH von Freilieitsgraden von zwemidei 
Eoordinaten abEangt, von denen diejenigen zweiter Art nnr mit nbren 
Gescliwindiglieiten in den Ansdruck fiir die Bnergie eintreten, die zu 
diesen zweiten Eoordinaten geliorigen Bewegnngsgrossen (Impnis- 
koordinaten) konstant. Mit Hiilfe der linearen Gleicliungeii zwiscken 
den Gescliwindigkeitskoordinaten, welcke die Eonstanz dieser Be- 
wegiingsgrdssen ausdriicken, konnen die Gesckwindigkeiten der Eo- 
ordinaten der zweiten Art aus den BeweguDgsgleiclinngen fur m 
Eoordinaten der ersten Art eliminiert werden. Man sagt dann, die 
Eoordinaten der zweiten Art seien „ignorierk^ worden. Versckwinden 
insbesondere die Bewegnngsgrossen, welche den ignorierten Eoor i- 
naten entsprecben, so kann das System durch Anwendiing ^on Im- 
pulsen, die allein den Eoordinaten erster Art entsprecben zur Eube 
gebracbt werden. Die Bewegungsgleicbiingen in diesen Eoordinaten 
sind dann einfacb diejenigen, welcbe durcb direkte Anwendung er 
LagrangdBohen Gleicbungen erlangt werden. Man nimmt nun an, 
dass dieser Ansatz aucb bei dem bydrodynamiscben_ Problem m 
Anwendung gebracbt werden konne. Jedocb sind der Dbergang von 
einer endlicben zu einer unendlicben Anzahl von Preibeitsgra en un 
die Scbwierigkeit der Identifizierung der zu ignorierenden Eoordinaten 
Umstande, welcbe die direkte Ableitung aus dem Hamilton schm 

Prinzip amiebmbarer erscbeinen lassen’^®). 

Bei dem allgemeinern Problem der Bewegung durcbbobrter Eorper 
macbte Sir W. Thomson^^), uber das Gesagte binausgebend den 
weiteren Ansatz, dass er die Cirkulationen • als general] sierte 

Bewegnngsgrossen, wie sie bestimmten ignorierten Eoor ma en en 
sprechen wiirden, ansab, und dann wieder die Bewegungsgleicbungen 
eines Systems mit einer endlicben Anzabl voii Preibeitsgraden auf 
das Problem anwaudte. In diesem Falle ist die Notwendigkeit fur 
eine direkte Ableitung aus dem Hamilton' s6hen Prinzip nocb zwmgen- 
der. Eine solcbe Ableitung gab H Lamb Eine andere Metbode ), 
diesen Gegenstand zu bebandeln, ist folgende: Man bilde die Ausdrucke 
der resultierenden Erafte und Eraftepaare, die auf einen starren Eorper 
des Systems durcb die Fliissigkeit ausgeiibt werden, mdem man die 
Druckgleicbung (lY 15, Mr. 10, Glg.(l)) benutzt. 

72) E. J. Mouth, Stability of motion, London 1877. 

73) G. Neumann, Hydr. Unt., 1883. „ 

74) Hydrodynamics p. 207. Sieke anch J. Lmmior, bond. Math. Soc. Proc. 

15 (1884). 

75) G-. H. Bryan, PHI. Mag. (5) 35 (1893). 
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Bewegen sich die Korper imd die Miissigkeit unter Einwirkung 
irgendwelcher koiiservativer ausserer Krafte, so nelimen wir XJ als 
die pofcentielle Energie des Systems in der durck die Koordinaten- 
werte g.^, festgelegten Konfiguration und driicken T in der 

Form JI K ans (Nr. 3 b oben). Dann kaben wir fur jede der 
Koordinaten q eine GHeickung von der Form 


( 2 ) 



dK 

dq 




(r, s, s') + 



wo (f,SfS') eine bestimmte Funktion der Koordinaten q bezeicknet, 
welcke versckwindet^ wenn s' = s ist, und die ikr Zeicken andert, 
wemi s und s' unter einander vertausckt werden. Diese Funktion 
driickt sick sekr einfack mit Hiilfe der generalisierten Gesckwindig- 
keiten pg', . . . , p,/ aus, welcke den Bewegungsgrossen . 

entsprecken. Diese Gesckwindigkeiten sind lineare Funktionen der q' 
und mit Koeffizienten, die nur von den q abkangen. Hiernack wird 

— 5-4 eine Funktion der cj. Wir nennen sie 

oq. 


und kaben 


(r, s, s') 


8L 






Die Gesckwindigkeiten p^', pa', . . sind die Stromungen durck die 

Offiiungen in den sick bewegenden Korpern'^’). Bezeicknet v^^, . . ., 
das Gl-esckwindigkeitssystem des Kdrpers, in welckem sick die Ofinung 
befindet, deren Cirkulation wir nannten, bedeutet ferner dv-^ das 
Normalenelement fiir die zu dieser Cirkulation gekorende Querflache, 
so kaben wir 


— C 08 (i/ia?)(ui— cos(vi 2 /)(vi-»Pi^+ri^) 

— cos {v^s) (wi — q^x + Piy) ) . 

Was den Ausdruck von T in Impulskomponenten, was ferner die 
Wirkung einer Veranderung des Koordinatenanfangspunktes und der 
Axen angekt^ so sei der Leser auf IV 13 vefwiesen. Ebenda lindet er 
Aufsckluss liber die in speziellen Fallen moglicke Integration der 
Gleickungen (1), sowie iiber die Tkeorie der stationaren Bewegung und 


76) Sir W. Thomson, Edinb. Roy. Soc. Proc. 7 (1871), p. 668 und Phil. 
Mag. (4) 46 (1873). Vgl. Thomson and Tai% Nat. Phil. 1, p. 320; Laml, Hydro- 
dynamics, p. 211; G. Neumann, Hydr. Unt. p. 63. 

77) Sir W. Thomson (Eussn. 76); A. B. Basset, Camhr. Phil. Soc. Proc. 6 
(1887), p. 117. 
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cler Stabilitat der stationaren Bewegung fiir den Fall, dass ein ein- 
zelner fester Korper sicli in einer unbegrenzten Fliissigkeit obne 
binzutretende Cirkulation bewegt. Vom Standpnnkt der Hydrodynamik 
liegt die Wicbtigkeit der Resultate in der Thatsache, dass der Wider- 
stand einer idealen Fliissigkeit gegen einen sick in ibr bewegenden 
Korper den Cbarakter einer Massenyermebrung bat, wobei dej Be- 
trag und die Lage der binzugefiigten Masse von der Bewegung und 
der Grestalt des Korpers abbangt. 

2 e. Cykliscbe Bewegung. Sir W. Thomson bat die Bewegung 
einer Kugel in einem mebrfacb zusammenbangenden Raume mit fester 
Grrenze untersucbt, wenn der Radius der Kugel im Yergleicb zum 
Abstande des Mittelpunktes von jedein Punkte der Greuze klein ist. 
In diesein Falle verscbwinden alle Grossen (r, s, s') identiscb und K 

bat die Form — % ^ JJ F'~^d8, wo die Integration iiber die Kugel- 

oberflaobe zu nebmen ist. P und P' bezeicbnen bier resp. die Ge- 
scbwindigkeitspotentiale derjenigen cykliscben Bewegungen, die ein- 
treten, wenn die Kugel weggenommen wird, bezw. wenn sie festgebalten 
wird. Ist die Diobte der Kugel dieselbe, wie die der Fliissigkeit, und 
erfolgt die Cirkulation um einen in die Unendlicbkeit laufenden, fest- 
gebaltenen, feinen Drabt, so bewegt sicb der Mittelpunkt so, als ob er 
von dem Drabte mit einer Kraft angezogen wiirde, die mit dem Kubus 
der Entfernung umgekebrt proportional ist. Lord Rayleigh und 
A. G. Greenhill baben die zweidimensionale cykliscbe Bewegung einer 
inkompressiblen Fliissigkeit um einen sicb bewegenden Kreiscylinder 
untersucbt. Sind keine ausseren Krafte vorbanden, so ist die Babn des 
Mittelpunktes ein Kreis. Ist das aussere Kraftfeld bomogen, so wird 
die Babn des Mittelpunktes eine Trocboide. A. B. Basset debnte 
die fiir einen Rotationskorper geltenden Integrationsresultate der Glei- 
cbungen (1) von Kr. 2 d auf einen Ring mit einer durcb seine Offnung 
stattbabenden Cirkulation aus. Das Gescbwindigkeitspotential fiir die 
Bewegung eines Kreisringes parallel zu seiner Axe wurde mit Hiilfe 
der zugeborigen barmoniscben Funktionen (der sog. Toroidfunktionen) 
von W. M. Eichs^^) dargestellt. Die cykliscbe Bewegung, welcbe um 

78) Btohes, Cambr. Pkil. Soc. Trans. 8 (1843), p. 105 = Papers 1, p. 51. 

79) Mess, of matb. (2) 7 (1877) = Papers' 1, p. 344. 

80) Mess, of math. (2) 9 (1880). Wegen des entsprechenden Problems bei 
mehreren Cylindern siehe A. B. Basset, Cambr. Phil. Soc. Proc. 6 (1887), p. 135. 

81) Cambr. Phil. Soc. Proc. 6 (1887), p. 47 ; Hydrodynamics 1, p. 196. Die 
im Text erwahnten Integrationsresultate sind in TV 13 ausfuhrlich besprochen. 

82) Lend. Phil. Trans. 172 (1881). Siehe auch F. W. JDyson, Lond. Phil. 
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eineii diinnen Ring lierum stattfiiiden kann, wird dnrcli dieselbe Formel 
geo-ekeii; wie die Bewegung, welclie von einem Wirbelring mit kleinem 
Querschnitt lierriilirt (Nr. 3 b nnten). Zwei soklie Binge scbeinen auf 
einander mit Kraften derselbeii Grosse und Ricbtung zn wirken, wie 
die Krafte zwischen zwei elektriscben StrdmenS®), nur^ haben die 
Krafte bei den beiden Problemen entgegengesetzten Smn®^). 

3f. Bewegung zweier Kugeln. Das Resultat (Nr. 2 a oben), dass 
die Fliissigkeitsbewegung, welclie von der Bewegung einer Kupl 
berriibrt, . dieselbe ist wie die, welche durcli ein Qnellpaar bedmgt ist, 
ermdgliekt es, die Metbode der Bilder auf das Problem der Bewegung 
zweier Kugeln anzuwenden. Stohes bat zunacbst die Bewegung be- 
stimmt, welcbe von einer Kugel in einer von einer zweRen Kugel 
begrenzten Pliissigkeit in dem Augenblick bervorgerufen wird, wo die 
beiden Kugeln instantan konzentriscb sind^®). Aucb bat er die Be- 
wegung eines Korpers, der von den ausseren Teilen zweier zu einander 
ortbogonaler Kugeln begrenzt wird, unter der Voraussetzung be- 
stimmt, dass sicb der Korper parallel der Verbindungslmie der 
Oentren bewegf^®). In diesen Fallen ist die Anzabl der Bilder eine 
endlicbe. Auf das allgemeiiie Problem wandte dagegen W. M. Eicles 
die Metbode der Bilder an. Bewegen sicb die Kugeln m der Yer- 
bindungslinie der Oentren mit den Gescbwindigkeiten u, v, so kann 
die kinetiscbe Energie in der Form Vg (Au^ + Rv^ + 2Cuv) aus- 
gedriickt werden, wo A,JB, C bestimmte Funktionen der Ra.dien a^h 
der Kugeln und des Abstandes c zwiscben ihren Oentren sind. Die 
Funktionen A, B, G werden von ibm durcb Reiben dargestellt, die 
naeb Potenzen von ajc und l/c fortscbreiten. Abnlicbe Resultate 
sind von 0. Neumann'^^) durcb Anwendung eines bestimmten Systems 
ortbogonaler krummliniger Koordinaten erbalten worden. li. A. Rer- 
man^^) gab eine kurze Formel fiir den Term der Hiclcs'sdien 
Reibe, wabrend A. B, Basset zeigte, wie man die Grlieder der Reibe 


Trans. (A) 184 (1893). Die in Rede stehenden Funktionen -wurden zuerst von 
C. Neumann^ Allgemeine Losung des Problems uber den stationaren Tempera- 
turzustand eines bomogenen Korpers, welcber von zwei nicbtkonzentriscben 
Kngelflachen begrenzt ist, Halle 1862, eingefdbrt. 

83) G. Kirchhoff, J. f. Math. 71 (1870), p. 263 = Ges. Abb. p. 404; 
L. Boltzmann, J. f. Math. 73 (1871). 

84) Sir W. Thomson, Reprint of Papers on Electrostatics and Magnetism, 
p. 569 und 587. Siebe aucb E. Bieelce, Gott. Nacbr. 1887, p. 505; 0. A. 
BjerJtnes, Acta math. 4 (1884). 

85) Quart. J. of math. 22 (1887), p. 204, 370. 

86) bond. Math. Soc. Proc. 18 (1887); Hydrodynamics 1, p. 240. 
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annalierungsweise durcli eine YerscMebung des Anfaiigspunktes eines 
Systems von Kugelfunktionen erkalten kann. Uiiterliegen die Kugeln 
keiner Einwirkiing ausserer Krafte, so waclist die relative Trennungs- 
gesckwindigkeit ’bestandig®'^). Fiibrt die Kngel a von der Masse m 
kleine Pendelsehwingungen aus, so wacbst die Periode durcb die An- 
wesenbeit der Kngel h angenabert in dem Verbaltnis 



m' a® ^ 
m + Ya m' c® ' ‘ 


m' ist dabei die Masse der von der ersten Kngel verdrangten Fliissig- 
keit®®). Erfolgt die Bewegung recbtwinkelig zur Verbindungslinie der 
Centren, so sind nnr erst angenaberte Resultate erbalten worden®®). 
Aber ancb in diesem Falle bat JR. A. Herman ®^) einen kurzen Ans- 
druck fiir die Koeffizienten der kinetiscben Energie in einer symbo- 
lischen Form gegeben. Bewegt sicb eine Kngel in Gregenwart einer 
festen Ebene, so wird sie von der Ebene abgestossen oder angozogen, 
je nacbdem der Winkel, welcben ibre Bewegnngsricbtnng mit der Nor- 
malen der Ebene macbt, zwiscben a und % — a liegt oder nicbt. 
a bezeicbnet dabei die kleinste positive Wnrzel der Gdeicbnng 


Va tang a = 


'a® -f- 4 
-j- ^ dV ’ 


d ist der Abstand des Centrums von der Ebene®®). Die fur Kugeln 
erbaltenen Resnltate sind anf Cylinder von W. M. Hicks ausgedebnt 
worden, sowobl wenn eine Cirkulation der Fliissigkeit um sie bernm 
stattfindet, wie ancb nicbt. 

3g. Pulsierende Kugeln. ■Volumscbwingnngen einer Kngel rufen 
in einer Fliissigkeit ein Grescbwindigkeitspotential derselben Art ber- 
vor, wie eine Qnelle von veranderlicber Ergiebigkeit. Zwei Kugeln, 
die solcbe Scbwingungen ausfiibren, bedingen infolge dessen Ande- 
rungen in dem bydrodynamiscben Druck. Diese baben daber eine 
scbeinbare Anziebung oder Abstossung zwiscben den Kugeln zur 


87) Dies Tbeorem wurde von W. M. Hides (Pussn. 17) ausgesproeben and 
von G. Neumann.! Hydr. Unt. bewiesen. 

88) Solcbe Scbwingungen warden zuerst von G. A. Bjerknes (Fussn. 92) 
diskutiert und unabbllngig von ibm von JG, Guthrie, nacb Sir TV. Thomson, Pbil. 
Mag. (4) 41 (1871), p. 405; siebe aucb Reprint of Papers on Electrostatics a,nd 
Magnetism, p. 571. Das bier ausgesproobene Resultat gab W. M. Hicks 
(Fussn. 17). 

89) IF. M. Hicks (Fussn. 17) und A. B. Basset (Fussn. 86). 

90) Quart. J. of matb. 16 (1879), p. 113, 193; 17 (1881), p. 194 und Cambr. 
Pbil. Soc. Proc. 3 (1878), p. 227. Siebe aucb A. B. Basset (Pussn. 80). 
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Folge. Die Grosse dieser Anziehung bezw. Abstossung ist dem 
Quadrate des Abstandes umgekebrfc proportional, Yorausgesetzt, dass 
der Abstand dabei gross im Yergleicb zu den Radien angenommen 
wird. Bs ergiebt sicb eine Anziebung, wenn die Kugebi dieselbe 
Periode liaben, nnd sicb ibre Pbasen um nicbt mebr als ein Viertel 
der Periode nnterscbeiden Die Tbeorie der scbeinbaren Krafte 
zwiscben pulsierenden nnd oscillierenden Kngeln in einer inkom- 
pressiblen Fliissigkeit wurde von 0. A. Bjerknes in einer Reibe von 
Abbandlnngen ausgebildet. W. M. Sieks bat daranf aufmerksam ge- 
macbt, dass das allgemeine Tbeorem von den scbeinbaren Anziebungen 
nnd Abstossungen zwiscben den Gliedern eines Systems von pnlsie- 
renden Kngeln anf ein System von pulsierenden, nicbtspbariscben 
Korpern ansgedebnt werden kann. Derselbe wandte die Ergebnisse 
znm Anfban einer Tbeorie der Gravitation im Anschluss an die 
Wirbelatomtheorie an; die Atome der Materie sind dabei als Hobl- 
wirbel aufzufassen®®). Die Fortpflanznng von WeUen durcb eine 
kompressible, ein Aggregat von pulsierenden Kngeln entbaltene Fliissig- 
keit, betracbtete A. V. BacMmd 

B. Wirbelbewegungen. 

Ba, Transformationen der aUgememen liydrodsniamiselien Glei- 
cbungen. Die Gleicbungen wurden in IV 15, Nr. 8 in zwei Formen, 


91) Dies Eesultat -wurde Kuerst von G. A. Bjerknes, Christ. Forhandl. 1875 
gefunden; siehe auch W.M.Hichs, Cambr. Phil. Soc. Proc. 3 (1878), p.276_ynd 
4 (1880), p. 29 ; einen einfachen Beweis gab W. Voigt, Gott. Nachr. 1891. Ahn- 
liche Probleme fiir Ellipsoide sind von K. Pearson, Quart. J. of math. 20 (1884), 
p. 60, 184, behandelt. 

92) Christ. PSrhandl. 1863, 1868, 1871,1875; Gott. Nachr. 1876. Wegen der 
experimentellen IJntersuchungen von Bjerknes siehe Gott. Nachr. 1877 ; Paris C. E. 
84, 88, 89 (1877—1879) imd den von Bertin, Ann. ohim. phys. (6) 25 (1882) ge- 
gebenen Bericht. Betrelfs Bjerknes'' Tbeorie siehe V. Bjerknes, Hydrodynamische 
Fernkrafte, Leipzig 1900. Die Bjerknes' HGnQn Ideen sind der Gegenstand eines 
Referats in den Eapports indsentes an Congres de physique 1, Pans 1900; vgl. 
auch A. Korn, Tbeorie der Gravitation und der elektrischen Brscheinungen aui 

Grundlage der Hydrodynamik, Berlin 1898. 

93) Wegen der Wirbelatome siehe Nr. 8b unten; wegen des Begntfs von 
Hohlwirbeln siehe Nr. 8 c. Die Abhangigkeit der Pulsationsperiode von der 
Translationsgeschwindigkeit (Nr. 8e) ist fiir die in Rede stehende Tbeorie der 
Gravitation eine grosse Schwierigkeit ; siehe IF. M. Hicks (Pussn. 114). 

94) Math. Ann. 34 (1889). Wegen der Portpflanzung von Wellen dure 
ein aus Wirbelatomen gebildetes Mittel siehe W. M. Hicks, Bnt. Assn. Eep. 
18 QR nnd Sir W. Thomson, Brit. Assn. Rep. 1887, 
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der Euler’ Bchen bezw. der Lagrange’ schen Form gegeben. Die Euler- 
scben Gleicbungen kami man folgendermassen scbreiben®®) 

(1) !(«,«, A, W', 

WO 

(2) W'=^r-fi£-y,q^ 

ist. In dieser Form gestatten sie eine nnmittelbare Transformation 
anf beliebige orthogonale (krummlinige) Koordinaten®®). Die Eom- 
ponenten der Drebgeschwindigkeit geniigen drei Grleichungen folgen- 
der Art®”^) 

^ St \q ) Q dx ' Q By ' Q d8 ’ 

Man kami stets drei Funktionen q), A, derart bestimmen, dass 

(4) udco V dy — dg) 

ist und A = const., £l — const, die Dleichungen fur zwei Flachen- 
scbaren werden, die bei der Bewegung stets von denselben Teilchen 
gebildet werden®®). Die Scbnittlinien solcber Flachen ergeben die 
Wirbellinien (Nr. 3 b unten). Driickt man die G-escbwindigkeiten in 
dieser Weise aus, so wird die Druckgleicbung 

(5) 

Wird die Bewegung auf Axen bezogen, die um den Anfangs- 
punkt mit der Winkelgeschwindigkeit cjg, (xjg) rotieren, so mogen 
die Andernngsgescbwiudigkeiten der Koordinaten eines auf die be- 
wegten Axen bezogenen Teilcbens mit u', v', w bezeicbnet werden, wo 

(6) u' — u-\-y(!o^ — 8 ( 0 ^, V —V 300^ — w' — w-j-occo^ — yco^] 


95) Lagrange (Fussn. 20). 

96) IV 14, Nr. 20b. 

97) E. J. Nanson, Mess, of matb. (2) 3 (1874), p. 120. Die entsprecbenden 
Gleicbungen fiir inkompressible Flussigteiten leitete Lagrange (Fussn. 20) ab, 
unabbangig von ibm Stokes, Cambr. and Dubl. Matb. J. 3 (1848) = Papers 2, p. 36. 
Aucb Helmholtz, Wirbelbewegung. 

98) A. Glehsch, J. f. Matb. 54 (1857) und J. f. Matb. 56 (1859), p. 1. Siebe 
aucb M. J. M. Hill, Quart. J. of matb. 17 (1881) und Cambr. Pbil. Soc. Trans. 14 
(1883). Bei Clebsch und aucb bei Hill (1883) werden Gleicbungen ffir die Be- 
wegung einer Flussigkeit in einem %-dimensionalen Raume aufgestellt. Betreffs 
der von X in speziellen Fallen erfullten G-leicbungen siebe M. J. M. Hill, Bond. 
Pbil. Trans. 175 (1884) und Bond. Matb. Soc. Proc. 16 (1885). Wegen der Trans- 
formation (4) vgl. IV 14, Nr. 9. 

99) Die Gleicbung (6) gaben Clebsch und Hill (Fussn. 98). Siebe aucb J. Brill, 
Quart. J. of matb. 28 (1896). 
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0® + + 


^ 0 , , a 

« = a t + “ “ 

selieii Grleiclimip^eii eriialten die Form“®) 

8%i , d {yr f dp\ 


es ist dann 


CO 


_8_ 

dg 


zu setzen. Die Euler- 


8^x 8x I 8^ \ ^ 

Sfi 8x,, ' 8t^ 8Xn ' 8 8Xn 


8 ( -y C dp \ 

J qJ’ 


Die Laf/range’soh.en Gleieliungen koiinen in der Form gescFrieben 
werden 

( 8 ) 

WO Xq, Dq, ^0 anfiingliclieii Koordinaten eines TeilcFens und x,y,8 
seine Koordinaten zur Zeit t -sind. In dieser Form haben sie folgeiide 
drei Integrale 

(9) 


Q (C j 7]^) 8 X I ^0 8 X 


Sie gestatten aucb eine Integration dnrcb Gleicbungen folgender Art^°^) 


d'.T 8x I 8^ 8y^ _4_ 

I VT 1 “ 


8t 8x, 


,g 8t 8x^ ' 8t 8x^ 




8x, \ 


1?- 

8t 


V 


-I 


dp 


+ y,2“ 


(10) 

WO 
( 11 ) 
ist. 

Bb. Allgemeine Satze itber Wirbelsysteme. Die durcli die 
GleicFungen 

dx/% = dy lri = ds H 


bestimmten Linien keissen die jjWirbellinieii^^. Die Wiibellinieiij 
welcke die Punkte einer gescklossenen Knrve treffen, bilden eine 
„Wirbelrokre“. Die Fliissigkeit in einer sehr engen Wirbelrokre 
bildet einen „Wirbelfaden'^ Das Prodnkt des Flackeninlialts eines 
Querscknitts in die fiir den letzteren geltende, resultierende Dreli- 
gesckwindigkeit ist die „Starke^^ des Wirbelfadens. Die Qesetse fur 
die Wirhelhewegung warden von Helmholtz^) gegeben. Sie lauten: 

1) die Wirbelfaden werden stets von denselben Teilclien gebildet, 

2) die Starke eines Wirbelfadens ist zn alien Zeiten nnd in alien 
Querscknitten dieselbe, 3) die Wirbelfaden miissen entweder in sick 
zuriicklanfen oder ikr Ende an der Begrenzung kaben. 

Diese Gesetze sind die Fundamentaltkeoreme der rationellen Hydro- 
dynamik und sckliessen den Satz ein, dass eine wirbelfreie Bewegung 


100) A. Gr. GixenJdlf Bncy. Brit. 

101) A. L. CmtcJiy^ Paris, M6in. de I’Acad. 1 (1827). 


(Fussn. 97). 

102) S. Weher, I f. Matb. 68 (1868). 


Sieke auck Stokes 
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stets wirbelfrei bleibt (Nr. 1 a). Die Drebgescbwindigkeit bat in einem 
Punkte, in dem die Pliissigkeit wirbelt, allgemein zu reden, einen 
endlichen Wert. Es empfieblt sicb aber, aucb Grrenzfalle zu betracbten, 
in welchen isolierte Wirbelfaden yon unendlicb kleinem Querscbnitt 
und endlicber Starke auftreten. Man kann aucb Wirbelfaden be- 
tracbten, die auf einer Oberflacbe in der Weise yerteilt sind, dass fiir 
jeden Punkt der Oberflacbe das Produkt aus der Drebgescbwindigkeit 
und der in der Ricbtung der Flacbennormale genommenen Dicke des 
Fadens einen endlicben Grrenzwert bat. Solcbe Wirbelfaden bilden eine 
„Wirbelscbicbt“. Oberflacben, an denen die Giescbwindigkeit unstetig 
ist (Nr. If), sind Trager solcber Wirbelscbicbten^®^). 

Wie aucb die Verteilung der Wirbelfaden sein mag, die Fliissig- 
keitsbewegung lasst sicb stets mittelst eines Grescbwindigkeitspotentials 
und eines Yektorpotentials durcb folgende Formel darstellen 

{u, V, w) = (~, + curl(F; a, H). 

Ist die Flussigkeit unbegrenzt und im Unendlicben in Rube und er- 
strecken sicb die Wirbelfaden nicbt ins Unendliobe, so sind die Werte 
yon <p und F, G, H in einem Punkte (x, y, s) durcb die in alien 
anderen Punkten berrscbende Dilatationsgescbwindigkeit & und die 
Drebgescbwindigkeit yermoge der Formeln^^) 


(P 


^ =JJf hr 


gegebeii, wo r den Abstand der beiden Punkte {x,y, 0 ) und (x',y,h) be- 
zeicbnet. Haben wir eine feste oder sicb bewegende Greuze, welcbe 
die Flussigkeit umscbliesst, so ist zu dem so bestimmten (p nocb 
eine solcbe Losung yon Ago = 0 binzuzufiigen, dass die Grenz- 
bedingung erfiillt wird. Ein Wirbelfaden yon der Starke m liefert zu 
den Gescbwindigkeitskomponenten in einem Punkte (x, y, b) Beitrage 
yon der Form®) 


m 


1 

I 

1 

_ ^ ~ 

y' dz' \ 

^ V ds 

9-8 

ds) 




wo ds das Bogenelement des Wirbelfadens im Punkte (x', y', s'') M. 
In einem Punkte, in dem die Bewegung wirbelfrei ist, liefert ein Wirbel- 
ring (oder ein Wirbelfaden obne Ende) yon unendlicb kleinem Quer- 
scbnitt fiir das Gescbwindigkeitspotentiab einen Beitrag mUjiiic, wo 


103 ) Helmholts (Fussn. 37 ); vgl. IV 14 , Nr. 5. 

104 ) IV 14 , Nr. 10. StoTces, Cambr. Phil. Soc. Trans. 9 ( 1849 ), p. 1 — Papers 2 , 
p. 243 ; Helmholtz^ Wirbelhewegung. 
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ii der korperiiclie Winkel ist, den die yon jenem Punkte nack dem 
Wirbelring kinlaufenden Straklen nmschliessen 

1st fiir eine inkompressible Flnssigkeit zn irgend einer Zeit die 
(notwendig solenoidale) Verteilnng der Drekgescliwindigkeit gegeben, 
HO ist die instantane Gesckwindigkeit der Flussigkeitsteilclien, eineiiei 
ob die Miissigkeit begrenzt ist oder nicht, in jedem Punkte bestimmt, 
und es iindert sicb. die Drebgesckwindigkeit weiterbin mit der Zeit 
nacb. dem durcb die Grleicbungen (3) in Nr. 3 a ausgedriickten Gresetz. 
Somit ist die Bewegnng in jedem folgenden Zeitpunkt ebenfalls be- 
stimnat. Da die Wirbelfaden sicb mit der Flussigkeit fortbewegen, so 
ist insbesondere aucb die Bewegung der Wirbelfaden bestimmt und 
wird Ton Gdeicbungen beberrscbt, aus denen alle Krafte eliminiert 
sind 

In einer unbegrenzten^ inkompressiblen Flussigkeit, in der irgend- 
wolcbe Wirbelbewegung yorbanden ist, die sicb nicbt ins Unendlidie 
erstreckt, wird die kinetiscbe Energie durcb die FormeD®'^) < 

*////// ^y' 

ausgedrilokt. 

Man kami sicb die Bewegung aus der Rube durcb Einwirkuug 
ausserer impulsiyer Krafte und impulsiyer Drucke erzeugt denken, 
Bezeicbnen wir die ersteren mit X', Y', Z' und den impulsiven 
Druck mit so baben wir Gdeicbungen yon der Form 


QU~X' — 


dx ’ 


WO wir jPo nocb auf unendlicb yiele Weisen wablen kdnnen. Wir 
nebmen eine Oberflacbe 8, die alle Wirbel umscbliesst; es ist dann die 
Bewegung auf der Aussenseite wirbelfrei mit einem Geschwindigkeits- 
potential 93 . Wir wablen ferner ausserbalb yon 8 gleicb — Qcp 
und lassen den in der Ricbtung der Normalen genommenen Diffe- 
rentialquotienten yon Pq' beim Durcbscbreiten der Flacbe sicb stetig 
iindern. Man bilde sicb dann fur das System der fiir die Punkte inuer- 
balb von 8 geltenden Impulse X', Y', Z' die resultierende, impul- 
sive Scbraube, und sucbe deil Grenzwert, dem diese Scbraube zustrebt, 
wenn 8 sicb bis ins XJnendlicbe ausdehnt. Die so erbaltene resul- 
tierende Scbraube wird kurzweg der „Impuls“ genannt. Ibre 


106) Lamb, Hydrodynamics p. 233. 

106) Die allgemeiae Bedeutung dieses Resultates erlautert J. La/rmor, 
Nature (52 (1900), p. 454 — Brit. Assn. Eep. 1900, p. 624. 

107) Lamb, Hydrodynamics p. 240. 
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Komponenten sind durcli Gleichungen folgender 

Form gegeben 

li = ^ri)dxdyd0,... Xx = 9 JJJ'(y^-\-0^)^dxdy d0, .... 

Das Interesse an dem Studium der Wirbelringe in einer idealen, 
inkompressiblen Fliissigkeit ist besonders durcb Sir W. Thomson’^ 
Tbeorie der Wirhelatome'^^'^) bedingt, nach welcber die Atome der 
Materie durcb Wirbelringe (Wirbelfade'n ohn,e Ende) reprasentiert 
werden. Solclie Ringe sind unzerstorbar und undurcbdringlicb, und 
die Zusammenbangszabl des einen solcben Ring umgebenden RaumeS; 
sowie die Wirbelstarke sind konstant. Man bat aucb Systeme zu- 
sammengeketteter Wirbelfaden als Reprasentanten fitr die Atome ge- 
wisser Stoffe eingefiibrt^®®). Um zu entscbeiden, ob eine auf diesen 
Gmndlagen rubende Tbeorie eine Erklarmig der tbermiscben Eigen- 
schaften der Gase, sowie der der cbemiscben Zusammensetzung ent- 
spiecbenden Spektrallinien und der Yorgange der Dissociation und 
cbemiscben Yerbindung geben kann, bat man Untersucbungen an- 
gestellt, welcbe u. a. die gegenseitige Einwirkung zweier Ringe, die 
nabe genug an einander liegen, um sich zu beeinflussen, ferner die 
Perioden und die verscbiedenen Scbwingungsarten von Wirbelringen, 
sowie die Stabilitat von Wirbelsystemen^^”) betreffen. Alle diese 
Dinge sind insbesondere von J. J. Thomson behandelt worden. Er 
benutzte bei seinen Untersucbungen die Pormeln fur die Energie, 
den Impuls und das Gescbwindigkeitspotential, letzteres in der Form, 
wie es von einem Wirbelring mit unendlicb Ideinem Querscbnitt 
berriibrt. 


3 c. Kreiswirbel. Systeme von dtinnen kreisformigen Wirbel- 
ringen mit gemeinsamer Axe wurden von llelmholt0^) betracbtet. 
Die Gescbwindigkeit der als inkompressibel angenommenen Fliissig- 
keit wird durcb eine axiale Stromfunktion t/j bestimmt. Das Yektor- 
potential stebt recbtwinkelig zu den Meridianebenen und bat die 
Grosse — yj/m. Die Drebgescbwindigkeit a ist ebenfalls recbt- 
winkelig zu den Meridianebenen, ihre Grosse wird durcb die Gleicbung 

2a = i.(^ + - A 




m dto, 


108) J. J. Thomson., Vortex-rings, 

109) Pbil. Mag. (4) 34 (1867). 

110) Sir W. Thomson, „Voi'tex-Statics“, Pbil. Mag. (5) 10 (1880); „Maximuna 
and minimum energy in vortex motion“, Nature 22 (1880), p. 618; Pbil. Mag. (6) 
23 (1887), p. 629. 
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gegebeii. Bei stationarer Bewegung erfordert die Konstanz der Wirbel- 
fildenstarkej dass m/W eine Kunktion" von ijj Fiir einen ein- 

zelnen diinnen Ring von der Starke m kann man die Bewegung an- 
naliernd^^®) bestimmen, wenn man annimmt, dass der Querscliiiitt 
des Wirbelringes ein Kreis vom Radius c, die Offnung ein Kreis 
voin Radius a ist; c/a muss dabei klein sein. Ferner nimmt man 
an, dass a/W fur den Querscbnitt konstant ist. Dann ist die Trans- 
lationsgescbwindigkeit Wq angenabert w(2ji:a)~^ log (8a/c) und 
die Stromfunktion ebenso angenabert durcb die Gleicbung 


rjj 


mata 

2 JR 




y a® -j“ 


b 


2a® 
a* -b 


COS# + 


a® + 




COS# d# 


gegebeii. Die Fliissigkeitsteilcben, deren Babnen gescblossene, durcb 
die Offnung des Binges bindurcbgebende Kurven sind, bilden eine 
kompakte Masse, die mit dem Ringe fortscbreitet; die Oberflacbe 
dieser Masse wird durcb die Gleicbung == Wq bestimmt. 

Diese Oberflacbe bat nur dann eine Offnung, wenn c/a so klein ist, 


dass log (8a/c) > 23r ist. 

Die bier mitgeteilte, angenaberte Tbeorie (des einzelnen Kreis- 
rings) bat W. M. Bids durcb Einfiibrung der zu dem Kreisring ge- 
lidrigen barmoniscben Funktionen vervollkommnet. Er bat zunacbst 
den Fall bebandelt, dass eine wirbelfreie Bewegung mit Oirkulation 


um einen ringformigen tloblraum berum stattfindet^^^), er bat ferner 
den Fall eines in der Fliissigkeit fortscbreitenden diinnen Binges mit 
einem Kern von Wirbelfaden^i^^ betracbtet. Er fand, dass, wenn der 
Hoblwirbel sicb stationar bewegen soli, der Druck im Unendlicben 
sein muss, wo 2 m die Oirkulation ist. Er fand ferner, 
dass der Querscbnitt eines solcben Wirbels etwas von der Form eines 


111) Stokes (Fussn. 61) gab die Gleicbung, der i/j bei stationarer Be- 
•wegung geniigt. 

112) Lamb, Hydrodynamics p. 266. 

113) Sir W. Thomson, Phil. Mag. (4) 33 (1867), p. 511 erbielt das Resultat 
(2 jr a)“ ^ {log (8 a/c) — V J , vgl. Lamb, Hydrodynamics p. 260; J.J. Thomson, 

Vortex-rings, T. C. Lewis, Quart. J. of math. 16 (1879), G. Ghree, Edinb. Math. 
Soo. Proc. 6 (1887) fan den alle fur den zweiten Paktor (log (8a/c) — 1 } . Die 
henutzten Methoden konnen indess das zweite Glied nicht genau geben.^ Sir 
TV. Thomson's Resultat wurde von W. M. Hicks (Fussn. 115) durcb Heranziehen 
von Gliedern bdherer Ordnung verifiziert. 

114) Ein Hoblraum der im Text bescbriebenen Art beisst ein „Hoblwirber‘. 
IF. M. Hicks, Lond. Phil. Trans. 175 (1884). 

115) TF. M. Hicks, Lond. Phil. Trans. 176 (1885). Die von Hicks gegebene 

rni A 7? 'Rn.ftsp.t. Hvdrodvnamics 2. im einzelnen umgearbeitet. 
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Kreises abweicM mid mebr einer Ellipse ahnelt^ deren grosse Axe der 
Ringaxe parallel verlauft (die Ellipse ist aber an der Innenseite etwas 
flacber als an der Aussenseite). Damit die nait dem Ringe fort- 
gefiibrte Fliissigkeit selbst ringformig gestaltet ist, muss c/a<10“^ 
sein, wie ebenfalls von Sides gezeigt wurde. Das Resultat, dass ein 
Wirbelring sicb mit einer Art „Atmospbare“ cyklisclier, wirbelfreier 
Bewegung iimgiebt, welcbe gegebenenfalls von einer gescblossenen 
Oberflacbe obne Offnung begrenzt ist, ist in andern debieten pliysi- 
kaliscber Forsebung besonders wiebtig^^®). 

Fiir ein System von Wirbelringen mit gemeinsamer Axe, von 
deiien jeder als unendlicb diinn angeseben werden soil, fiibren wii 
folgende Bezeiebnungen ein : ... seien die Wirbelstarken, 


5 ^ 2 } 


- 2 , die Radien der Offnnngen, Wj. die radialen und axialen 
Gescbwindigkeiten des Ringes, die durcb die iibrigen bedingt 
Sind, 0 , sei der Abstand des Mittelpunktes des Ringes von einem 
festen Punkte auf der Axe und die Grosse des fiir den Je Ring 
geltenden Vektorpotentials, das wieder von der Wirkung der tibrigen 
berrtlbrt. Dann sind diese GrSssen durcb die Gleicbungen®) 


^ ( 2 % — — 0 


an einaiider gebunden. Zwei Ringe, fiir welcbe die Drebgescbwindig- 
keit denselben Sinn bat, bewegen sicb in derselben Riebtung paiallel 
zur Axe vorw'arts und konnen dabei abwechselnd durcb einander bin- 
durcbgeben. Ist der Sinn der Drebgescbwindigkeit zweier Ringe ver- 
sebieden, so nabern sie sicb dabei mit stetig abnebmender Gesebwindig- 
keit und breiten sicb mit stetig wacbsender Gescbwindigkeit aus^^"^). 

3d. Ebene Wirbelfelder. Die allgemeine Tbeorie der Wirbel- 
beweguiig kann durcb eine Diskussion der zweidimensionalen Be- 
wegung illustriert werden. Dies kommt darauf binaus, dass wir die 
Bewegungsformen eines Systems paralleler AVirbelfaden betraebten, 
deren jeder die Ebene, in der die Fltissigkeitsbewegung erfolgt, in 


116) J. Latmor, Loud. PHI. Trans. (A) 185 (1894), p. 774. 

117) Die experimentelle Untersuebung der im Texte gegebenen Satze iiber 
Wirbelbewegung regie bereits HeWzoZfe, Wirbelbewegung, an. Was die in dieser 
Hinsicht benutzten Metboden and Eesultate angebt, siebe W. B. Eogers, Amer. J. 
of science and arts (2) 26 (1858), p. 246; E. Beuscli, Ann. Pbys. Cbem. 110 (1860); 
P. Cf. Twit, Lectnres on some recent Advances in Physical Science, London 1876; 
B. S. Ball, Dnbl. Trans. 25 (1878); M. Brilloiiin, Toni. Ann. 1 (1887). 
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einem singularen Piiiikt schneidet (Nr. le oben). Sind Wg,... die 
Stiirken der zii den Pnnkten {x^, V^), ■ ■ • geborigen Wirbel- 

f aden, so ist der reelle Teil sowie der imaginare Teil toii + iy^) 

k 

konstant’*’) iind das System verlialt siob soj als ob es einen festen 
Schwerpiinkt besasse. Ferner sind die Grrossen + und 

k 

log I % -i- iy^ — Xj^ iyj,' I konstant “®). Besondere Falle 

hat im einzelnen W. GroUi^^^) aiisgearbeitet. HehnhoWs Tbeorie 
der Bewegnng mehrerer kreisformiger Wirbelringe mit gemeinsamer 
Axe kann bier dnrcb das Verbalten von Wirbelpaaren, die symme- 
trisch m einer geraden Linie liegen, illustriert werden. Die Starken 
der beiden Wirbel eines Paares baben dabei gleicben absoluten 
Wert, die Drehgescbwindigkeiten aber eritgegengesetzten Smn^®°). 
Die „Atmospbare" eines solcben Paares bat JE. Biecke'^^^) betracbtet. 
Die Stabilitat spezieller Konfignrationen paralleler Wirbelfaden be- 
leuchtet das allgemeiue Problem der Stabilitat zusammengeketteter 
Wirbelfaden. Wenn n Wirl^el in den Ecken eines regularen Polygons 
angebraobt werden, so konnen sie sick gleicbformig anf dem Umfange 
des iimbescbriebenen Kreises bewegen; diese Bewegung ist stabil, so- 
lange n den Wert 6 nicbt iibersobreitet^®®). 

Ebene Wirbelbewegung in kompressiblen Fliissigkeiten wurde 
von L. Grat 0 ^^^) und C. Ghree'^^^) betracbtet. Der letztere benutzt 
seine Resultate, um eine Tbeorie der Cyklonen zu geben. Durcb An- 
wendung der axialen Stromfunktion bat W. Wim eine allgemeinere 
Tbeorie der Cyklonen entwickelt; die Lnft ist dabei als eine inkom- 
pressible Fltlssigkeit betracbtet. 

3 e. Sohwingungen von Wirbeln. Sir W. Thomson bat das 
allgemeine Problem der Scbwingungen eines Wirbelringes durcb die 
Dntersucbmig der Scbwingungen eines cylindriscben Wirbels in An- 
griff genommen, wobei er den letzteren einmal als bobl, das andere 


118) Kirchhoff^ Mecbanik p. 259, 260. 

119) Diss. Gottingen 1877; Zurich, Vierteljahrsschrift 22 (1877). 

120) W. Grmi (Fussn. 119); A. E. H. Love, Load. Math. Soc. Proc. 26 
(1894), p. 186. 

121) GOtt. Nachr. 1888. EiecJce und Grobli (Fussn. 119) geben Zeichnungen 
fur die Bahnen der Teilchen. 

122) Zeitschr. f. Math. 26 (1880). 

123) EcHnb. Math. Soc. Proc. 6, 6, 7, 8 (1887—1890). 

124) Lehrbuch der Hydrodynamik, Leipzig 1900, p. 71 — 83. 

125) Phil. Mag. (5) 10 (1880), p. 165. 
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Mai als von Wirbelfaden durcbzogen voraussetzte. Die Schwingungen 
eines kreisformigen Wirbelringes wurden von J. J. TJtomson W. M. 
Sicks und S. 0. PocUington diskutiert. 

1st der Ring kolil iind der Radius c des Quersclmitts klein im 
Vergleick zum Radius a der Offiiung, so siiid die Sckwingungsarten 
folgende: 

1) Querschwingmgen {sinuous vibrations) — die Mittelpunkte der 
Querscknitte werden oline Grestaltsanderung der Querscknitte ein wenig 
versckoben. Fallen n Wellenlangen auf die Kreisperipkerie und ist n 

nicht sehr gross, so ist die Periode — wo die 
° w y (w^ — 1) 

Translationsgesckwindigkeit des Wirbelringes bezeicbnet. Wacbst n, 

so vermindert sick die Periode rascker, als diese Formel angiebt. Das 

Resultat ist dasselbe fiir YoUringe und Hoklringe^"®). 

2) Pulsationen — aUe Querscknitte deknen sick gleickzeitig und 
in demselben Maasse aus und zieken sick ebenso gleichmassig wieder 

zusammen. Die Periode ist m ’ Wirbelstarke 

und il der Druck im Unendlicken ist^^^). 

3) Biffelschwingimgen {fluted vibrations) — der Querscknitt andert 
seine Form in der Art, dass n Wellenlangen auf seinen Umfang fallen. 
Mag diese Deformation in versckiedenen Querscknitten dieselbe sein 
Oder nickt, vorausgesetzt nur, dass sie nickt zu rasck entlang der 
Kreisperipkerie des Ringes variiert, stets giebt es zvp-ei Arten von 
Sckwingungen mit den Perioden 23t/(?i und 23r/^2, wo und 6^ die 
Wurzeln der folgenden Gleickung sind: 

6^ + 43t^^<5' — -)- AiTt^n {n — 1) — 0. 

4) Perlschwingungen (beaded vibrations) — die Querscknitte deknen 
sick in der Weise abweckselnd aus und zieken sick ebenso wieder 
zusammen, dass ikr Flackeninkalt langs der kreisformigen Peripkerie 
des Wirbels karmonisck variiert. Fallen n Wellenlangen auf die 

2 

Kreisperipkerie, so ist die Periode — , wo 


l-iTl-s 

s 

i 


WoJ 

27taWg 1 1/ ‘'I 

m ' ^ 

_L 1 / 1 1 / 1 1 ^ A 

[1 + /s + A + • • • + 2 ^ __ ij 


126) „The complete system of the periods of a hollow vortex-riiig“, Lend. 

Phil. Trans. (A) 186 (1895). . 

127) Siehe H. C. PocUington (Pnssn. 126). Analoge Resultate erhielt A. B. 
Basset^ Hydrodynamics 2, p. 92, wodurch er Entwickelungen von W. M. Sicks 
Fussn. 115) verbesserte. 
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5) 7)imir)isschn'hAjumfm {iwisktl vibraiums) - Hm halxMi ziinjkilist 

(Iliarnktcr wia (lit* ,, fluted inhmtmm^^, do{‘,li variiort die T)o- 
fdrmtd-itai Isln|.^8 tlt*r Krt'iHperiplierit* raHoli, sadass eiiie fi^rosso Anzalil ii' 


Wi*IIi»niilageii deretdbim aiif dieBt* 
iHi; dundi die Gleitdiuiig 

tf‘ + d.Trati ■ ~ "f- djr,^* | 4- 

' W (i ' I ' 


k*ri|)heri(? eatfilllt. Die Periodo 


llhn K'Jflhv')^ j/s 

k I 


0 


gt*gt‘ben, wu 2hu tlt*r liadiuH d((B QvutrRclinitts uiid 

tir;. 

tniH *J.H^ 

, , dAr 
fl 4« #'*i“ -I- 4 

Dit* fdliticd vihruiitms'^ siiid liitauacli die einzigea, bei deiitai dit* 
Periodtai van der 'rnaiHlutitiaagcsidiwindigkeit uiadddingig sind. Die 
Periodeii ein(‘H Vttllringes, der ttiaen K(*rn van Wirbtdfaden eiifchiilt, 
warden filr d(‘n IbtH, dasH es Hieb uui Scliwingungtfn luuidtdt, diti d(*n 
IbilHatiarieii and rihrufionk^ eiiu's IbdilringH taitHpreelien, vtni 

IP. M. i/ifV7t,v unterHnt'lii. 

S f. 0eg0i!i,i©itig6 Wirkimg beliebigor unendlich dtlnnoT Wirbelringe. 
Fllr zwei dllmu* Iliiigo tielmndeltt*, tf. J. Thommik^'^) diessts Wirknng 
nriter der Annabitn*, daHH d(*r AbHtand r.wiHeiit'n di*n Ilingtni nfcetH ein 
gr«HBt<8 Vi«»lfa(dH!H deH r)iir(diineH.R(*rH (tiiu'.s jeden dtn* liingft i.st, Er 
hitfc die in den liadien d('r b(dd{*n liingo liivrvorgtvnifeneu Wirkungen, 
die Aiulerungen d<n* Balinen ihrer (kHitrtni and diti (ittHtaltsjindeningtni 
ihrt*r (knitraninien heHtinimi. Bei dttm Zu.sannutniHtoMR gtnvinnt der 
lling, dfHHeii EiuHuh walehst;, an innert*!- Bknngit*, imd Innde Binge 
geriilen iu tdiwii Zuatand van Queratdiwiiigungtni. DnrHtdbt; Autor bat 
antdi dus Praldein btdiandtdtj dit* tut i*iiu‘ui kugtdlnrmigtni Hindtn’nisH 
vttrbei erfolgende Bewegimg eintts Wirl)elring(‘H m b(*Htinnn<*n 
T. (I I^nck wnndte aiif deii h<‘Hnndt‘r(*n Ptdb dan.s di(t Axt* deH EiiigoH 
dniadi dan Centrum der Kuge! hindiirebgidit, di»‘ Metbndtt der Bilder 
an 

tig. Wirbel von ondliohom QaereGlmitt, Diti Mtdbode von 
J. J. Thurnmn liissfc .sitdi anf Wirlnd iuiwtnideii, dto'en Querscbnitt ho 
klein im Vtn'gleitdt '/.u der (*)ffnung int, dasH dit' wirklifduj Gesfctdt- den 
Cbn*rHtdmitts tiinl die. Verttdlung d«‘r DrehgeHidiwindigkeit iiu Innern 
tl<*H Wirl)t»Igtd>ii*t(»B niebt inn (lewicdit fiillen. Die* nnter Nr. tie. ge- 
nannte Metiiode v<ni W.MJihkii giebt htn gewisHeu Problemen Kor- 
rektioinai von dtn- Natur eiintr zweitwi Ainiiibernng. Ninnnt der in 
Wirhelbewegnng IteUndliebt! Fli'iHsigkeitHteil ein Voluinen ein, von 


KA'ilyik 
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3. Wirbelbewegungen. 


dem keine lineare Dimension als Idein angeseken werden darf, so 
gestalteii sick die Probleme weitaus kompkzierter. Besondere Auf- 
merksamkeit ist der Bestimmung von stationaren Bewegungen ge- 
sckenkt worden, sowie anek der Auffindung derjenigen Blacken, 
welcke den in Wirkelkewegung kefindlicken Teil der Plnssigkeit von 
dem wirkelfreien Teil trennen. An einer solcken Okerflacke sind die 
tangentiellen iind normaleii Komponenten der Gesckwindigkeiten, 
sowie der Druck stetig. Die Bedingung ftir die Stetigkeit des Driickes 
ist identisck erMlt, wenn die Gesckwindigkeitskomponenten den an- 
gegekenen Bedingungen geniigen^^®). 

Bei zweidimensionaler Bewegnng ist die Drekgesckwindigkek g 

mit der Stromfnnktion -ijj durck die G-leickung — = + ^ 

verknnden. Die Bedingung fur die Konstanz der Wirbelstarke wird 
durck die Dleickung || = 0 ausgedriickt. Ist die Bewegung statio- 


n’ar^^^)j so gilt kiernack 

( 1 ) 


d^'ip 


1 



G. Kkclihoff^^^) kat gezeigt, dass ein Wirbel mit gleickformiger Drek- 
gesckwindigkeit durck eine Ellipse mit den Halkaxen a, h, welcke 
mit der Winkelgesckwindigkeit 2^ah/(a ty im Sinne der Drek- 
gesckwindigkeit urn ikren Mittelpunkt rotiert, kegrenzt werden kann. 
M. J. M. fand einen stationaren Bewegnngszustand, der dem 

Kirchhof^dim elliptiscken Wirbel entsprickt, indem er annakm, dass 
die Bliissigkeit nack aussen durck eine mit der Begrenzung des 
Wirbels konfokale Ellipse begrenzt sei. KircJihofs und eUip- 

tiscke Wirbel sind stabiVwenii die Excentrizitat nickt zu gross ist^®^). 
Die Losung des Problems der wirbelfreien Bewegung in einem rotie- 
renden Cylinder oder Prisma bestimmt zugleick die Wirbelbewegung 
mit gleickformig verteilter Drekgesckwindigkeit in dem als ruliend 
vorausgesetzten Cylinder Man kat Lbsungen von Problemen, die 


128) JR Eargreaves, Loud. Matb. Soc. Proc. 27 (1896), p. 281. 

129) Mecbanik, p. 261. A. E. H. Love, Quart. J. of matb. 27 (1895) debnte 
die Resultate auf die Falle aus, in denen die Dicbte ausserbalb und innerbalb 
des Wirbels verscbieden ist und eine Unstetigkeit der tangentialen Le- 
scbwindigkeit an der Trennungsflacbe stattbat ; S. A. Tschapligin, Moskau, Naturf. 
Ges. 10 (1899) bebandelte den Pall, wo ausserbalb des CyHnders _ eine Wirbel- 
bewegung mit einer verscbiedenen gleicbformigen Drebgescbwindigkeit gegeben ist. 

130) Lend. Pbil. Trans. 175 (1884). 

131) A. E. H. Love, Lend. Matb. Soc. Proc. 26 (1894), p. 18. 

132) A. G. GreenhUl, Ency. Brit.; Ygl. Stolces (Pussn. 61) und F. D. Thomson, 
Oxf. Cambr. and Dubl. Mess, of matb. 3 (1866). 
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sicii auf die Bewegung eines Wirbels mit kreisformiger Grenze be- 
zieben^ mit Hiilfe von JBme^’sclien Fnnktionen gefunden, indem 
man fur /(^) in Gleicbung (1) einsetzte ^33^^ 

Damit eine stationare Bewegung in drei Dimensionen moglicb 
ist, muss sick in der Fliissigkeit eine Sckar von Blacken, jede tlber- 
deckt mit emem Netzwerk von Strom- und Wirbellinien, so zieken 
kssen, dass das Produkt qcoBm^dv fiir jede Flacke konstant ist^s^). 

ler bezeicknet co die resultierende Drekgesckwindigkeit, jS den 
Winkel zwiscken den Ricktungen von q und « und dv die Lange 
der FTormale, die zwiscken zwei unendlick benackbarten Blacken der 
bckar gezogen ist. Die Grosse 


-/ 


dp 

Q 


72 9 .^ 


ist fiir jede dieser Blacken konstant. 

W. J. M. BanUne^^^) gab die Bormel fiir die Oberflacke eines 
vertikal verlaufenden Hoklwirbels in einer sick unter Einwirkung der 
Sckwere bewegenden, mkompressiblen BMssigkeit; sie lautet 4?©^ 

Z “ Horizontalebmen = coast. 

■ ■ ■ J zeigte, dass als Grenze eines Wirbelgebietes eine 

ugel .Tom Radius <, auftreten kanu; die Bewegung ist dauu durch 

u Z Stromfunktiou gegeben,. welcbe imierbalb bezw. ausser- 

halb des Wirbelgebietes die Werte 

( 2 ) 


w 

03^ (3 -f- 3^2 




2(^!® -f- 55*)°'^=^ 

™ bugelfdrmigeu Wirbelgebietes bat 
W. Jif diskutiert. Bei diesen ist die in MeridiaLbeueu er- 

folgeude Wirbelbeweguug mit einer Bewegung reebtwinkelig zu diesen 

detr Wirbelbewfgung, bei 
tZen der TTb““^ T'* u “ -a«>menfallen uSd die 

und r M Sind, wurdeii von B. Beltrami 

und G. ilforeru») stadiert, TT. Fbigl-) diskutierte ein Beispiel einer 


13S) Lmib, Hydrodynamics p. 264 . 

134) Lamb, Lond. Matk. Soc. Proc 9 (1880) 

Math. Soc. Proc. 27*i896), p. 299, ' ''«b B. Bargream, Lond. 

l5«i 189?! bond. Phil. Trans. (A) 192 118981 

138) Nuovo Cim. (3) 25 (1889), p. 212. ^ (1S93). 

139) Eom, Acc. dei Line. Eend. 5 (1889). 



4. I)(?r Bebwere itijwigc El!t|w*nil»*. 

Wirbelbewogvnig iimerliulb <bn<*r <*IHpsuitIiKfhau Ht‘grca/.U!ig, 

Die Gftscliwindigkeitwi wt?rtl«n linasira FuuktioiuMi ili*r Kimraiauttns 
und (lit! l)r«kg«*»ckwhuligkpit, iHt tha'fli t'Uiptisfhc Ftmktidutm tlm' 
Zait gegaljan. FlftHsigkaitHlicnvagungaii, Inn /wur dsa- curl >n, r. n ■ 

nicht veimdiwiiuiut (MutluHH Wirbidfiidctt vurlutmliui huuI), bui ilcntui 
iibar fiir (‘inun uiitllicbi'ii Wart vuu n curI“|Wj «’l varHchwindct, 
batracbtatan II liiui (\ I'kiri *'**). Lrd^.tcra hut dicnc 

Untarsuebuiigaii aui' koiupraHHilib* FlflHHtgkaitau tntti Wilic Miihuig 
kaitan iiuggadaiini. 


4. Ber eigeiiew Hfliwere !iHt4%rw#rfeai', iilwigt* 


4a. AUgemeine Theorto. V«» liytlrotlviiatulialiati i:*r»hltiiiif*it, 



aiuar der eigtmen Srhwara iiiitarwtrribitaii FlIisHtgktdtHiiiiww* 
wordan, die Hitdi h« hewegt, diWH ibn* aiiiliirgllfl* t*l!i|i«intiiHaiu* Ohar- 
liacha fortgesutet ellipauidiHtdien Fiuinikter hidiitit Auf dir Iluirr 
micliimg-en von M'ndmmn uiid Jtmdd int Htduuj i« IV lb, Nr. tl iutr 
gewiiiHen, II 0. L. Ilmdiid ^'^'^) iiutarHuehtH dm I*ruldaiu. iiwirui i*r 
von dar Amiahiue auaging, dann tlir Kuardiiuiirit drr d’ldtiduui liiirarr 
Funktiunoii der A»fkngHW«*rie Hiiiti, Fr tndiieit nm liUHrrichwidi* illri 
tdivmgeu, um <lie Ktiefti'/ituiteii til« Fuiiktiuiiru 'drr Zint brnttiuiiirit 


|.!8 

llei Aimahiiie der (ihduhuirg A" i,t "i’ 1% " ^ I'dr dtr IVru* ■Uttcrliitrin* 

wird der I)nick|i bei thm (lureli die Forme! p if |I ■■ ■ | 


ausgedrilekt, unter o' inuc Funktitui ilcr Zctl \n>t.uidi-j( /■' 
zeigte, wie man die DitlenuiiiHlglejclunigeu itj die kaiitoiuvcbc F«cuii 
die BewegimgHgleiidiuugen eiuen dy mini iHehru SyntnuH luit ti.-, 

heitagradeu bringt. lUvmamd'^^) lie/.ug die Lntjmn(p'‘ A\vn Hr^vt gtn ,* 
gleiclmngen der Ilydrudyiiumik auJ' bevvt'git* As^eii uiul taiui c.. 
System von xeiin (iieie-bungeiij dureli weltdm die liiugeii der 


140) Amer. .1. of math. 0 (IHHOj, 

141) NUOVO Him. (3^ 31 *,18011); (Hi mi ilHOll; *4| 1 I'iKUl*'- liwi He 4 

(1804); PiHa, Ami. 7. (1806). 

142) ('Hitt.. Abb. 18(10 uud .1. f. Miiili, rm -ihiM’, I»ii* AlikmuiliiHM wt 
uiFeritlichte M, Dedekind, welelier eiiiige ZmiiUi'i- ni.K'liO*, 

143) J. f. Miitli. 50 (18(11). Biebe luicli J. A'. //. Imv ,, Ihiil. Mag 4 A 1 O'* 
(1BB8). 

144) (liitt. Ahh. 0 (IHOI) (hw. imiih. Wcrke, Lct|»xii.r ic lOK, 2 , A«li 
1892, p. 157. 
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axen des Ellipsoids zu irgend einer Zeit, die Wiiikelgescliwindigkeit 
um dieselben, die Drehgeseliwmdigkeit und der oben eingefiibrte 
Koeffizient c aneinander gekniipft sind. A, G. Greenhill und A. B. 
JBasset^^^^ beiiutzten die auf bewegte Axen bezogeiieii AJ^fer’sclien 
G-leicbangen. und bildeteii Ausdriicke fiir die Grescbwindigkeitskom- 
ponenteiiy indem sie 1) eine Bewegung init gleicbformig Terteilter 
Drebgesoliwindigkeit, 2) eine wirbelfreie Bewegung, die von der Ro- 
tation der Begrenzungsflacbe herriilirt, 3) eine wirbelfreie Bevregung, 
welcke von der Grestaltsanderung der Grrenze herstammt, kombinierten. 
Sie erkielten dieselben G-leickungen wie JRiemann. Diese Grleicbungeii 
liaben ^ drei Integrale, welclie die Konstanz der Energie, der Be- 
wegungsgrosse und der Wirbelfadenstarke aussagen^^), 1st die Ober- 
flacbe ein SpE'droid^^"^) oder ein elliptiscber Cylinder so sind bier- 
mit alle ersten Integrale des Problems gev 5 ^onnen, und die Bevregung 
des Systems ist durck Quadraturen zu bestimmen. Die Grleickungen 
der Oberflachen, die bei der Bevsregung stets von denselben Teilcben 
gebildet werden, wurden fiir das allgemeine Problem von M. J. M. 
Rill bestimmt. Er driiokte auob die Beschwindigkeitskomponenten 
durcb die Eormeln (4) in Nr. 3 a aus. Bei den stationaren Bewegungen 
eines fliissigen Ellipsoids bleiben die Langen der Hauptaxen, Hire 
Winkelgeschwindigkeit und die Verteilung der Drebgescbwindigkeit 
im Innern der Pliissigkeit konstant. Biema%n^^) zeigte, dass bei 
stationarer Bewegung die Axe der resultierenden WinkelgescEwiudig- 
keit, mit weleber die Hauptaxen rotieren, und diejenige der resultieren- 
den Drebgescbwindigkeit zusammenfallen miissen. Es giebt Ealle der 
stationaren Bewegung, bei denen diese Axen mit einer Hauptaxe 
zusammenfallen, und andere, bei denen dies nicbt eintritt, wo sie 
aber in einer Hauptebene liegen^*^®). Die Bewegungen erster Art um- 


145) Cambr. Phil. Soe. Proc. 3 (1879), p. 233; 4 (1880), p. 4. Greenhill 
betrachtete nur stationare Bewegungen. 

146) Lend. Math. Soc. Proc. 17 (1886) und Hydrodynamics 2, ch. 16. 

1.47) Die Losung fur diesen Pall gab BiricMet (Pussn. 142). Sielie auch 

Basset, Hydrodynamics 2, p. 102. Betreffs des speziellen Falls, in welchem die 
Bewegung wirbelfrei ist, siehe W. M. Hides, Cambr. Phil. Soc. Proc. 5 (1883). 

148) B. LipsehiU, J. f. Math. 78 (1874), p. 245. Siehe auch A. E. H. Love, 
Quart. J. of math. 23 (1888), p. 153. 

149) Bond. Math. Soc. Proc. 23 (1892). 

160) Alle diese Pormen gab Bieniann (Pussn. 144). Perner diskutierte sie 
Greenhill (Pussn. 146) und Cambr. Phil. Soe. Proc. 4 (1882), p. 208. Die Pormen 
der stationilren Bewegung und einige Pormen periodischer Bewegung behanclelte 
E. Badom, Pisa, Ann. 1 (1871). 
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fassen die verscHedenen Falle eines nacli Art eines starren Korpers 
rotierenden Fliissigkeitsellipsoids, wie sie von Madaurin und Jacobi 
entdeckt wnrden. Sie umfassen auch einen Fall, bei dem die sicli 
bewegende Fliissigkeit eine Oberflache von der Form des JacdbV^ohm. 
Ellipsoids besitzt, jedocb die Oberiiaclie in Rube bleibt^^^); diese 
Bewegmigsform iiennt man das „D(?c?e/cm£^’scbe Ellipsoid". Riemann'^^) 
diskutierte aucb die Stabilitat der verscbiedenen Arten der stationaren 
Bewegung init dem Ergebnis, dass JacoU’s und DedehinJs Formen 
stabil sind, Maclaurin’s Form aber nur stabil ist, wenn das Ver- 
haltnis der kleinsten zur grossten Axe des Spbaroids den Wert 
0,303327 ... uberscbreitet. Diese Resultate (betr. Stabilitat) wurden 
indess nur unter der Annabme erbalten, dass die freie Oberflaolie 
jedenfalls ein Ellipsoid bleibt. 

4b. Nahere Angaben Tiber Maelaurin’s Spbaroid und Jacobi’s 
Ellipsoid. In der Bezeicbnung von IV 15, Nr. 9 konnen die von den 
Axen des Jacob^’scben Ellipsoids erfiillten Gleicliungen so angeselien 

• €0 ^ 

Tverden, dass a/h und a/o durcb einen Parameter gegeben 

sind, .Die solclierweise entstehenden Ellipsoide bilden eine lineare 
Reibe Die Maclawin’schen Spbaroide bilden eine ebensolcbe 
Reibe, in der a /I konstant == 1 ist, welcben Wert der Parameter 
aucb baben mag. Diese beiden Reiben baben ein Spbaroid gemein, 
fur welebes die Grosse f (= ~~l) der folgenden Gleicbung 

geniigt: 

(1) (3 -|- 14:f^ -|- arctangf = /’(3 -}- IS/"^). 

Die Wurzel ist f = 1,39457 .... Bei der Reibe der Jacoln'^ckm 
Ellipsoide nebmen wir allgemein an, dass a'^h'^ c ist; dann ist der 
Wert von a/c, welcber der Gleicbung (1) entspricbt, der kleinste, der 
fiir solcb ein Ellipsoid moglicb ist; wacbst nun a /I Tiber 1 binaus, 
so nebmen aucb die beiden Grossen f und a/c immer zu. Thomson 
und gaben an, dass das Madaurin^ Spbaroid stabil oder 


151) Von B. BfdeJcind (Pussn. 142) entdeckt. Siebe aucb A. E. II. Love 
(Pussn. 143). 

152) E. Poincare, Acta matb. 7 (1885), betracbtet die Jacofti’schen 
soide als Beispiele von Gleicbgewicbtskonfigurationen eines meclia,niscben Systems 
mit einer endlicben Anzabl n von Preibeitsgraden, wobei die Koordinaten von 
einem Parameter abbangen. Jede Gleicbgemcbtskonfiguration ist dann durcb 
einen Punkt einer Kurve in einem n-dimensionalen Raume dargestellt; soldi 
eine Eurve nennt Poincare eine lineare Reibe (s6rie lineaire). 

163) Thomson and Tait, Nat. Phil. 2, p. 332. 

154) Nat. Phil, 2, p. 333. 
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labil ist, je uacbdem f kleiner oder grosser als die Wurzel der 
Q-leicbung (1) ist. JRiemann’s Resultat war, dass Labilitat bei 
f > 3,14156 . . . eintritt. 

Die Frage der Stabilitat des JacoMschen Ellipsoids diskutierte 
Poincare^^^) auf zwei Weisen, einmal als Problem der statiscbeii 
Stabilitat, das zweite Mai als Problem der Wellenbewegung. Bei der 
erstea Metbode fiibrte er den Begriff des „Yerzweigungsgleichgewiclits^^ 
ein. Wenn die Konfignrationen des Gleicbgewichts eines mecbaniscben 
Systems von einem variablen Parameter abbangen, so konnen mebrere 
lineare Eeiben solcber Konfignrationen vorbanden sein — da wo zwei 
solcbe Eeiben einander treffen, ist eine Verzweigungsstelle. An einer 
solcben Stelle findet im allgemeinen ein Austanscb der Stabilitaten 
statt. In dem besonderen Palle des JaeoM’schen Ellipsoids nnd' des 
Maclaurin'schen Spbaroids verifiziert dies Thomson nnd Taii’s Angabe 
nnd zeigt, dass das Jacodi'sclie Ellipsoid in der That stabil ist, wenn 
a/ c nnr wenig den Wert, welcber der Gfleiebnng (1) entspricbt, uber- 
scbreitet. Bei der Anfsucbnng derjenigen Falle in der Eeibe der 
Jacohi’acheu EUipsoide, welcbe Verzweignngsformen vorstellen, be- 
nntzte Poincare Xawe’scbe Funktionen nnd bewies, dass Stojrungen 
der Bllipsoidoberflacbe, die den Xawie’scben Funktionen der versehie- 
denen Ordnungen entsprecben, eine diskrete Menge von Verzweigungs- 
formen festlegen, wobei die Werte von a/c mit der Ordnung der 
Lame scben Funktionen wacbsen. Die den beiden Eeiben der Jacohi- 
scben Elbpsoide nnd JKaclaurin’ sch.en Spbaroide gemeinsame Form 
entspricbt einer Xame’scben Funktion von der zweiten Ordnung; 
JacoMa Ellipsoid bort auf stabil zu sein, wenn ajc den Wert uber- 
scbreitet, welcber einer Storung dritter Ordnung entspricbt. Man 
scbbesst, dass dariiber binaus eine lineare Eeibe von stabilen Oleicb- 
gewicbtsfiguren bestebt, deren erste Griieder sicb sebr wenig von 
Ellipsoiden unterscbeiden, die aber weiterbin die Form einer Birne 
oder einer Hantel annebmen. 

Poimare^^^) betonte aucb den Unterscbied zwiscben „sakularer“ 
und „gew6bnlicber^^ Stabilitat Fiir eine Flussigkeitsbewegung ist 
die Stabilitat sakular, sofern die Bewegung bei Mitberiicksicbtigung 
der Zabigkeit stabil ist. Man bat gewobnlicbe Stabilitat, wenn die 
Bewegung unter Annabme einer idealen Fltissigkeit stabil ist. Somit 
erscbeint Riemann'a Bedingung der Stabilitat fur das Macla/iirin'ache 
Spbaroid (f < 3,14156 . . .) als eine Bedingung gewobnlicber Stabilitat. 

Poincare unt^rsucbte andrerseits die Wellen auf dem Jaco&i’scben 


155) Ygl, Thomson and Tait, Nat. Phil. 1, p. 391. 



4. Der eigeneu Schwere ■unterworfene, fliissige Ellipsoide. 129 

Ellipsoid; die entsteh-en, wenn die stationare Bewegung leiclit ge- 
stort wird. Er bewies, dass fur eine wie ein starrer Korper rotie- 
rende Pliissigkeit die gestorte Bewegung vollstandig mit Hiilfe einer 
Eunktion bestimmt werden kann, welche innerlialb einer aus der freien 
Oberflacbe durcb eine bomogene Deformation abgeleiteten Placbe 
barmoniscb ist und an jener Oberflacbe eine bestimmte Bedingung 
erfullt, Diese Methode ist seitdem auf zablreiche Probleme an- 
gewandt worden^®®). Insbesondere benutzte sie Q. H. Bryan zur 
direkten Untersuchung der Stabilitat des Jlfackwnn’scben Spha- 
roids. Br bewies, dass, wenn Biemann’s Bedingung erfullt ist, das 
Spbaroid in der That gewobnlicbe Stabilitat besitzt, aucb wenn 
andere als eUipsoidiscbe Nachbarformen in Betracbt gezogen werden, 
und bestimmte alle Arten und Perioden der Oscillationen des Systems. 
Derselbe Autor bat die Dnterscbeidung zwiscben sakularer und ge- 
wdbnlicber Stabilitat durcb eine Diskussion der Wellen auf einem 
rotierenden Cylinder von zaber Flussigkeit illustriert’'®^). Die Be- 
stimmung der langsten Oscillationsperiode des Madcmrm’Hah&n Spba- 
roids fiibrt unter anderm dazu, G. S. Darwin’s Tbeorie von der Ent- 
stebung des Mondes zu bestatigen^®®). 

Die oben erwabnte Poincare’ sake, bantelformige Gleicbgewiebts- 
figur ist von G. H. Darwin ausfdbrlicb bebandelt worden. Anderer- 
seits ist die Aufsucbung ringformiger Grleicbgewicbtsfiguren gravitie- 
render Massen von rotierender Pliissigkeit der Gegenstand zablreicber 
anderer Dntersuebungen gewesen^®^). 


166) A. E. JET. Love, Quart. J. of math. 23 (1888), p. 168 fur den Fall, dass 
die freie Oberflacbe ein elliptischer Cylinder ist; Lond. Math. Soc. Proc. 19 
(1888) fur den Fall, dass die Flussigkeit in eine elastische Hohlkugel ein- 
geschlossen ist; 8. 8. Bough, Lond. Phil. Trans. (A) 186 (1895) fur den Pall 
einer ellipsoidischen, mit Flussigkeit erfullten Schale; Lond. Phil. Trans. (A) 189 
(1897) for einen Ocean von geringer Tiefe, der einen festen Kugelkern um- 
schliesst. 

157) Lond. Phil. Trans. (A) 180 (1889) und Lond. Roy. Soc. Proc. 47 (1890). 

158) Gf. H. Bryan, Cambr. Phil. Soc. Proc. 6 (1888), p. 248. 

169) A. E. EL. Love, Phil. Mag. (5) 27 (1889). 

160) Lond. Phil. Trans. (A) 178 (1887). 

161) Thomson and Tail, Nat. Phil. 2, p. 333; L. Matthiessen, Zeitschr. f. 
Math. 10 (1865) und Ann. di mat. (2) 3 (1870); Poincare (Fussn. 152) und Paris 
,C. R. 102 (1886), p. 970; A. B. Basset, Amer. J. of math. 11 (1888). Matthiessen 
hat auch die Wirkung einer gleichformigen Komprimierbarkeit der Flussigkeit 
bei ellipsoidischen und cylindrischen Gleichgewichtsfiguren betrachtet, Zeitschr. 
f. Math. 16 (1871) und 28 (1883). 



130 


IV IG. A. JEJ. II. Love. H'ydrodyiiatnilc II. 


5. Wellenlbewegimg inkompressibler Miissigkeiten. 

5 a. Natur der Bewegung Eiiie Masse inkompressilder Flussig- 
keit, die unter Einwirkmig der ScFwere sich in Rnhe beiindetj rt'pril’ 
sentient uns ein ini stabilen Gleicligewiclit befindliclies meclianischo.s 
System. Stort man das Gleicligewioht ein wenig, so wind di(! Fliissig- 
keit Heine Soliwingmigen ausfuliren. Tritt hierboi keiin^ Dissipation 
der Energie ein, so wind sich die Bewegung als cine IJlandage' 
rung von Ideinen Schwingimgen von harnionisclieni Typns auftus.sen 
lassen. Die Perioden dieser Hauptsohwingimgen werdini dmadj die 
Grenzbedingimgen bestimnit. Wenn man die freie OberHiichf^ als 
unendlich ausgedehnt ansieht, so sind kleine Scliwingungen irgend- 
welcher Periode nu'iglich. Audi in dieseni Falle kann man die 
kleine Bewegung steta als aus Teilbewcigungon von harnionisdiein 
Typua zuaamniengesetzt auffassen; jododi ist tis laMpunner, die Aus 
breitung von lokalen Erhebungeii imd Verticjfungtni fiber die Olier- 
flaehe von der gestorten Stello bin direkt ins Auge zu fassen. Diest* 
Anderung des Gesichtspunktes entatelit damua, dass eiia* (unzelne Be- 
wegnng yon liannonischcrn Ty|ius nur dann liervorkoiniut, wenn 
die Storung in geeigneter Weiae tii)er die ganze OberHIidie bin ver- 
teilt ist. Bei einer begrenzten Oberllache ist natiirlicli die anlang- 
liclie Bewegung, die mimittelbar auf die Stoning folgt, beinalie von 
den G-renzbedingungen unabhangig; sie ist also der Bewegung, die 
bei nnbegrenzter Oberfladie erzeugt wflrde, iilmlich. Alles in alleiu 
ist, wenn die Fliissigkeit eine groase Fladie bedeekt, z. B. ini lOille 
eines Ozeans oder langen Kanals, das Hauptinteresse auf die J<'ort“ 
pflanzung der Wdlcn von Ort zu Ort geriditet. lat dagegen die 
Bliissigkeit in einem Bassin. von masaigen Dimensionen eingesdilossen, 
so haben die hannonischen Sdiwingvmgen und deren Perioden mdir 
Iiiteresse. Die beiden Bewegungsarten kann man ala progressive 
Wellen und stehende Oscillationen bezeidinen. Weiterlnn wollen wir 


162) Die Theorie der Wellen bewegung in FluHHigkoiten rnht wait mohr auf 
Beobachtung und Experiment, als die lueistcn andern Zweige der IbeorutiHidnui 
Hydro dynamik. Betreffs der friiheren Untersucliungon (sowobl der tlieoretiKcben 
als dei* experimentcllen) IcGnnen wir auf E. H. und W. Weber, Wellenldire auf 
Bxperimente gegrfindet, Leipzig 1826, verweiHon. Die experinientellen IJnter- 
sucliungen von J. Seott Mmnell, Brit. Assn. liep. 1841 gaben zn zablreiclien tluHi- 
retischen Abhandlungeu. Anlass. Eine ausgedehntis Bibliograpbie gab 0. Huhh, 
Hep. Phys. 26 (1890). Die Theorie der Wellen von permanenteni 'rypus wurde 
von Ilelmholts, Berl. Ber. 1890 und Ann. Pby.s. Gbein. 41 (1890) -- Wiss. Abb. 3, 
p. 333 init allgemeinen dynamischen Tbeorieen in ZuHamiueubung gebraebt; 
siehe auch Lamb, Hydrodynamics p. 421. 
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bei einer Wellenbewegung die Erbebungen und Vertiefungen der 
freien Oberflacbe in erster Annaberung als kleiii anseben, Im Gegen- 
satze dazn wiirde das Problem, die wirkliche Form endlicber Wellen 
zu finden und die Bewegung voUkommen zu bestimmen, entweder 
einen Prozess fortgesetzter Approximation rerlangen mit einer Unter- 
sncbung iiber die Konvergenz dieses Prozesses, oder eine genaue 
Losung, die alle Gleicbungen und Bedingungen obne Approximation 
erfiillt. Acbtet man speziell anf die Form der freien Oberflacbe, so 
kann man naturlicb Wellenbewegungen von endlicber Amplitude mit 
den Bewegungsforinen, welcbe freie Oberflacben baben und die in 
Nr. If betracbtet warden, in Beziebung bringen. 


5 b. Lange Wellen. In friiberen Zeiten scbenkte man einer 
speziellen Approximationsmetbode, die sicb anf die „langen Wellen^^ 
anwenden lasst, ein besonderes Interesse. Eine Welle beisst „lang“ 
wenn die Entfernung von einer Erbobnng bis zur naebsten im Ver- 
baltnis zur Tiefe der Fltissigkeit gross ist. In diesem Falle ist die 
Tragbeit der vertikalen Bewegung klein im Verbaltnis zu derjenigen 
der borizontalen Bewegung, und man kann annebmen, dass der Druck in 
einem Punkte gleicb dem bydrostatiscben Druck ist, der von der 
Tiefe dieses Punktes unter der gestorten freien Oberflacbe berrflbrt. 
Mit andern Worten, die kinetiscbe Energie kann aus den horizon- 
talen Gescliwindigkeiten, die potentielle Energie aus den vertikalen 
Versebieb ungen berecbnet werden. Erfolgt eine derartige Bewegung 
in einem Eanal mit vertikalen Wanden, so bewegen sicb die Teilchen, 
die einem vertikalen Querscbnitt angeboren, so, dass sie stets einen 
solcben Querscbiiitt bilden. Die borizontale Verscbiebung | erfullt 
die Gleicbung 


wo X in der Langsricbtung des Kanals gemessen ist mid h die un- 
gestorte Tiefe bedeutet. Dies giebt in erster Annaberung fur die 
Fortpflanzungsgescbwindigkeit Fur einen Kanal von gleicb- 

formigern Querscbnitt, dessen Flacbenmbalt A. und dessen Breite an 
der Oberflacbe 6 ist, wird diese Formel durcb ^/gAjh ersetzt. 
Eine Diskussion der Gleicbung (1) zeigt, dass die Wellen sicb nicht 


163) G. JB. Airy, Artikel „Tides and ■Waves“ im Ency. Metrop., bond. 1845. 

164) Lagrange, Berlin, M6m. (2) 12 (1781) nnd Mec. an. 2, p. 296. 

166) P. Kelland, Edinb. Roy. Soc. Trans. 14 (1839). Siebe aucb G. Green, 
Gambr. Pbil. Soc. Trans. 6 (1837), p. 467 und 7 (1839), p. 87 = Papers, London 1871, 
u. 223. 271. 
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ins Unendliclie ansdelinen konnen, okne ikre Form zn andern^®®). 
Man wendet diese Annakerungsmetkode kanptsacklick bei der Tkeorie 
Ton Ebbe und Flnt an^®®). 

5 c. Oscillatoriscke VVeUeii^®^). Seken wir die Wellenbewegmig 
als eine Oscillation nm eine Gleickgewicktslage an, so nekmen wir an, 
dass die Lagenanderung, soweit sie von der Zeit abkangt, sick dnrck 
Sinus und Cosinus von 0t ausdriicken lasst. Wir sucken ferner das 
Gresckwindigkeitspotential cp aus folgenden Bedingungen zu bestimmen: 
1) es soil in dem von der Pliissigkeit erfullten Raum karmonisch 
sein; 2) die Normalkomponente der Gresckwindigkeit soli an den 
festen Grrenzen versckwinden; 3) die freie Oberflacke soil eine Grlei- 
ckung der Form 0 = bf(x,y) cos {pt s) erbalten*, 4) der Druck p, 

der sick aus der Grleickung p = Q ( — — Vs ^ bestimmt, 

soli in alien Punkten dieser begrenzenden Oberflacke denselben Wert 
kaben. 

Nekmen wir die Konstante & klein und (p von der Form 
A0{x, y, 0 ) siii((?i5-{- fi), wo A von derselben Ordnung wie & klein ist, 
so kann die Bedingung (4) mit Annakerung durch folgende: 


in alien Punkten der Oberflacke ersetzt werden^®®). Nekmen wir 
ferner an, dass f{Xy y'J die Form sin^A/^)/ "F kat, also unabkangig 
von y ist, und dass die Fliissigkeit auf einer festen korizontalen 

Ebene 0 = Ji rukt, so finden wir, dass einer freien Oberflacke 

3 = 1} sin {hx + a) cos + s) ein Oesckwindigkeitspotential 

entsprickt, vorausgesetzt dass 

0^ z=x gh tangk^/t^. 

Die kiermit bestimmten Bewegungen konnen superponiert werden, 
sodass unsere Losung sowokl stehende Oscillationen, als auck pro- 
gressive FV^ellen einsckliesst. Im letzteren Falle sind die Baknen der 


166) Sieke Bd. VI. Wegen anderer Typen langer 'Wellen sielie Nr. 51i unten. 

167) StoJces, Camkr. PMl. Soc. Trans. 8 (1847), p. 441 = Papers 1, p. 197, 
auck Cambr. and Dukl. matk. J. 4 (1849), p. 219 = Papers 2, p. 221, wo sick ausser 
der Tkeorie ein Vergleick zwiscken Tkeorie und Experiment findet. 

168) A. Cf. GTeenhill, Amer. J. of matk. 9 (1886); II, Poincare., J. de matk. 
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Teilchen Ellipsen^®’) und die Fortpflanzungsgescliwindigkeit wird durch, 
die Gleichiing 

JJ^ = glc-^ iwi^Tih 


gegeben. Grehen wir dadurcli zur Grrenze iiber, dass wir lih unend- 
lich gross werden lassen, so erbalten wir in y^g/h) die Fortpflan- 
zungsgescbwindigkeit der Tiefseewellen. Geben wir andererseits so 
zur Grenze iiber, dass wir Idi unendlicb klein annebmen, so erbalten 
wir die erste Annaberung fur di^Bewegung langer Wellen, mit der 
Fortpflanzungsgescbwindigkeit Ygh. In diesem Falle geben die ellip- 
tiscben Babnen der Teilcben annabernd in borizontale gerade Linien 
Tiber. 

Insbesondere konnen wir durcb solche Superposition die Bewegung 
erbalten, welcbe einer beliebig kleinen Anfangsstorung der freien 
Oberflacbe entspricbt. Solcbe Bewegungen betracbteten Toisson'^^^) 
und Cauchy in neuerer Zeit besonders Sir W. Thomson und 
W. Burnside 


5d. Energie der ‘Wellenbewegung. Gruppengescbwindigkeit^^®). 
Im Falle progressiver WeUen der soeben betracbteten Art, die durcb 
die Gleicbung 

bs cosh h . ,, _ A 


gegeben sind, ist die gesamte Energie der Fliissigkeitsmasse, welcbe 
zwiscben zwei yertikalen Ebenen y == y^ und ^ = 2/o "h I ^iwei 
anderen vertikalen Ebenen x = Xq, x = XQ-\-27tltr’^ eingescblossen ist, 
Ttlr-'^gQ^. Dies ist die „Energie in einer Wellenlange^t Die eine 
Halfte dieser Energie ist potentielle, die andere kinetiscbe Energie. 

2 7t 

Der Energiebetrag, welcber wabrend der Zeitperiode Tiber die 
Breiteneinbeit einer Ebene x = const, binubergescbafft wird, ist 
Ya hh • coBechhh • secb7;7Y. 

Wenn eine Anzabl Wellenbewegungen von verscbiedenen Wellen- 
langen superponiert wird und die Fortpflanzungsgescbwindigkeit U 


169) Paris, Mera. de I’Acad. 1 (1816). 

170) Loud. Roy. Soo. Proc. 42 (1887). Die Bewegung nahe dem Anfange 
und Ende eines Wellenzuges wurde von demselben Autor in Phil. Mag. (5) 23 
(1887), p. 113 betrachtet. 

171) bond. Math. Soc. Proc. 20 (1889), p. 22. 

172) Lord Bayleigh, Lond. Math. Soc. Proc. 9 (1877), p. 21, wiederabge- 
druckt in Theory of Sound, 1. ed., London 1877, 2, p. 297, 2. ed., London 
1894, 1 p. 473 = Papers 1, p. 322. 
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2 TZ' 

Ton der Wellenlange -j- alaliaiigt, so pflanzen sicli die Wellen von 

naliezu der gleicken Lange mit nahezn der gleichen Greschwindig- 
keit fort, sodass sie eine zusammengeliorige „Grriippe von Wellen“ 
bilden. Aber die Stellen,. an denen die snperponierten Verscbiebungen 
das Maximum der Erkebiing ergeben, bewegen sicb dann dnrcb die 
Grnppe bin. Die Grescbwindigkeit, mit der das Maximum der Er- 
bebung entlang der Oberflacbe forts cbreitet, beisst „Grruppengescbwin- 
digkeit". Sie ist von der Foxtpflanzungsgescbwindigkeit U der Wellen 

verscbiedeii nnd bat die Grrosse U + Das Verbaltnis der 

Bnergie, die in einer Periode iiber die Breiteneinbeit biniibergescbafft 
wird, zu der Energie in einer Wellenlange ist gleicb dem Verbaltnis 
der Gruppengescbwindigkeit zu der Wellengescbwindigkeit^^^). 

5e. Stehende "Wellen. Innerbalb der in Nr. 5 c und 5d an- 
genommenen Approximation bat die progressive Welle permanenten 
Typus; es ist also die Bewegung, welcbe man erbalt, wenn man dem 
ganzen System eine Gescbwindigkeit — 17 entlang der x-Axe binzufugt, 
eine stationare, zweidimensionale Stromung zwiscben einer festen Hori- 
zontalebene und einer oylindriscben Oberflacbe, deren Querscbnitt eine 
Sinuskurve mit kleiner Amplitude ist. Man bat diesen Kunstgriff, 
die Wellenbewegung auf eine stationare Bewegung zuriickzufubren, 
aucb auf Eapillarwellen und auf Wellen angewandt, die sicb entlang 
der gemeinsamen Oberflacbe zweier Fliissigkeiten fortpflanzen^'^®). Es 
moge eine Fliissigkeit von der Dicbte q und der Tiefe Jh mit gleicb- 
formiger Gescbwindigkeit iiber eine Fliissigkeit mit der Dicbte p 
und der Tiefe Ji binfliessen, wabrend das ganze System zwiscben zwei 
borizontalen Ebenen, die den gegenseitigen Abstand /^ -]- baben, ein- 


173) StoTzes gaTb das Eesultat und die im Text entwickelte Erklarung in 
einem Smith’s Prize Paper, Cambr. Univ. Exam. Papers 1876. Die Sache wurde 
unabbangig aucb von 0. MeynolAs, Nature 16 (1877), p. 343 bebandelt. 

174) 0. BeynoMs (Fussn. 173). 

175) StoJces, Papers 1,’p. 314. 

176) A. Gr. Greenhill (Fussn. 168). Die Fortpflanzungsgescbwindigkeit von 
Eapillarwellen wurde zuerst von Sir W. Thomson., Pbil. Mag. (4) 42 (1871), 
spater unabbangig von E. Kolacelo, Ann. Pbys. Cbem. 5 (1878) erbalten, die 
Dicbte der obern Fliissigkeit wurde bei Kolacek vemacbrassigt. Die Wellen an 
der gemeiusamen Oberflacbe zweier Fliissigkeiten bebandelte StoTces 1847 (Fussn. 
167) unter Vemacblassigung der Oberflaobenspannung. Sir W. Thomson, 1. c. 
macbte die Anwendung auf Wind, der iiber tiefes Wasser binblast. Experimen- 
telle Verifikationen gaben Sir W. Thomson, 1. c. und aucb L. Matthiessen, Ann. 
Pbys. Cbem. 38 (1889) und 0. Biess (Fussn. 162). 
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geschlossen ist. Es ist alsdann die Fortpflanzungsgescliwmdigkeit V 
der Wellen von der Lange an der gemeinsamen Oberflaclie 

durcli die Grleiclmng 

gl(r^{Q — q) + Tl = cotghyfcfe + Q (JO — cotgL hh' 

gegeben, wo T die Oberflaclienspannung ist und die Portpflanzungs- 
richtung mit derjenigen von Uq zusammenfallt. Das Resultat kann 
anf Wellen einer Wasseroberflaclie angewandt werden, iiber die ein 
Wind liinblast^’®). A. G. Greenhill^^^) hat es auf eine beliebige Anzalil 
iibereinandergelagerter Pliissigkeiten ausgedehnt; es kann auch fiir 
heterogene Miissigkeiten verallgemeinert werden^’’). 

Das Problem der stehenden Wellen, die man an der freien Ober- 
flache von fliessendem Wasser beobachtet, gehort der hier betrach- 
teten Klasse an. Die Unebenheiten an der freien Oberflache riihren 
von Unregelmassigkeiten des festen Bodens her, iiber -welche die 
Fliissigkeit Linstromt. Sir W. Thomson hat die Prinzipien der 
Energie und Bewegungsgrosse auf das Problem angewandt und war 
so in der Lage, eine hinreichend allgemeine Losung zu erhalten, 
welche die Wirkung irgendwelcher Unregelmassigkeiten des Bodens 
giebt (voransgesetzt immer, dass das Niveau des Bodens nahezu 
konstant ist). 

Stehende Wellen konnen auch von imregelmassigem Druck an 
der freien Oberflache herriihren, wie er durch die Anwesenheit irgend- 
welcher in die Oberflache eintauchender Hindernisse bedingt ist. Das 
sich so darbietende Problem ist bis zu einem gewissen Grade un- 
bestimmt, da auf die Wellen, welche von dem Hindernis herriihren, 
ein beliebiges System freier Wellen aufgelagert werden kann. Lord 
Bayleigh'^'’^') eliminierte diese freien Wellen, indem er kleine dissi- 
pative Krafte einfiihrte, die der Geschwindigkeit proportional sind. 
Hierbei bleibt die Bewegung nach wie vor wirbelfrei. Die in Rede 
stehende Metbode wurde insbesondere angewandt, um den Wellen- 
zug zu bestimmen, der ein Schiff begleitet, das in rascher Be- 
wegung dnrcli das Wasser hinfahrt^®®). Das Problem der Schiffs- 

177) Lord Bayleigh, Lond. Matb. Soc. Proc. 14 (1883) = Papers 2, p. 200; 
W. Burnside, ibid. 20 (1879), p. 392. A. E. H. Love, ibid. 22 (1891), wendet auf 
das Problem der W ellenbewegung beterogener Flussigkeiten eine direkte Metbode an. 

178) Pbil. Mag. (6) 22 (1886) und (5) 23 (1887), p. 62. Den Fall einer durcb 
eine Sinuskurve gegebenen Unebenbeit des Bodens bebandelte Lamb, Hydro- 
dynamics p. 407, 

179) Lond. Matb. Soc. Proc. 15 (1884) = Papers 2, p. 268; vgl. Lamb, Hydro- 
dynamics p. 393, 450. 

180) Lamb, Hydrodynamics p. 403, wo sicb aucb Verweise auf die Arbeiten 
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wellen lial J. H. Michetl auf anderem Wege, namlicli im An- 
scHusse an die TJntersucliungeii von Poisson und Gauchj^^^), be- 
handelt. Insbesondere leitete er eine Formel fur den Wellenwider- 
stand ab, die bei wirklicben Scbiffsformen anwendbar ist. 

5 f. Stekende OsciUationen in Bassins. Eine in einem geraden 
Kanal von gleicbformigem Querschnitt stattdndende Wellenbewegung, 
die durcb. die Grleicbunsf 

(p = A f(y, sin(^a; -j- at) 

gegeben ist, fubrt dazu die harmoniscbe Bewegung einer Fliissigkeit 
in einem Troge zu bestimmen, der von zwei Normalscbnitten a: = 0 

und a? == Z begrenzt ist, indem man namlicb annimmt, dass -- eine 

ganze Zalil ist, und zwei gegeneinander laufende Wellensysteme super- 
poniert. Die in Betracbt kommende Bewegung liat das Greschwindig- 
keitspotential: 

^ — Af {y, d) cos hx cos { 0 t d). 

Fiir einen Kanal baben zunacbst P. Kelland und A. G. GreenhiU 
den Fall untersucbt, dass die Seiten desselben gegen die "Vertikale 
unter einem Winkel von 45® geneigt sind. H. M. MacdonaW^^) gab 
Lbsungen fur den Fall, dass der Neigungswinkel 60® betragt, Er 
bebauptet, dass es keine andern Beispiele von Dreiecksquerscbnitten 
giebt, auf welcbe die in Rede stebende Metbode anwendbar ist^®®). 
Stolces^^^) erbielt Losungen abnlicber Art fiir Systeme von Wellen, 
deren Fortscbreitungsricbtung parallel zu dem unter einem Winkel a 
gegen die Horizontal ebene geneig ten Ufer sind. Die Fortpflanzungs- 
gescbwindigkeit ist Y(gJc~^ sin 4; wo 2^/]c die Wellenlange bedeutet. 

Fiir eine inkompressible Fliissigkeit in einem Troge existieren 
stebende zweidimensionale OsciUationen, bei denen sicb die Fliissig- 
keit in Parallelebenen zu den vertikalen Enden des Troges be- 


von Sir W. Thomson und. R. JE. und TV. JEroude finden, welche die Dinge nach 
der deskriptiven und beobachtenden Seite bin bebandeln. 

181) Pbil. Mag. (6) 45 (1898). 

182) Lond. Matb. Soc. Proc. 25 (1894). Macdonald's Ansiobt wird von Lamb, 
Hydrodynamics p. 429 — 436 bestritten. Siebe auch die sicb anscbliessenden 
Erklarungen von Macdonald, Lond. Matb. Soc. Proc. 27 (1896), p. 622. Stoles, 
Report, Papers 1, p. 167 bemerkt, dass Wellen mit geradlinigen Kammen nicbt 
in alien Kanalen mSglicb sein konnen. Er stiitzt sicb bierbei auf Experimente 
von J. ScoU Russell, die anzudeuten scbeinen, dass solcbe Wellen unmoglicb 
sind, sobaid die Neigung der Seiten einen gewissen Grenzwert iiberscbreitet. 

183) Report.. 
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wegt. Diese Oscillationen diskutierte G. Kirchhoff^^^) und nenerdings 
S. M. Macdonald Hat der Trog zwei ebeiie Seiten mit dem- 
selben Neigungswinkel, so sckeint die Anwendbarkeit der in Betracbt 
kommenden Metbode auf ISTeigungen (gegen die Horizontale) von 45*^ 
und 30® bescbrankt zu sein^®®). Entsprecbende Losungen bat man 
aucb fQr Wellen gegen ein geneigtes Ufer erbalten, wobei die Neigung 
gegen die Horizontale njn ist (n gleicb einer ganzen Zabl)^®®). 

Fur Bassins von anderer Form sind nnr erst wenige Probleme der 
Wellenbewegung gelost worden^®'^). Das wicbtigste ist das Problem 
der Wellenbewegung in kreisfdrmigen Bassins^®®). 1st a der Eadius 
des Bassins und h die Tiefe, so bat das Gescbwindigkeitspotential 
einer barmoniscb scbwingenden Flnssigkeit die Form 

(p — A cosb Jc (0 -}- h) cos (n%' + <^) cos (6t + «), 

wo n eine ganze Zabl und die J5esse?’scbe Funktion der 

ersten Art von der Ordnung n ist. It ist durcb die Grleicbung 
J^(lta)^0 gegeben, 0 ^ ist gleicb glc imgh IcJi. Wird die Fliissig- 
keit in einem irgendwie gestalteten Bassin einer beliebig kleinen an- 
fanglicben Storung unterworfen, so wird man die eintretende Be- 
wegung durcb Superposition barmoniscber Bewegungen berecbnen 
wollen. Poincare bat die Reibe der solcberweise fiir die Ent- 
wickelung des Gescbwindigkeitspotentials in Betracbt kommenden 
Hormalfunktionen naber betracbtet. 

5g. Genauere Bestimmung von WellenlDewegungen. Die in 
Hr. 5 c — f gegebenen Resultate warden durcb Vernacblassigung der 
Quadrate und Produkte der Grossen von der Ordnung der Erbebung 
der freien Oberflacbe erbalten. Eine genaue periodiscbe Ldsung der 
Lagrange'schen Bewegungsgleicbungen fur die Wellenbewegung einer 
Fliissigkeit von unendlicber Tiefe, die unter Einwirkung der Scbwere 


184) Berl. Ber. 1879 = G-es. Abb. p. 428; Kirchhoff vergleicbt seine Theorie 
aucb mit dem Experimente. 

185) Bond. Matb. Soc. Proc. 27 (1896), p. 622. 

186) H. M. Macdonald (Fussn. 186). Im Falle eines Eanals mit kreis- 
formigen Querscbnitt gaben Lanib, Hydrodynamics p. 429 und Lord Bayleigh, 
Pbil. Mag, (5) 47 (1899)^ p. 566 eine obere Grenze fur die Scbwingungszabl der 
niedrigsten Typen an. 

187) A. Gr. GreenhiU (Fussn. 168) gab einige Beispiele fiir Hyperboloide 
und Kegel. 

188) Dieses Problem wurde von S, JD. Poisson, Gergonne’s Ann. 19 (1828) 
und M. A. Ostrogradslcy, Paris, Mdm. sav. etr. 3 (1832) bebandelt. Die vollstandige 
Losung gab Lord Bayleigh, Pbil. Mag. (5) 1 (1876) = Papers 1, p. 251. 
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steLt, entdeckte F. J. v. Gerstner Spater wurde sie yon W. J. 
M. BanUm neu aufgefundeii. Bei dieser Bewegung sind die Ko- 
ordinaten eines TeilclieiiS; das sich anfanglich in befand, zur 

Zeit t durch die Grleicbnngen 

... jx — Xq -j- sin li (xq + Ut) 

\y — Vq — cos Ti (Xq + Ut) 

gegeben. Die 2 / -Axe ist dabei vertikal nacb oben gezogen. Die Be 
dingung fnr die Konstanz des Druckes an einer Placbe = const, wird 
~ glc—^ , sodass die Portpflanznngsgescbwindigkeit dieser Wellen 
dieselbe ist, wie die der oscillatoriscben Wellen in Nr. 5e. Die durcb 
Grleicbimg (1) gegebene Bewegung ist ubrigens nicht wirbelfrei^®^) und 
kann daber nicht allein durch Drucke auf die Oberflache erzeugt werden. 

Piir wirbelfreie Wellen wollen wir, wenn die auf eine stationare 
Bewegung reduzierte Bewegung parallel der Ebene (xy) erfolgt und 
die 2 / -Axe von der ungestorten Oberflache aus vertikal nach oben ge- 
zogen ist, wie in Nr, le, (p i if und x + iy mit w bezw. s be- 
zeichnen. Dann sind die beiden Bedingungen zu erfulleh, dass eine 
Stromlinie if = const, mit einer gegebenen Kurve in der Ebene zu- 
sammenfallt und langs einer andern Stromlinie 

(2) gy + 72 ^ ^== const. 

ist. Stokes^^^) hat versucht, diese Bedingungen durch eine Methode 
fortgesetzter Approximation zu erfiillen, wobei die Resultate in Nr. 5 c 
eine erste Annaherung geben, und er hat gezeigt, wie man bis zur 
fiinften Ordnung kleiner Grrossen vorgehen kann. Er fand, dass es 
eine Grenzform der Welle mit scharfen Kammen giebt, deren Tan- 
gentialebenen unter 120<> zusammenstossen. Dies Eesultat hat J. H. 
MicheW^^^) direkt untersucht. M. P. zeigte, dass, wenn 

eine Eunktion Z mit s und to durch die Gleichung 

(3) [a + iB -j- Sigje-^^dw^ — iB-~$ igje^^divj 

verbunden ist, wo A und B beliebige reelle Konstante sind, die 

189) Prag, B6hm. Abh. 1802; Ann. Pbys. (2) 2 (1809). 

190) Load. Phil. Trans. 153 (1863). 

191) Stolces, Papers 1, p. 219; Lord (Pussn. 188). 

192) Fussn. 167 und Papers 1, p. 314. 

193) Phil. Mag. (5) 36 (1893), 

194) Math. Ann. 50 (1898). W. Voigt, Gott. Nachr. 1891, p. 46 und 1892, 
p. 490, wandte KircJihoffB Methode (Nr. If oben) auf kraftefreie StrSmungen 
zwischen zwei gewellten Linien an, von denen die eine eine freie Grenze ist. 
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Bedingung (2) durcb. die Bedingung, dass Z fur reelles w reell ist, 
ersetzt werden kann. Insbesondere nahm ei Z = w und wurde so 
zu der Bestimmung der stebendeu Wellen auf einem Strom gefiilirt, der 
liber einen uuebenen Bodeu von einer bestimmten Gestalt binfliesst. 
Genaue Losungen, die der Annabme eines festen, ebenen Bodens 
Oder einer unendlicben Tiefe entsprecben wurden, bat man bis jetzt 
nicbt gefunden. Die der Gleicbung (2) entsprecbende Bedingung fiir 
zwei iibereinandergelagerte Fliissigkeiten formulierte HelmholW^'^^), 
und einige Beispiele diskutierte mit Hiilfe einer partikularen kon- 
formen Abbildung W. 

5b. Bie Einzelwelle. Bei seinem experimentellen Studium der 
WeUenbewegung beobacbtete J. 8goU RusseW^^^) die Bewegung, welcbe 
durcb eine plotzlicbe Erbobung des Niveaus der Fliissigkeit an einer 
beliebigeii Stelle eines Kanals erzeugt wird. Er fand, dass eine Er- 
bebungswelle von permanentem Typus iiber die Oberflacbe binfubr. 
Diese Welle wird die ,„Einzelwelle“ (solitary wave) genannt. J. Boussi- 
nesq versucbte eine angenaberte Tbeorie dieses Pbanomens auf die 
Annabme zu basieren, dass die Welle einer „langen Welle" insofern 
abnelt, als man die gleicbe borizontale Gescbwindigkeit in alien 
Punkten eines vertikalen Querschnitts voraussetzen darf Lord Bay- 
bat die Bewegung auf einen Pall stationarer Bewegung zurilck- 
gefubrt und eine spezielle Annaberungsmetbode benutzt. Beide Autoren 
fanden fur das Wellenprofil eine Gleicbung der Form y=^b secb^Yg/ca; 
und fiir die Portpflanzungsgescbwindigkeit U — Y {g(h -}-!))} , wo die 
Konstanten h und 7& durcb die Gleicbung == 3 & aneinander ge- 
bunden sind; h ist in diesen Gleicbungen die Tiefe und h die maxi- 
male Erbebung. Die Babnen der Teilcben sind paraboliscbe Bogen^®®). 
J. Me. Cowan ^®®) zeigte, dass die fortsebreitende Bewegung, welcbe 
auf eine stationare Form zuriickgefubrt der Gleicbung 

gp iijj = — jj iy — cb tangb Yg 7c (og -j- w) } 
entspriebt (in der die Konstanten durcb die Beziebungen 
772 = tang M, ha == Yg sin®7c (h -f YsT*), 1 = a tang Y 2 (^ +• b) 
aneinander gekniipft sind), ebenfalls angenabert eine Einzelwelle mit 


195) Berl. Ber. 1889, p. 761 = Wiss. Abb. 3, p. 309. 

196) Berl. Ber. 1894, p. 509 und 1895, p. 343; Ann. Pbys. Cbem. 56 (1895), 

p. 100. 

197) J. de math. (2) 17 (1872), p. 55. 

198) J. Boussinesq, J. d. matb. (2) 18 (1873), p. 47. 

199) Pbil. Mag. (5) 32 (1891). 
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der maximalea Erkebung h auf einer Fliissigkeit von der Tiefe Ji 
reprasentiert. Die Bedingung konstanten Bracks entlaiig der Strom- 
linie ■ 

« == 7 ? 4 - ^ + 

^ ^ cos7:(2/ + 7i) + cosb;fca3 

ist bis zur zweiten Ordnung in & an alien Stellen und bis ziir dritten 
Ordnung an dem Wellenkamme erfiillt. Dieses Eesultat iimfasst die 
Ergebnisse von J] Boussinesq imd Lord Mayleigh. Die bier betracb- 
teten Wellen sind unendlicb lang. 

Andere Formen langer Wellen wurden von J. Boussinesq'^^’^f 
J. Me. Cowan und B>. F. Gwyther diskutiert. Einen sehr um- 
fassenden Typus entdeckten J. Korteweg und G. de Vries sie 
fanden, dass bei der Einfiihrung elliptischer Funktionen vom Modiil 

yjh/Q) -f c)r fur eine Fliissigkeit von der Tiefe Ji eine stationare 
Bewegiing aufgestellt werden kann. Die ausgezeichnete Stromlinie^ 
welche angenabert eine Linie konstanten Dnickes ist, bat die Gleicbung 

J/ = J (l + eu2 

wo cr ==» Yg 7^3 ist. Die Fortpflanzungsgescbwindigkeit der zugeborigen 
Wellen ist 

Die oben besebriebene Einzelwelle und die langen Wellen von oscilla- 
torisebem Typus in Nr. 5 c sind drenzfalle fiir sebr kleines resp. 
sebr grosses c. 

5i. Oscillationen einer fliissigen Kugel. Eine Kugel von bomo- 
gener, gravitierender Fliissigkeit ist ein in stabilem Gleicbgewicbt 
befindlicbes meebanisehes System. Wird das Gleicbgewicbt ein wenig 
gestort, so kann die radiale Lagenanderung eines Punktes an der 
Oberflacbe durcb eine Reibe von Kugelfunktioneii ausgedriickt werden, 
und jeder in Betracbt kommenden Kugelfunktion entspriebt dann eine 
Hauptsebwingung. Die Scbwingungszabl welcbe einer barmo- 


200) PMl. Mag. (5) 33 (1892); (5) 38 (1894). 

201) PMl. Mag. (6) 60 (1900). 

202) Phil. Mag. (5) 39 (1895). Die genannten Forscher behandela aucli den 
allgemeinem Fall, dass eine Oberflachenspannung T in der obern begrenzenden 
Flache vorbanden ist. Es ergeben sicb dieselben Pesultate, nnr wird 

<s==%h^-hT/gQ. 
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nischen Stoning von der Ordnung n entspricht, wird durcli die 
Gleicliung^°®) 

2 ^ ^ 

“ 2n-j-l a 

gegeben, wo a der uiigestorte Radius und g die Bescbleunigung der 
Schwere an der Oberflaclie ist. Umscbliesst die Fliissigkeit einen 
festen Kugelkern vom Radius &, so liaben wir 

^2 + L P \ i 

(« 4 - 1 ) ^ ^ 0 / “ ’ 

WO po mittlere Dichte der ► Fliissigkeit und des Kernes ist^”^). 
Fiir einen kngelfdrmigen Tropfen, bei dem man die Scbwere ver- 
nacblassigt, aber die OberflacRenspannung T beriicksiclitigt, ist die 
Scbwingungszakl der entsprecRenden Bewegung durcR die GlleicRung 

= — 1) {n + 2) 

gegeben. 


6. Zake Fliissigkeiten. 


6 a. BewegungsgleicRungen. Stationare Bewegung. Die Be- 
wegungsgleickungen wurden in IV 15, Nr. 13 gegeben. Sie konnen 
aueR in folgender Form angescRrieben werden^®®) 


(1) + = X 


dt 


d_ 

dx 


dp I 4 30 

-3^ — V 


3x 


dx 



^'1\ 

del’ 


wo V den kinematiscRen Reibungskoeffizienten bezeicRnet. Ist die 
Fliissigkeit inkompressibel und erfolgt die Bewegung nur in zwei 
Dimensionen, so erfiillt die Stromfunktion ip die &leicRung 




WO A. fiir ^ steRt^®^). Erfolgt dagegen die Bewegung einer 

o CG 0 y‘* 

zaRen, inkompressiblen Fliissigkeit in Ebenen durcR die ^j-Kxq, so 
geniigt die axiale Stromfunktion ip der Gleichung '' 


203) Sir TF". Thomson^ Loud. Phil. Trans. 153 (1863) = Math, and Phys. 
Papers 3, p. 384. 

204) Laml), Hydrodynamics p. 440. 

205) Lord JRayleigh, Lond. Roy. Soc. Proc. 29 (1879) = Papers 1, p. 377; 
B. B. Well), Mess, of math. (2) 9 (1880). 

206) Vgl. Grleichung (1) in Nr. 3 a ohen und Fussn. 96. 

207) Stokes f Pendulums. 
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wo 3 filr ^,+ steht”). 

Auch wenn die Krafte X, Y, Z konservativ sind und die Be- 
wegung stationar ist;, entsteht eine besondere Sckwierigkeit bei der 
Behandlung der Gleicbungen (1) aus dem Anftreten der Ausdriicke 
(wt] — -yg), .... Erfolgt die Bewegung binreichend langsam, so 
koanen dieselben in erster Annahermig vernacblassigt werden; dann 
ergeben sick als Bedingungen fiir die stationare Bewegung A| = 0, 

— A^ = 0.®°®) Sind diese Gleicbungen ■ erfiillt, werden aber 
die Ausdrucke (w7j — v^), . . . nicbt Ternacblassigt^ so ist eine weitere 
Bedingung fur die stationare Bewegung erforderlicb, welcbe genau 
so formuliert werden kann, wie die allgemeine Bedingung fiir die 
stationare Bewegung in einer idealen Fliissigkeit (bTr. 3g oben)^°®). 

Die Gleicbungen der stationaren Bewegung konnen genau erfullt 
werden, wenn eine inkompressible zabe Fliissigkeit zwiscben zwei 
coaxialen Cylindern, welcbe ibrerseits gleicbfdrmig rotieren, ein- 
gescblossen ist. Sind Uq und die Radien, (Oo, 03 ^ die Winkel- 
geschwindigkeiten der Cylinder, so ist die stationare Bewegung durcb 
die Gleicbungen^^®) 

■ u = — copf v = (ox, w = 0, 

^ ” 0^0^ — o J q — oJi 

ic® -j- 2/® 

gegeben. Es existiert keine Losung der Form 

u V ^ 

— 77 = ^;r- — 03 , W = Q 
y X ’ 

fiir eine Fliissigkeit, welcbe zwiscben konzentriscben Kugeln ein- 
gescblossen ist, sofern nicbt die Bewegung so langsam erfolgt, dass 
Quadrate und Produkte der Gescbwindigkeiten yernacblassigt werden 
konnen. o bat dann die Form A B{x ^ Fiir 
eine Kugel, welcbe in einer unbegrenzten Fliissigkeit in gleicb- 
formiger Rotation gebalten wird, bat A. N. Whitehead eine zweite 
Annaberung zu flnden gelebrt. Br bewies, dass die Fliissigkeit langs 
der Rotationsaxe nacb der Kugel bingezogen wird, dass sie aber in 


208) A. Oberbeck, J. f. Math. 81 (1876). 

209) T. Craig, Amer. J. of math. 3 (1880). 

210) Stokes, Friction. Das Prohleni wurde bereits von Newton, Principia, 
Lib. 2, Prop. 51 behandelt. 

211) Quart. J. of math. 23 (1888), p. 78. 
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der Ricktung der Aquatorialekene Yon ikr fortstrdmt. G. KircMioff 
ketracktete die langsame Bewegung einer inkompressiblen Fliissigkeit 
zwiscken zwei konfokalen Spkaroiden. 

Langsame, stationare Bewegungen einer zakeii, inkompressiblen 
Flnssigkeit, die sick nnter Einwirkung konservativer ausserer Krafte 
bewegt, werden iin Raume dnrck die Gfleickungen 


( 5 ) 


'A 

vdx '■ 


A 

dy’ 


j _j_ ,, A V, w) = 0, 


du , dv 


+ E + 


dx ‘ dy 


dw 


bestimmt. Allgemeine Losungen dieser Gleickungen in Kugelfiink- 
tionen gaben A. Oberbech^^^),- T. Craig und S. Lamb^^^). Die 
Losung fiir eine Kugel, welcke gleichformig in einer unbegrenzten 
Fliissigkeit fortsckreitet, wurde bereits IV 15, Nr. 15 mitgeteilt. Es 
esistiert keine entspreckende zweidimensionale Losung fiir einen 
Kreiscylinder®')'^). Die Bewegung, welcke von einem gleickformig 
sick bewegenden Ellipsoid kerriikrt, gab A. Oberbeclc^^^), wiikrend 
sD. Edwardes^^^) die Bewegung, welcke durck die gleickformige Rota- 
tion eines EUipsoides bedingt ist, bestimmte. Der letztere kat aucli 
die Bewegung, welcke von der Rotation elliptiscker und gewisser 
anderer Cylinder kerriikrt, untersuckt^^®). Langsame Stromungen von 
axialem Typus an einem Spkaroid vorbei und durck den Raum, der 
von einem einsckaligen Rotationskyperboloid begrenzt wird, kat It A. 
SaTnpson diskutiert. Die speziellen Falle, in denen ein Stromen an 
einer Kreissckeibe vorbei und durck eine kreisformige Oflnung in 
einer Ebene kindurch stattfindet, kat er im einzelnen weiter be- 
kandelt. Die Gesckwindigkeit kat kier nickt die Eigensckaft an den 
sckarfen Kanten merkbar zu wacksen. Lord Eayleigh^^^') untersuckte 
einige zweidimensionale Bewegungen, die von Quellen und Senken 
kerriikren, indem er kreisfbrmige Grenzen voraussetzte. Er kombi- 
nierte zu dem Zwecke moglicke Stromfunktionen zweier Arten, iiamlicli 


JLtJUL a a _I_ 9 o,.. fano- - 
1 — 2r cos -P r" A ^ aic tang ^ 


r sin -8' 

— r cos & 


212) Mechani k p. 376. 

213) PMl. Mag. (5) 10 (1880). 

214) Loud. Math. Soc. Proc. 13 (1882), p. 51. 

215) Quart. J. of math. 26 (1893), p. 70. 

216) Quart. J. of math. 26 (1893), p. 157. 

217) Loud. Phil. Trans. (A) 182 (1891). 

218) Phil. Mag, (5) 36 (1893), p. 364. 
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und 

(1 -- ry 

1 — 2r cos -O' -j- r® 

Derselbe Autor diskutierte das Problem der zweidimensionaleii Be- 
wegrnig an einer Ebene vorbei, auf welcher sicli kleine Unebenbeiteii 
befinden, indem er eine zweite Annaberung gab, die von der Bei- 
bebaltung der Quadrate und Produkte der Grescbwindigkeiten ber- 
riibrt 

Die Grieicbungen (5) ruben auf der Voraussetzung, dass die Be- 
wegung in der Hauptsacbe von der Zabigkeit beberrscbt wird. Die 
praktiscbe Anwendbarkeit unterliegt daber starken Einschrankungen. 
Z. B. ist bei der stationaren Bewegung einer Kugel (IV 15, JSFr. 15) 
fur die Anwendbarkeit der Formeln notig, dass Ua klein im Ver~ 
gleicb zu V ist. Immerbin existiert fur Pliissigkeiten in diinnen 
Scbicbten eine gute tlbereinstimmung der Kesultate mit den Ergeb- 
nissen der Beobacbtung. Dies zeigten K S. Hele-Shaw's Experimented^) 
und 0. Meynolds’ Anwendung der Grieicbungen zur Erklarung des 
grossen Drucks in der diinnen Olscbicbt, die als Schmiermittel in 
einer Mascbine dient^^^). * 

6b. Veranderlicke nnd periodiscbe Bewegungen. Ist die Be- 
wegung langsam, aber nicbt stationar, so nimmt man gewobnlicb an, 
dass u,v,w als Punktionen von t mit proportional sind, wo 7c 

im allgemeinen komplex ist. Ist die Fliissigkeit inkompressibel, so 
werden die Grieicbungen: 

.(A + «,) + il, (f- .f) = 0, 

. dw 

dx ' dy ' 

In jedem speziellen Problem miissen die Werte von k durcb die 
Grrenzbedingungen bestimmt werden, und allgemeinere LSsungen konnen 
dann durcb Zusammensetzung aus besonderen Losungen erbalten wer- 
den. Ist v7c^ = -j- iu, so ist die Bewegung periodiscb mit einer 

Amplitude, die um den Brucbteil e~^ ibrer eigenen Grrosse in der 
Zeit T abnimmt. Ist also t gross, so nimmt die oscillatoriscbe Be- 
wegung langsam ab. 

Die Mitteilung von Bewegung an eine zabe Fliissigkeit durcb 
eine in ibrer Ebene oscillierende Scbeibe wurde von Stokes und 



219) Lond. Phil. Trans. 177 (1886); vgl. auch N. JoukowsTcy, Petersburg, 
phys.-ehem. Ges. 18 (1886). 
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0. E. Meyer betracMet. Oscilliert die Sclieibe so, dass ibre 
Greschwindigkeit cos ist, so wird der Widerstand fiir die 

Macbeneinbeit ^%]/(v(j) cos + Die Wicbtigkeit dieses Re- 

sultates liegt in seiner Verwendnng bei der experimentellen XJnter- 
sucbung der Fliissigkeitsreibung^^^). Die oscillatoriscbe Bewegung 
einer Kngel wurde bereits in IV 15, INTr. 15 erwahnt. Die ent- 
sprecbende zweidimensionale Losung fiir einen Cylinder gab Stokes^^'^). 
Fiir ein in der Ricbtung seiner Axe osciUierendes Spbaroid fand 
J. Buchanan die Losung. Allgemeine Losungen der Gleicbungen 
(1) in Kugelfunktionen gab in Verbindung mit den Oscillationen einer 
gravitierenden Kugel E. Lamb Die Zeit tr, in welcber die Am- 
plitude der Oscillation, ausgedruckt durcb Kugelfunktionen you der 
j^ten. Ordnung, um den Brucbteil e~'^ ibrer eigenen Grrosse abnimmt, 

ist 7 — r— rr- * Die Grleicbungen (1) wurden ferner von StoJces 

verwendet, um die Wirkungen der Zabigkeit auf Fliiasigkeitswellen 
im Falle unendlicber Tiefe zu bestimmen. Das Resultat fiir kleines 
V wurde in IV 15, Kr. 15 gegeben; wenn v gross ist, nabert sicb die 
Fliissigkeit, obne zu oscillieren, asymptotiscb der Grleicbgewicbtslage®®®). 
Die bierbei gebraucbten Metboden fiibren des ferneren dabin, eine 
Erklarung fiir die berubigende Wirkung, die 01 auf Wellen hat^®'^), 
und fiir die durcb Wind erzeugte Wellenbewegung zu geben. Im 
letzteren Falle ist die Tbeorie in Ubereinstimmung mit der Beobacb- 
tung von L Scott Btissell^^^), dass Wind, der iiber die Oberflaobe 
Ton stillem Wasser mit einer Grescbwindigkeit <23cm/sec bin- 
blast, keine WeUen von permanentem Typus erzeugt®^-''). Die Tbeorie 
von der Abnabme der Wellenbewegung durcb innere Reibung baben 
A. B. Basset und S. 8 . Rough auf eine Fliissigkeit von end- 
bcber Tiefe ausgedehnt. Der letztere benutzte das Resultat, dass im 
allgemeiuen Wellenbewegungen und andere langsame Bewegungen im 
tiefen Wasser sehr allmablicb abnebmen, zur Erklarung gewisser Pha- 
nomene, die sicb bei Ozeanstromungen darbieten. 


220) J. £. Math. 59 (1861) und 62 (1863). 

221) Vgl. IV 15, Nr. 17, Fussn. 102. 

222) Lend. Math. Soc. Proc. 22 (1891). 

223) Lamb, Hydrodynamics p. 548. 

224) 0. Reynolds, Brit. Assn. Rep. 1880; Lamb, Hydrodynamics p. 552. 

225) Sir W. Thomson, Fussn. 176; Lamb, Hydrodynamics p. 649. 

226) Hydrodynamics 2, p. 313, auch Amer. J. of math. 16 (1894), wo sich ein 
allgemeiner Bericht uber die Theorie der Wellen in zahen Fliissigkeiten befindet. 

227) Bond. Math. Soc. Proc. 28 (1897). 
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Grewisse langsame, veranderliclie Bewegungen einer Pliissigkeit, bei 
denen u, v, w nicbt mit g— proportional sind, konnen dadnrcb be- 
stimmt werden, dass man F ~ konstant wablt und Methoden 

benutztj die zmiacbst in Verbindung mit der Tbeorie der Warme- 
leitnng entwickelt worden sind^*^'^). Bei LarSinarbewegmig in einem 
Banme mit ebenen Grrenzen y == const, ist die Grescbwindigkeit in der 
That dnrch die Grleicbung 

du 

If 

gegeben. Diese Grleicbung filbrt zur Bestimmung der Bewegung auf 
der einen Seite einer unendlicb ansgedebnten Ebene, die in einer ge- 
•wissen Weise in Bewegung gebalten wird^®'^). Eine andere Anwen- 
dung wurde von Lord JRayleigh bei seinem Beweis der Labilitat 
der diskontinuierlicben Bewegungen gemacbt. ISTebmen wir an, dass 
anfanglicli w = + ist, je nacbdem y positiv oder negativ ist, so 
wird, wenn die Pltissigkeit unbegrenzt ist, nacb der Zeit t 

0 

sein. Entsprecbende Probleme fiir die Bewegung zwiscben Cylindern 
mit derselben Axe (der .g-Axe) wurden, wenn die Grescbwindigkeit w 
eine Eunktion des Abstandes von der Axe ist, von H. Steam be- 
bandelt. A, JB. JBasset untersucbte die Bewegung, welcbe von einer 
Kugel berrtibrt, die sicb unter Einwirkung konstanter ausserer Krafte 
in gerader Linie fortbewegt, sowie aucb die Bewegung, welcbe von 
einer Kugel berriibrt, die um einen fasten Eurcbmesser unter Aus- 
scbluss ausserer Krafte rotiert. 

Ist die Plbssigkeitsbewegung weder langsam nocb stationar, fallen 
aber die Stromlinien mit den Wirbellinien zusammen, oder sind die 
Grossen 2(^01^ — .. . aus einem Potential ableitbar, so konnen 

die allgemeinen Gleicbungen (1) in Nr. 6 a auf die Form 

8x^ dy^ dz 

zuriickgefiibrt warden. Hier nimmt man die u, v, w mit 

228) Loud. Matb. Soc. Proc. 11 (1880), p. 57 == Papers 1, p. 474. 

229) Quart. J. of raath. 17 (1881). Die veranderlicbe Rotation bei coaxialen 
cylindriscben Begrenzungsflachen wurde femer von J. H. LbTvrs, Loud. Matb. 
Soc. Proc. 5 (1874) und M. Mmgules, Wien. Per. 83 (1881), 85 (1882) bebandelt. 

230) Lond. Pbil. Trans. (A) 179 (1888). 
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proportional an und betracktet die Fliissigkeit als inkompressibel; 
ferner setzt man im zweiten Palle 

im ersten Falle lasst man in der Gleicbung weg. In beiden 
Fallen existiert eine Druckgleicbung, die durch ATF=0 bestimmt 
wird®®^). Die Form der Druckgleicbung fur den allgemeinen Fall be- 
tracbtete J. indem er dabei die Transformation (4) von 

Nr. 3 a oben benutzte. 


231) W. SteUow, Cbarkow Ges. 5 (1895); N. Schiff, Mosk. Pkys. Sect. 9 
(1897). Ygl. J. Brill, Mess, of matb. (2) 27 (1898), -wo die Bedingungen dafiir 
entwickelt sind, dasa die Wirbelfaden. stets vou denselben Teilchen gebildet 
■werden. 

232) Loud. Matb. Soc. Proc. 26 (1897). 


(Abgescblosaen im Mai 1901.) 
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IY17. AEEODYI^AMIK. 

Von 

S. FINSTERWALDER 

IN MUNOHEN. 


Inhaltstibersicht. 

Vorbemerkung. 

1 . Eiuleitung. Das Verbalten bewegter Luft an liindernissen. 

2. Aerostatik. Theorie des Freiballons und des gesteuerten Ballons. 

8. Beobacbtung der anf die Aerodynamik bezuglicben GrSssen. 

4. Abbangigkeit des Lnftwiderstandes von den Dimensionen des Hindemisses, 
sowie von der Dicbte, Gescbv?indigkeit und Bescbleunigung der Luft. 

5. Grbsse und Biobtung des Luftwiderstandes ebener Flllcben, die schiel zu 
ihrer Bbene bewegt werden. 

G. Der Luffcwiderstand von flacbgewSlbten und krummen Flilchcn, sowie von 
Flacbenkombinationen. 

7. Dracben. 

8. Fallscbirme und abnlicbe passive Flugapparate. 

9. Aktive Flugmascbinen. Dracbenflieger, Radflieger und Scbwingenlliegor. 
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Vorbemerkung, Der folgende Artikel befasst sich in erster 
Linie mit dem erfabrungsgemass gegebenen und auf die Anwendung 
bezllgiiolien Teil der Aerodynamik, nacbdem der tbeoretische Teil in 
den Referaten iiber „Hydrodynamik'' IV 15 und 16 (Love) entkalten 
ist. Dabei scbeiden jedocb jene G-ebiete aus, bei denen die mit der 
Bewegung der Luft verbuiidenen Warmescbwankungen eine wesent- 
liche Rolle spielen. Hierber geboren die Ausflusserscbeinungen, die 
Bewegung der Luft in Robren und die Luft als motoriscbe Substanz 
in gescblossenen Raumen (vgl. im vorliegenden Bande die Referate 
iiber „Hydraulik“ (^ForcJiheimer und Griihler), sowie in Band Y das 
Referat iiber „Tecbniscbe Warmetbeorie^^). Ausserdem sind bier aucb 
jene Bewegungen der Luft, welcbe periodiscben Cbarakter besitzen, 
als zur „Akustik“ (vgl. das bezugliebe Referat von H. Lamb in diesem 
Bande) geborend, ausgescblossen. 

1. Binleitung. Das Verhalten bewegter Luft an Hindernissen. 
Die bewegte Luft, wie sie in der Natur als Wind vorkommt, ist" 
eine uberaus verwickelte Erscbeinung. Der Wind ist keineswegs die 
gleicbformige Yerscliiebung einer Luftmasse, sondern eine Folge sebr 
kurzer Stosse von verscbiedener Starke, welcbe mit der mittleren 
Ricbtung der Luftbewegung fortwabrend wecbselnde Winkel ein- 
scbliessen. Die Dauer der Stosse^) betragt nur einige Sekunden und 


*) In der durch kursiven Druck Eervorgehobenen Abkiirzung ist die Zeit- 
sohrift reap, das Werk im folgenden zitiert. 

1) A, F, Zahm, Eev. de I’Aeronautique 7 (1891), p. 130. 


1. Einleitmig. Das Yerhalten bewegter Luft an Hindernissen. 151 

i]ire Starke entspricht beispielsweise einem mittleren Gescliwiiidig- 
keitsuntersckied von 3—4 msee-^ bei etwa 10 msec- ^ Durcbsclinitts- 
gescbwindigkeit. Uber den ortlicbeii Wecbsel der Gescliwindigkeit 
giebt es nock keine systematisclien Beobaclitmigen, dock lekrt der 
Blick auf ein Sckneegestobeij dass derselbe in der Nake des Erd- 
bodens wenigstens ein iiberaus rascker sein muss. Die soeben ge- 
sckilderte Eigentiimlickkeit des naturlickeii Windes kat S. P. Langley 
als internal worlc of wind {innere Unruhe des Windes) bezeicknet^ sie 
entsprickt der turbulenten Bewegung der Hydrodynamik®). Ikre Ur- 
sacken sind -wokl in den Unregelmassigkeiten des Erdbodens zu suchen. 
Wie weit sie in die Hoke reickt ist niokt bekannt; bei Ballonfakrten 
ist sie nock nickt bemerkt ■worden^). 

In der Aerodynamik kat man bisker von der Betracktimg des 
Einflusses dieser inneren Hiirnke des naturlickeii Windes Abstand 
genommen und stationare Verkaltnisse vorausgesetzt, wie solcke bei 
Anstellung von Experimenten in gescklossenen Raumen angestrebt 
werden. IFber die Art, wie die stromende Luft auf in ikr befindlicke 
Korper wirkt und sick gegen sie verkalt, sind versckiedene Meinungen 
aufgestellt worden: I. Neivton^) sckeint sick die Wirkung so vor- 
zustellen, dass die Luftteilcken nack Art von G-esckossen gegen die 
Korperoberflacke stossen, wobei die Stosswirkung nur von der zur 
Korperoberflacke senkreckten Komponente der Relativgesckwindigkeit 
ausgekt, wakrend die zur Korperoberflacke parailele Komponente in- 
folge mangelnder Reibung wirkungslos bleibt. Auf die gegenseitige 
Beeinflussung der an der Oberflacke abgleitenden Teilcken wird keine 
Riicksickt genommen, eine Wirkung auf der Leeseite des Korpers, 
sowie die Art und Weise, wie die Luft auf dieser Seite den Raum 
ausfullt, bleibt ausser Betrackt. 

In der tkeoretiscken Hydrodynamik, in der die Luft als 
reibungslose, elastiscke Fliissigkeit aufgefasst wird, denkt man sick 
dieselbe in Bewegungsfaden aufgeteilt, welcke sick an dem ein- 
getauckten Korper teilen, ikn umfliessen und bin tar demselben 
sick wieder zusamniensckliessen. Die Wirkung auf den Korper 
gesckiekt durck Druckkrafte, welcke die umfliessenden Bewegungs- 
faden senkreckt zur Oberflacke ausiiben und ist also fiber den ganzen 

2) Rev. de TAeronauticiue 6 (1893), p. 37; vgl. auch PHI Mag, (5) 37 (1897), 
p. 425. 

3) Vgl IV 16, 17 {Love). 

4) Rev. de TAeronautique 7 (1894), p. 144. 

6) Pliilosopluae naturalis Principia, Liber 2, Seetio YII, § 40 (3. Aufl. 
London 1726), 
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Bereich derselben aiisgedelint. Wrihrend difi Nmi/m' bcIk' Anniolit dia 
Ablmngigkeit des Liiftwidorst{md(i.s von der Oos(diwindigk<*it. niid di*r 
Lnftdiclito riclitig wiedergiebt nnd mir die loeaoitigt* Wdrkung vin*- 
iiacliliiHsigt, findet die theoretiacdie Hydrodynamik mit Ib'rdek.siebtigung 
der Leewirkung den OesanitwiderHfcaiid eiintH iin Luftstrom ladind- 
liclien Korpers, nanilich die liesultaute aller anf die OberfiiieJie wirken» 
den Druckkrafte, gleicli Null, waa in valient Widersprindt tnit tier 
Erfalirung stelit. Durcli Eiiiftilirung der innereii lieibimg'*) wird v,wur 
ein Qesamtwiderwtand erzielt, alter dciHHOu Abldingigktdt von lle- 
sc’bwindigkeit nnd DiinenBionen dea Korpers iat ntifc der Brlaltrnng 
niebt in Einklang zn bringen. Zndem zeigen tlirttkltt VerHue-lie, liasH 
die Wirlmngon der iimeren lieibimg der Lult, Hovvit> autib jene v-wistthen 
der Luft nnd andertm Oberliaebon ho goring sind, dass sit; gegentiber 
dem eigentliclien Lui’twiderstaud nitjht. in Ikdraebt kttttnntin. Wenu 
aucli die tlieorotiache Hydrodynamik btd llertHibnung tbn tieNiiini' 
wirkung anf einen dem LnftHfcrom aiiHgesekten Kdrper verHtigt, so 
giebt Hie docli die Ablulngigktnl; der Tttihvirkung |i)ruek auf das 
einzelne Oberflaelienelement) von (Kwcbwindigktdt. und laiftdiehte 
riclitig wieder; sie stelit also in dieHcm Ibmkfce mit dtsr 
Annahme gleicb. 

Dureli M. v, G, KirehhofJ'*^) und Lortl Uui/{dt/h'') 

wurde ein nenes Element in die Hydrodynamik eingefilltrt, wtdt;lu»H 
den Widersprueb zn beseitigen stdiitm. Man nabnt DiskontinuitiitH- 
fliiclien zu Htllfe, wtdclie von der Qrenze Kwiselnm ljuv(aa StosH)- 
seite und Leeseite auHgeheii imd zweiarlin BttwtjgungHlbrnnai tbir Luft 
scheiden, von dtmen die oine ditt Btosswirkutig, ditt andere liitt Lt*e“ 
wirkung ausflbt. Langs der DiskontinuitiitHllaelieu iHt dit‘ (btKtdiwin* 
digkeit beider Bewegimgen urn ein (mdlicdieH verntdiitnien, tlttr Hrnek 
dagegen gleicli. Dock bleibt stur genilgtmdeii (llatreinstimmung mit 
der Erfahrimg noek manekcs zu wiliiHckeu ilbrig. Akgoseken davttn, 
dasB bisker nur eine geringe Zalil v.weidimtaiHionukn* ikatbkntitt mit 
geradlinigen Begrenznngen der umstromten K()rpi*r matkematiHcIi gelitst 
werden konnte sind die DiskontinuitiitsiUleketi weder gttsekktssen 
nock stabil Der erstere XJmstand kewirkt, dass die sonat wolilbegrdndete 
Vorstellnng, es sei gleickgUltig, ob der Kttrper stillstidit und tlie l.iuffc 

6) Vgl. IF 15, 12 u. 15 (Love), 

7) Berl Ber. 18(38, p. 215. 

8) J. f. Math. 70 (18(39), p. 289. 

9) Phil. Mag. (2) 6 (1876), p. 480. 

10) Vgl. IV 16, 1 f {Love). 

11) Vgl. IV 16, 18 (Love). 
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stromt, Oder der Korper durck die in weiter Entferiiung rukende Luft 
kindurck bewegt wird, nickt okne weiteres aufreckt erkalten werden 
kann. So lasst sick wokl annekmen, dass kinter einem vom Luft- 
strom getroffenen Korper ein durck eine Diskontinuitatsflacke ak- 
getrennter beliebig lang ausgedeknter Raum von rukender Luft liegt; 
nickt so einfack ist es aber, sick vorzustellen; dass ein gleickformig 
bewegter Korper einen beliebig langen Luftsckwanz von konstanter 
Gesckwindigkeit kinter sick kerziekt; die Erfakrung lekrt, dass beides 
nickt zutrifft. 

Wakrend nun einige Experinientatoren wie J. Weislach'^^) und 
0. LilientJial^^) auf der Leeseite oder auck auf der Stoss- und Lee- 
seite im Ansckluss an die Ansckauungen der Hydraulik ganz un- 
regelmassige „Wirbelbewegungen“ annekmen, die mit dem Ckarakter 
einer stationaren Stromung unvereinbar sind, kat F. v. Ldssl^^) die 
Hypotkese eines vor der Stossseite sick aufbauenden, keilformigen Stau- 
hiigels, der mit relativ zum Korper rukender Luft von konstanter 
Spannung erfiillt ist, aufgestellt und durck zaklreicke Experimente 
gestutzt. Die Flacken dieses Stauktigels miissten den Ckarakter von 
Diskontinuitatsflacken der tkeoretiscken Hydrodynamik kaben, wobei 
es nock keineswegs sicker ist, dass solcke Diskontinuitatsflacken mit 
den iibrigen Voraussetzungen der tkeoretiscken Hydrodynamik ver- 
einbar sind. Tiber die Yorgange auf der Leeseite giebt die v.Ldsd’m\\Q 
Hypotkese keinerlei Aufsckluss. 

Durck direkte Beobacktung mittels der Scklierenmetkode kat 
L. Mach'^^) die Bewegungsvorgange in stromender Luft verfolgt 
und sekr verwickelte, an Lmgleijs, innere XJnruke des Windes 
erinnernde Ersckeinungen gefunden, die mit den stationaren Ver- 
kaltnissen, wie sie die tkeoretiscke Hydrodynamik voraussetzt, un- 
vereinbar sind. An der Stossseite kalten die beobackteten Ersckei- 
nungen etwa die Mitte zwiscken den Yorgangen, wie sie die 
Hydrodynamik einerseits und die v. LdssZ’scke Ansickt andererseits 
vorausseken lasst, wakrend an der Leeseite kinter sckarfen Kriim- 
mungen ein andauerndes Hin- und Herpendeln der Bewegungsfaden 
zwiscken den Formen des sick ansckmiegenden Umfliessens der Kriim- 
mungeii einerseits und der vom Hindernis fackerartig ausstraklenden 


12) Lehrbucb der Ingenieur- und Mascbinenmechanik 1, 4. Aufl., Braun- 
schweig 1876, p. 1181. 

13) Der Vogelflug, Berlin 1889, p. 64 u. 81. 

14) Die Luftwiderstandsgesetze, Wien 1896, p. 31. 

15) Zeitschr. f. Luftschiff. 15 (1896), p. 129. 
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Diskontinuitatsflachen andererseits stattfindet Bei geeignet genm- 
dfiten^ nacli Torii und kinten TGrjiiiigtGii PorniGn iiakGrt sicli ubrigGns dio 
BGWGgungsform nake Ginor stationarGn. iknlicke Ycrkaltnissc kat 
Lord Kelvin bei G-elegenkeit einer Eeike Ton Einwanden gegeii das 
ZustaiidekoiiLiiieii der Eiskoiitinuitatsflackeii fruker vorausgesagt. 

Dass ukrigens auck in der Aerodynamik bei genugend kleinen 
Gresckwindigkeiten stationare Verkaltnisse erzielt werden koimen, be- 
weisen die Veisucke Q-.W^lnev der mittels feiiier Eauckfaden die 
Experiniente H. S. Sele-Shttw’s wiederkolte^®). Die TkkZZ^^isPscke An- 
ordnung hat kiirzlick durck JE. J. Morey in der Weise eine Ver- 
besseiiing eifakienj dafs den Eanckfaden eine synckrone sckwingeude 
Bewegung initgeteilt wurdej die eine direkte Sckatzung der Gre- 
scliwindigkeit gestattet. Der auf der Leeseite . einer angeblasenen 
Sckeibe befindlicke, mit geringen unregelniassigen Bewegungen er- 
ftillte Eaum kat kiernack die Eorm einer vom lYinde gepeitsckten 
Flanimej deren Zacken rasckem W^ecksel iiiiterworfen sind. 

Bei der Unsickerheit der Grundlagen der Aerodynamik und der 
Veiwicklung der Problenie gewinnen Gresicktspunkte allgemeinerer 
Natiii iind Giiltigkeit Bedentiing^ wie sie v, MehnJiolt^ in dem Theorem 
geometrisck fiknlicke Beweguiigen kiissiger Eorper betreffend gegeben 
kat^”). Ist n das Verkaltnis der Gresckwindigkeiten, r das der Dicliteii, 
^ das dei iniieren Eeibungskoeffizienten zweier Pliissigkeiten, in wel- 
cken aknlicke Beweguiigen vor sick geken, so miissen die Verk^t- 
nisse der Drucke der Koordinaten (Dimensioneii) y : n mid der 
Zeiten q : sein, damit die eine Bewegung die Differeiitialgleickmigen 
und die Kontinuitatsbedingung erfiillt, falls die andere es tkut. Bei 
kompressiblen Flussigkeiten ist n durck das Verkaltnis der Sckall- 

15“) Ini naken Zusammenliange mit diesen Vorgangen ateken jene, die 
bei der Sehallerregimg in Pfeifen anftreten und fiir Zungenpfeifen von 11. v. Helm- 
holtz, Lehre von den Tonempfindungen, 5. Aufl., Berlin 1896, Beilage 7, fiir 
Iiippenpfeifen von TV. G. L, Ddfi SchciiJc, Arcb. neerl. 25 (1891), p. 308 untei'- 
suckt will den. Audi die Brsckeinung der empfindlicken Planimen Oder besser 
Strablen mag bei dieser Gelegenkeit Erwaknung finden, vgl. Lord Mayleicjh, 
Tkeory of sound, 2. ed., London 1896, vol. 2, p. 400. 

16) Nature (engl.) 60 (1894), p. 674. 

17) Der dynamiscke Plug, Briinn 1899, p. 43. 

18) Vgl. IV 16, 6 a (Love). 

19) Paris C. E. 122 (1901), p. 1291. 

20) Verb. d. Ver. z. Beford. d. Gewerbefl. 51 (1872), p. 289 sowie Berk Ber. 
1873, p. 501. Das IlelmhoWBche Beispiel, in welckem der lenkbare Ballon mit 
einem Ozeandamiifer verglicken wird, ist durck eine falscke Zakl fiir q (0,8 statt 
8,0 Oder besser 13,3) entstellt. Das Einsetzen der ricktigen Zakl liefert kein 
brauckbares Ergebnis (miindl. Mitt, des Herrn H Emden). 
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geschwindigTieiten gegeben, und es giebt nur eiiien Fall vollkommener 
Almliclikeit. Bei Yernacblassigung der innereii Reibung oder der 
Kompressibilitat, welcbe um so mebr erlaubt ist, in je grosseren Raumen 
die Bewegungen vor sick geben, giebt es eine einfacb unendliclie Reibe^ 
bei Yernacblassigung beider eine doppelt iinendlicbe Reibe abnlicber 
Bewegungen. 

3. Aerostatik. Theorie des Freiballons und des gesteuerten 
Ballons. Der tbeoretiscbe Teil der Aerostatik wurde bereits in dem 
ersten Referate iiber Hydrodynamik von A. JE. IS. Love (lY 15, 1 — 5) 
besprocben. Hier bandelt es sicb um die Anwendung auf den 
JLibffballon. Der Freiballon ist am unteren Ende (Appendix) ent- 
weder offen oder durcb ein Sicberbeitsventil mit geringem tJber- 
druck gescblossen. Er unterscbeidet sicb von den gewobnlicb be- 
tracbteten Scbwimmkorpern durcb seine Deformationsfabigkeit und 
gehorcbt verscbiedenen Giesetzen, jenacbdem der Ballon ganz ge- 
fullt (= prall) oder teilweise gefiillt (= scblaff) ist. Der pralle 
Ballon bleibt prall, so lange er steigt unci verliert dabei am Appendix 
dauernd Gas, er bat konstantes Yolumen, aber variables Gewiobt; 
sein Auftrieb ist (gleiobe Temperatur von Luft und Fiillgas voraus- 
gesetzt) gleicb dem Produkt aus dem konstanten Yolumen in den 
mit der Temperatur und Hobe abnebmenden Auftrieb der Yolumen- 
einbeit des Piillgases. Kommt der pralle Ballon ins Sinken, so wird 
er scblaff. Der scblaffe Ballon verliert kein Gas, er bebalt sein Ge- 
wicbt bei, andert aber sein Yolumen. Sein Auftrieb ist (unter Yor- 
aussetzung von gleicber Temperater von Gas und Luft) gleicb dem 
Produkt aus dem konstanten Gewicbt in den von Temperatur und 
Druck (Kobe) unabbangigen Auftrieb der Gewicbtseinbeit des Full- 
gases. Hat daber ein scblaffer Ballon negativen Auftrieb (Abtrieb), 
so bebalt er denselben bei und fallt, obne ins Gleicbgewicbt zu 
kommen, immer scblaffer werdend zu Boden. Hat umgekebrt ein 
scblaffer Ballon positiven Auftrieb, so steigt er, bis er prall geworden 
ist, mit Ironstantem Auftrieb und verbalt sicb, weiter mit abnebmen- 
dem Auftrieb, wie ein praller Ballon ^^). Das Gleicbgewicbt eines 
Ballons ist also bei gleicber Temperatur von Gas und Luft instabil. 

Hm die Instabilitat des Ballons in vertikaler Ricbtung zu ver- 
miiidern, bat J. B. JHeusnier^^) im Jabre 1783 das Ballonet eingefiibrt. 

21) Ch. Menard, Rev. de TAeronautique 1 (1888), p. 16; vgl. A. Barthes, 
Rev. de rAeronaatiqiie 5 (1892), p. 1; E. JEergesell ebenda 3 (1890), p. 101; 
M. JEmden, Illastr. aer. Mitt. 5 (1901), p. 77; Voyer, Rev. de rAeronautiqiie 8 
(1901 erscMenen), p. 13. 

22) G. Tissandier, Rev. de TAeronautique 1 (1888), p. 130, 
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Es ist das eiu im Inneni des Ballons befindliclier, gegeii das Eiillgas 
abgescMossener Lnftsack, in welchem der Druclr der Lnft durcli eiii 
Greblase reguliert werden kann. Die nrsprungliclie Absicht, auf dies© 
Weise dnrcb Einpumpen and Entleeren von Lnft das Dewicbt des 
Ballons ohne Yerlust von Gras oder Ballast zu beeinflussen, kaim 
wegen der engeii Grrenzen, die das Grewicbt mid die Festigkeit der 
verwendbaren Materialien zulassen, nicht verwirklicbt werden, dock bat 
sicb das gespannte Ballonet als wirksames Mittel, die Form des Ballons 
gegenDeforinationen zu sicbern, bewabrt, so bei den steuerbaren Ballons 
nnd beim Parseval-8iegsf eld’ schen gefesselten Dracbenballon bei 
welcbem der Gegenwind das Aufblasen des Ballonets besorgt. 

^ Mit der Deformationsfabigkeit des Ballonmaterials bangen nocb 
statiscbe Dntersucbungen zusammen, welcbe auf die Berecbnung 
der Beansprucbung desselben Bezug baben. Die auf ein Element der 
Ballonbulle wirkenden ausseren Krafte sind der Auftrieb, welcber deni 
vertikalen Abstand des Elementes vom offenen Appendix proportional 
ist, und der Nelzdnick. Enter ibrem Einfliisse kann das Element 
entweder allseitig oder aiicb nur einseitig gespannt und quer dazu 
gefaltet sein. Die Berecbnung der Spannungen scbliesst sicb an 
die Tbeorie der Kuppelgewolbe an-), wabrend die Untersucbung des 
Netzdruckes und der Spannungen im Eetz auf ungescblossene raum- 
licbe Facbwerke fiibrt-). In naher Beziebung bierzu steben die auf 
der Elastizitatstbeorie fussenden Untersucbungen von L. Lecormi iiber 
die Verteilung der Spannungen in einer ellipsoidiscben Haut imter 
konstantem Innendruck. Ganz neue Problem© der Statik des raum- 
licben Facbwerkes^ stellen die starren Eiesenballons (B. Sdiwars, 
F. V. Zeppelin) -), bei welcben feste und verauderlicbe konzentrierte Fasten 
(Mascbinenraume, Ballast), sowie verauderlicbe Flacbenbelastung (Auf- 
trieb bei wecbsebider Fulluiig, Luftwiderstand) eine maassgebende Rolle 
spielen. Einfacberer Eatur sind die auf das Tau eines Fesselballoiis 
(Kurve des Durcbbangs und der Beansprucbung obne®®) und mit®°) 


23) 8t.JDu^ydeL6nw,M.Gifrard,P.mhnlein, Ch.Benard, A. Santos- Dumont 

Inu- erstere siehe JS. ModehecJc, Handbixch der Luftschiffalirt, Leipzig 1886 fiir 
letzteren Illixstr. aer. Mitt. 6 (1902), p. 1. i b , 

24) Zeitschr. fiir Luftsck. 15 (1896), Beilage. 

-P- Fawmb bev. de TAeronautique 2 (1889), p. lii; fortgesetzt in 3 
(1890), p. 11. 


26) S. Finsterioalder, Illustr. aer. Mitt. 4 (1900) p. 1. 

27) Paris C. R. 122 (1896), p. 218. 

28) Illustr. aer. Mitt. 2 (1898), p. 18 und 6 (1902), p, 7. 

29) J£ Degouy, Rev. de I’Aeronautique 2 (1889), p. 23. 

30) M. Wagner, Illustr. aer. Mitt. 3 (1899), p. 76. 
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Winddruck) beziigliclien, mecbanisclien Untersucliiiiigen. Rein geo- 
metrische Aufgaben, die mit der Lelire von der Kartenprojektion in 
Beziekung stelien, bietet die Art der Herstellnng des Ballons ans 
Stoffstreifen oder wie bei den Groldscblagerballons ans kleinen 
Stoffstiickcben, welclie auf einer langen spindelartigen Form (einer 
Rotationsflacbe' konstanten Kriimmimgsmaasses) an einander geklebt 
werden. 8. Finsterwalder bat gezeigt, dass ein Kugelballon mit weit 
geringerem Verscbnitt an Stoff mid 30% kiirzerer Nalitlange hergestellt 
werden kaiin, wenn man statt der ublicben Meridianteilnng der Kngel 
die regulars Wurfelteilung (ev. aucb die Rbombendodekaeder- oder 
Rbombentriakontaederteilung), deren Felder dnrcb konvergente grosste 
Kreise in viereckige Babneii von der grbssten Stoffbreite zerlegt 
werden, zugrunde legt. 

Ausser der oben betracliteten Stabilitat eines Ballons in Beziig 
auf das Auf- und Niedersteigen kommt, fiir steuerbare Ballons 
wenigstens, aucb nocb jene in Bezug auf Langs- und Querpendelung 
zur Greltung. So lange der Ballon vollgefullt ist, kann man ibn bei 
Untersuobung der Scbwingungen als ein im Zentrum des Auftriebes 
(Scbwerpunkt des Grasvolumens) aufgebangtes Pendel (ev, mit Luft- 
dampfung) anseben. Ist er aber nur zum Teil gefiillt, so tritt bei 
den Scbwingungen eine Relativbewegung der imten durcb eine Hori- 
zontalebene abgegrenzten Grasmasse ein, deren Eintluss auf die Stabilitat 
nacb den Metboden von P. Diihem und P. AppeTl zu verfolgen 
ist. F. V. Zeppelin bat ibn durcb Scbotteneinstellung praktiscb miwirk- 
sam gemacbt. Wenn die Vortriebsorgane (Luftscbrauben) eines steuer- 
baren Ballons nicbt so angebracbt sind, dass die Resiiltante ibrer Wir- 
kungen mit der Resultante des Luftwiderstandes des Ballonkorpers 
zusammenfaUt, so entstebt bei Beginn des Antriebes ein Drebmoment, 
Welches die Stabilitat beeinflusst und durcb eine mit der Starke des 
Antriebes wecbselnde Verscbiebung eines Balanciergewicbtes ausge- 
glicben werden muss. Die Steuerung gescbiebt genau wie beim 
Scbiffe dadurcb, dass die durcb das gedrebte Steuer bervorgerufene 
Asymmetrie des Scbiffskorpers beim Andauern des Vortriebes ein 
Drebmoment des Luftwiderstandes weckt, dessen Grrosse im Verein 
mit der durcb den Vortrieb bewirkten Fabrt den Steuerkreis, in dem 
sicb das Scbiff bei konstanter Steuerstellung dreht, bedingt. Bei der 
Vertikalsteuerung erfolgt die Drebung nur so lange, bis das geweckte 

31) Voyer, Rev. de I’Aeronautique 7 (1894:), p. 1. 

32) 111. aer. Mitt. 6 (1902). 

33) J. de matb. (2) 6 (1896), p. 23. 

34) Paris C. R. 129 (1898), p. 868. 
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Drehmoiiient des Liiftwiderstaudes jenem gleicli ist, das durcli die 
Entfernung des fecliwerpunktes von der durcli das Auftriebszentrum 
gelienden Veitikalen eiitsteiiij. Der geringe Erfolg der steuerbaren 
Ballons ist duicb ibre im Verbaltnis znr gewobnlicben Windgeschwin- 
digkeit geringe Eigengescbwindigkeit, . bedingt. CJi. Menard bat 
6,5 msec-i, F. v. Zeppelin 7,5nisec-i wirklicb erreicbt. Den Wider- 
stand eines, dein seinigen abnlicben Ballons von d ni Durcbmesser 
und ?;ni Grescbwindigkeit giebt CM Menard in kg folgendermassen an: 

• - 11 ^= 0,01685 ^^ 2 - 1 , 2 . 

3. Beobacbtnng der auf die Aerodynamik beziiglicben Grossen. 
Znr Beobacbtmig der Eicbtung der Windgescbwindigkeit dienen Wind- 
fabnen (Wimpel) und die vorbin (in Nr. 1) erwabnten Metboden der 
Scblierenbeobaclituug und der Baucbfaden. Die Koinponente der Ge- 
scbwiiidigkeit des Windes senkrecbt zu einer (nieist vertikaleii) Geraden 
wild duicb das Mobmson sckiQ Anemometer geniessen, dessen Hanpt” 
bestandteil ein Scbalenkreuz ist, das sicli um eine zii jener Geraden 
pai allele Axe diebt. Die Windgescbwindigkeit selber wird gemessen durcb 
Elugelradcben nacb Art des WoUmanMsdheTi bydrometriscben Fliigels®®), 
dessen Drebaxe in die Eicbtung der Windgescbwindigkeit fallt. *^Beide 
Messungen geben nur Mittelwerte, deren Art von dem Tragbeits- 
moment der rotierenden Massen abbangt. S. P. Langley bat dasselbe 
beim MoUnson’scken Scbalenkreuz auf ein Minimum berabgesetzt. 
(r. MecImageF^) bat das Elugelradcben so geformt, dass seine Angaben 
eine lineare Funlction der Gescbwindigkeit werden. Die Instruinente rea- 
gieren auf Gescbwindigkeiten von iiber 0,1 bis 0,2 msec-b Eine zweite 
Metbode, die Windgescbwindigkeit zu messen, bestebt darin, dass man 
den Druck ermittelt, den eine senkrecbt zum Wind gestellte Platte 
erfabrt. • 

Statt den Gesamtdruck direkt zu bestiinmen, bat G. MeclnageV^) 
den Unterscbied der Drucke in den Mittelpuiikten der Vorder- und 
Riickseite einer quer zum Wind gestellten kreisformigen Platte mano- 
metriscli gemessen und damit minimale Dimensionen des Anemo- 
meters bis zu 5 mm berab erzielt. Ein scbeibenartiges Doscben ist 
im Innern durcb eine Querwand in zwei Kammern geteilt, von wel- 


35) Paris C. R. 101 (1885), p. 1111. 

36) Vgl. IV 19 (Forcliheimer). 

37) Rev. de I’Aeronautique 6 (1893), p. 43. 

38) Ann. Pkys. Cbem. (2) 4 (1878), p. 179. 

39) Verb, deutscb. Naturf. u. Irzte, Muncben 1899, p, 76. Vgl. 0. Krell, 

Hydrostatiscbe Messinstrumente, Berlin 1897. ^ 
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clien die eine durcli ein Loch, in der Mitte der Yorderflachej die 
andere durch ein solches in der Mitte der Euckflache mit der Ausseii- 
luft korrespondiert. Die vordere Kammer wird durch den Luftstroin 
angehlasen, die rhckwartige ausgesaugt imd der Druclmnterschied heider 
durch ein empfindliches Wassermanoineter mit schwach geneigtem Ab- 
leseschenkel gemessen. Der Druckunterschied ist dem Quadrat der 
Geschwindigkeit proportional. 

Znr Bestimmung des statischen Druckes der uiibewegten Luft 
dienen Barometer und Manometer. In bewegter LiiE sind ihre An- 
gaben fehlerhaft. Ein Instrument, welches den Druck bewegter Luft 
messen soil, ist von F. Nipher^'^) angegeben. Der Eaum zwischen 
zwei nahegestellten paraUelen, kreifdrmigen Flatten wiirde von einem 
gegen die Flatten streichenden Luftstrom ausgesaugt werden. Er- 
fiiUt man ihn mit einem Facket feiner Drahtnetze, welche uber den 
Band der Flatte etwas vorragen, so entsteht an dem vorragenden 
Streifen eine Druckwirkung, die so abgeglichen werden kann, dass 
sie der Saugwirkung das Gleichgewioht halt. Der statische Druck in 
der Mitte des netzerflillten Zwischenraumes giebt dann den Druclj 
der bewegten Luft an. 

Weit leichter ist der Druck der bewegten Luft an der Oberfiache 
eines Hindernisses zu messen. Bringt man an dem Funkte, wo die 
Messung erfolgen soli, eine feine Offnung an, die mit einem Mano- 
meter in Verbindung steht, so wird in jene Offiiung so lange Luft ein- 
geblasen, bezw. aus ihr abgesaugt, bis in dem Verbindungsteil zum 
Manometer derselbe statische Druck herrscht, wie im Luftstrom, der 
an der Of&iung vorbeistreicht^^). 

Um den aus der inneren Um-uhe des natiirlichen oder auch kiinst- 
lich erzeugten Windes entstehenden Fehlerquellen zu entgehen, werden 
in der Eegel die auf Luftwiderstand zu untersuchenden Korper durch 
die ruhende Luft bewegt. Dies geschieht zumeist in kfeisformiger 
Bahn mittels des Eundlaufapparates''^^). Den schadlichen Einfluss des 


40) Tbe Engineer 86^ (1898), id. 517. 

41) G. Eeclcnagel, Arm. Phys. Chem. (2) 10 (1880), p. 677; 
neering 60® (1895), p. 787. 

42) Durcbmesser der Rundlauiapparate von; 

K. Schellbacli, Ann. Pbys. Chem. 143 (1871), p. 1 
G. Hagen, Ann. Phys. Chem. 152 (1874),: p. 95 

G. Eeclcnagel, Zeitschr. d. Ter. deutsch. Ing. 30 (1886), p. 489 
F. V. Liissl, Die Lnftwiderstandsgesetze 

P. S. Langley, Experiments in aerodynamics 

H. S. Maxim, Eev. de PAeronautique 5 (1892), p. 45 
0. Mannesmann, Diss. Tubingen 1897 


J. Irminger, Engi- 


Durchm. 0,3 in; 

„ 3,0 m; 

„ 2 — 10 m; 

„ 2, ,5— 3 m; 

„ 18,2 m; 

„ 19,4 m; 

,, 1,0 m; 
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Mitwindes iind die Atiliangigkeit der erzielten Luftwiderstandswerte 
vom Yerhaltnis der Korpergrosse zum Balinradius liat G.BecJmagel fiir 
lireisforinige Sclieiben untersiiclit^®). Es zeigt sicli^ dass nit jenen 
Yerlialtnis die Luftwiderstande wacliseii. Bei den grossen Bundlaiif- 
apparateiij die in Ereien arbeiten^ stort der nienials gaiiz ruheiide 
Wind undj wenn nan zur Yerneidmg dieser Storing selir grosse 
GescEwindigkeiteii verwendet, die Zentrifugalkraft. 

Ansser Versnchen mit Bundlaufapparaten dienen nocli Fallver- 
siicke zur Messmig des Luftwiderstandes, teils mit senkreckter Baku 
an vertikalen Drakten gleitend, teils auf sckiefer Bakn^^). Ein ganz 
eigenartiger Apparat zur Vergleickung versckiedener Luftwiderstande 
wurde von v. Ldssl kenutzt. Ein leickter gleickarmiger Wagebalken 
tiagt an den Enden an Stelle der Sckalen die zu vergleickenden 
Korper, welcke gleick sckwer sein miissen. Er wird mit grosser 
Gesckwindigkeit vertikal in die Hoke gezogen und man ersiekt dann 

am Ausscklag^ welcker von den Korpern grosseren Liiftwiderstand 
erfakrt^®). 

4:m Abkangigkeit des Luftwiderstandes von den Dimensionen 
des Hindernisses, sowie von der Dickte, GesdLWindigkeit und Be- 
schleunigung der Luft. Die sckon von Newton gelekrte und auck 
aus der Hydrodynamik folgende Proportionalitat zwiscken Luftwider- 
stand und Dickte ist niemals bestritten worden, dagegen ist die Zu- 
nahme mit dem Quadrat der Lineardimensionen des vom Luftstron 
getroffenen Korpers miter sonst gleicken Umstanden (Form, Ge- 
schwindigkeit, Dickte) wiederkolt Gegenstand der Kontroverse ge- 
wesen. Heben der nackstliegenden Ansickt, dass aknlicke Edrper bei 
gleickei Gesckwindigkeit gleicken sjiezifiscken (auf die Querscknitts- 
einkeit reduzierten) Widerstaiid erfakren, findet man sowokl die An- 
siokt vertreten, dass der spezifiscke Widerstand mit der Grosse zu- 


, 

W. H. Bines, Loud. Roy. Soc. Proc. 48 (1890), p. 223 Durchm. 17 m; 

Stixdiengesellscliaffc f. elektr. Sohnellbalineii, Elektroteclm. 

Zeitschr. 22 (1901), p. 672 6 S m. 

43) Zeitsckr. d.Ver, deutscb. lug. 80 (1886), p. 490. Er findet den Widerstand 

Tr== {Fsv^: 2(7) [1,12 -P (3,21D — 0,6321)2) ; L], 

■wo F= Elache in m\ v = Gesckwindigkeit, g = Erdbesckleunigung, D == Durck- 
messer der Sckeibe, iss: Radius des Apparates — alles in m — , s— Gewickt 
von 1 m® Luft. 

44) Nexoton, Principia Liber 2, Sectio VII, § 61, 13. Vers.; L. CaUletet und 
F. Golardcau am^ Eiffelturm Paris C. R. 116 (1892), p. 13; F. LeDantec und Gano- 
vetti, Referat Zeitsckr. d. Ver. deutsck. Ing. 43 (1899), p. 1376. 

45) V. Ldssl, Die Luftwiderstandsgesetze , Wien 1896, p. 19. 
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als auch. dass er mil derselben abnimint^’), Letztere Ansiclit 
mirde durcli Versuclie an der Towerbriicke gestiitztj nacb welcben 
eine 100 grosse .Flacbe kaum den seclisten Teil des spezifisclien 
Widerstandes einer 0,1 in^ grossen Flaclie erfabrt^^). Znr Erklarnng 
der Tbatsacke, dass kleinere Flacben nnter gleicben Umstanden grossere 
spezifisclie Drucke erleiden, kann die innere Unrube des Windes 
dienen, sobald man voranssetzt, dass die grossen Flacben gross gegen 
die Dimension der lokalen Windstornngen sind. 

Fiir die Abbangigkeit des Luftwiderstandes von der Geschwindig- 
leit ist bei sebr kleinen Grescbwindigkeiten nnter 0,2 msec~^ die innere 
Reibung der Luft massgebend. Der Korper scbeint sicb dabei mit einer 
diinnen Schicbt stagnierender Lnft zu nmbnllen und der Widerstand 
ist annahernd der Descbwindigkeit proportional. Yon dieser Art ist 
der Luftwiderstand, der bei langsamen Sobwingungsbeobacbtungen in 
Betracbt gezogen wird^®). Fur grossere Grescbwindigkeiten gilt im 
weiten Umfange^®) das quadratiscbe Gresetz. Anf Grrund von Newton’s 
Vorstellnng folgert man dasselbe in der Art,, dass einerseits die in 
einem kleinen Zeitteilchen znm Zusammenstoss mit dem Korper ge- 
langende Luftmasse proportional der Relativgescbwindigkeit der Luft 
gegen den Korper ist, andererseits aber aucb die Giescbwindigkeitsande- 
rnng, welche sie erfabrt; dem Prodnkt beider, also dem Quadrat der 
Relativgescbwindigkeit, ist der Luftwiderstand proportional. Aus den 
Grrundgleicbungen der Hydrodynamik folgt durcb Anwendung des Prin- 
zipea der Abnlicbkeit der Bewegungen, dass bei einer stationaren Be- 
wegung mit /c-facben Grescbwindigkeiten, welcbe weit unter der Scball- 
gescbwindigkeit liegen, 7c^-facbe Drucke, Beschleunigungen und aussere 
Krafte vorbanden sein miissen. Wenn sicb die Grescbwindigkeit der 
ScbaUgescbwindigkeit 333 msec""^ nabert, so andert sicb die Abbangig- 
keit des Luftwiderstandes von der Gescbwindigkeit®®); derselbe steigt 
sebr viel rascber als es das quadratiscbe Gesetz verlangt, um dann 
bei Gescbwindigkeiten iiber 400 msec“^ ein neues quadratiscbes Gesetz 

46) Ausser alteren Aiitoren -von 0. Mannesmann, Diss. Tubingen 1897, p. 27. 
Vgl. dagegen G. Reclmagel, Ann. Pbys. Chem. (2j 10 (1880), p. 677, sowie Pussn. 43. 

47) F. V. Zeppelin, Zeitscbr. f. Luftscb. 15 (1896), p. 172; J. Wolf Barry, 
Engineering (2) 66 (1898), p. 408. 

48) M. Thiesen, Ann. Pbys. Cbem. (2) 26 (1885), p. 314; vgl aucb IV 15, 
16 {Love). 

49) Nacbgewiesen von K. Scliellbach von v — 0,2 bis 6 msec"\ von F. v.Lossl 
bis 12msec~^, von B. 8. Langley bis 30 nisec~^; aus ballistiscben Versucben nacb 
G. Cranz, Aussere Ballistik, Leipzig 1896, p. 51, 53 und 61 bis 240 insec~l 

50) Hier sei auf die Tbeorie des Luftwiderstandes von J. Altmann bin- 
gewiesen, Zeitscbr. f. Luftscb. 29 (1900), p. 147 , 
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mit beinalie dreimal so grossem konstanten Faktor zu befolgen'^^). 
Die Ursaclie dieser Anderung muss in der Bilduiig einer sogen^nten 
koniscben Kojifwelle gesuclit werden^ welclie bei so grossen Groschwin- 
digkeiten ahiiiicli der Bugwelle eines Dampfers auftritt, relativ gegen 
den Korper ruht, und auf der Leeseite einen luftverdiinnteii Baum ab- 
grenzt. Der Sinus des balben Offnungswinkels der koniscben Kopf- 
welle ist gleieb dem Quotienten aus Scballgescbwindigkeit und .Be- 
lativgescbwindigkeit zwiscben Korper und Luft®^). 

Tiber den Mnfluss der Belatwlesclileunigung auf den Luftwider- 
stand^ welcber sick nacb der Hydrodynainik in einer scbeinbaren Ver- 
meliiung der Masse des bewegten Korpers um einen von der Art der 
Bewegung abbangigen Teil der verdrangten Luftmasse aussern miisste; 
giebt es wenig Beobacbtungen. J. Didion"^'^) scbliesst aus Pallversucben 
einer ebeneii Kreisscbeibe auf einen solcben Einfluss von geringem 
Betrage. Dagegen bat 0. lAUenihal bei Versucbeu mit Scblagfliigeln 
erne 9— lO facbe Vermebrung des Luftwiderstandes gegentiber jenem; 
welcber bei einseitiger Bewegung mit gleicbformiger Durcbscbnitts- 
gescbvp-indigkeit auftritt, gefimden. 

Was die Abbangigkeit des Luftwiderstandes von der Form des Tlm- 
risses der getroffenen Flache angebt, so bildet sicb nacb F. v. Ldssl 
auf der Stossseite ebener Flaclien, die senkrecbt zu ibrer Ebene bewegt 
weideiij, ein Luf tstaubiigel aus, der von einer Flacbe konstanter Bbschimg 
(45'^) begrenzt ist. Hervorragungen der Flacbe, die innerbalb des Luft- 
staubiigels verlaufen, sind auf den Widerstand obne Einfluss. In der 
Hauptsacbe bestebt Proportionalitat zwiscben LuBwiderstand und 
Flacbenmbali Dock finden v. Ldssl, F. Le Lantec^^) und G-. Hagen 
ubereinstimmend, dass bei gleicbem Inbalt der Kreis den kleinsten 
Widerstand bietet. v. Ldssl lasst diese Tbatsacbe nur bei ganz ebenen 
Elacben gelten. Wenn der Band der Flache gegen den Luftstrom zu 


51) Vgl. G. Cram, lussere Ballistik, Leipzig 1896, p. 39, spwie IV 18 lb 
(Cram). ’ 

J. WenUel, Wien. Ber. 92®“ (1885), p. 626; E. Mach und 
P. Salcher, ebenda 95®“ (1887), p, 764; 97®“ (1888) p. 1045; 98®“ ("1889) u 41 

1267, I860; 101 »• (1892), p. 977; 105>« (1896). p.60k ’ 

63) C. Grans, lussere Ballistik, Leipzig 1896, p. 45; 

Tr= P (0,036 + 0,084 «;® i: 0,164 du : cZt) 
in Luft von 10° und 760 mm. 

64) 0. Lilienthal, Der Vogelflug, p. 48. 

55) Die Luftwiderstandsgesetze, p. 34. 

(1899)^ p P- 81; Zeitschr. d. Ver. deutscb. Ing. 43 

67) Ann, Pbys. Cbem. 162 (1874), p, 96. 
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nur ein wenig erliolit ist, was die Ausbildmig des Luftstauliiigels be- 
giinstigt, so ist das Format ganz gleicbgiltig. Bezeicbnet man den 
Luftwiderstand einer so berandeten Flacbe mit 1, so ist der einer 
gleicb grossen. Kreisscheibe obne Rand 0,83^ eines Quadrates 0,86, 
eines gleicbseitigeii Dreiecks 0,90, eines Recbtecks mit dem Seiten- 
verbaltnis 1 : 2 0,9, eines solclien mit 1:4 0,94. 

Nacb V. LossP^) ware der Druck gleichmassig tiber die Stossseite 
verteilt und die Resultante ginge durch den Scbwerpunkt. G. Beclt- 
nageP^) fand auf manometriscbem Wege folgende empirisclie Formel 
fiir die Verteilang des TJberdrucks auf die Vorderseite einer Kreis- 
scheibe: 

(-!■)'+ 0,734 (.?-) - 1,19 {j:)\ 

wobei r der Radius der Scbeibe, q die Entfernung rom Mittelpimkt 
bedeutet und = Fv^. Auf der Rtickseite war der Minderdruck 

m •2,g 

ziemlicb gleicRmassig (= 0,37 P^) mit ganz sckwacber Zunabme gegen 
den Rand zu. Hiermit stimmen der Art nacb die Versucbe von 

F. Nipher^°) an einer recbteckigen Platte. 

Was den Proportionalitatsfaktor betrifft, der angiebt, wie gross 
der Widerstand von 1 qm bei 1 msec~’ senkrechter Grescbwindigkeit 
ist, so schwanken die Angaben fiir mittlere Verbaltnisse (15° C. und 
760 mm Barometerstand) etwa zwiscben 70 gr und 125 gr. Ersteren 
Wert findet Gr. Beclmagel auf manometriscbem Wege. Mittlere Werte 
finden: F.LeDantec 80 gr, J.JDidion 84 gr, B. 8. Langley 85 gr, Gli.Benard 
85 gr, Canovetti 90 gr, J. Weissbach 93 gr; grossere Werte J. Smeaton 
122 gr, F.v.Lossl 125 gr, O.Lilienthal 125 gr unii E.J. Marey 125 gr. 
D. LossVb Wert gilt nur fiir Placben mit vorsteliendem Rande; fiir 
glatte Placben ermassigt er siob auf ca. 106 gr°^). Der erstgenannte 
Wert (125 gr) ist auf Grrund der Luftbiigeltbeorie abgeleitet und ent- 
spricbt der Formel W~ ^Fv^{W undy in kg, ^und^J in m, Pin m^). 

G. KircMoff^^) findet im Anscbluss an die Annabme von Diskontinui- 
tatsflacben fiir nnendlicb lange Recbtecke W — — ^ — -- Fv^. Dieser 

g 

Formel entspricbt ein Winddruck von 55 gr pro ni^ Flacbe und 
1 msec~^ Gescliwindigkeit. 

58) Die Luftwiderstandsgesetze, p. 51. 

59) Zeitscbr. d. Ver. deutscb. lug. 30 (1886), p. 489. 

60) The Engineer 85 (1898), p. 517, Referat. 

61) Die Luftwiderstandsgesetze, p. 80. 

62) Vorlesungen iiber mathematische Physik, Bd. 1: Mechanik, Leipzig 1883, 
3. Aufl., p, 307. 
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5. Grrosse und. Richtung des Luftwiderstandes ebener Flaolien» 
die scbief zu ikrer Ebene bewegt werden. Aus Newton'^ Anschau- 
ungen folgt unmittelbar^ dass der Luftwidersta,iid aucli beim schiefen 
Luftstoss seiikrecbt zur Flacbe wirkt and sicb za jenem bei senk- 
recbtem Stoss yerhalt, wie das Qaadrat des Sinas des Winkels der 
Bewegangsricbtang gegen die Flacbe za Fins (14^= sin^ a). Diese 
Formel bat dem Experiment nicbt entsprocben, namentlicb nicbt bei 
kleiaen Winkeln. Es sind sebr yiele aadere Formeln aafgestellt worden, 

so von JDuchemin^^) W = o; ^ fbr qua- 

dratiscbe Flatten bestatigt bat, und von v. LossV^"^) W= sin a, 
welcbe dieser Aator aas der Luftbugeltbeorie ableitet und experi- 
mentell bestatigt. tlber einer sebiefen Flacbe bildet sicb biernacb nicbt 
ein unter 45*^ gegen die Normalebene zur Bewegangsricbtang abge- 
boscbter Luftbiigel aas, sondern der Boscbungswinkel /3 ist mit dem 
Scbiefstellangswinkel durcb die empiriscbe Formel tg /3 == sin a 
(a = 90“ /3 = 45“, « = 57“ /3 = 40“, = 35“ /3 = 30“, a = 21“ 

/3 = 20“, a = 10“ /3 = 10“) verbanden. Die v. Lossl’scke Formel 
bat in den Kreisen der Flugtecbniker grosse Verbreitung gewounen. 
G-. Kirchhoff^^) and Lord Bayle%gh^'^) baben unter Annabme von Diskon- 
tinuitatsflacben fiir ein in der Bewegangsricbtang scbmales Recbteck 

die Formel Tr='Pr„- theoretisch abgeleitet Filr denselben 

Pall sucbt Lord die Formel TF = — sin a cos a unter 

Bescbrankung auf kleine a wabrscbeinlicb za macben. A. Faccioli^^) 
fand den Normaldrack fur kleine Einfallswinkel (0,5“ — 7,5“) nabezu 
konstant gleicb 1F^:4. Aacb im ubrigen liegen seine Zablen erbeb- 
licb uber der v. ZdssFscben Formel. 

Bei der Ableitang der empiriscben Formeln, welcbe die Ab- 
bangigkeit des Widerstandes vom Luftstosswinkel darstellen sollen, 
ging man stets von der meist anausgesprocbenen Voraussetzang aus, 
dass eine solcbe unabbangig von der Form der Flacbe oder gar von 
ibrem Zusammenbang mit andern Flacben existiere, was nacb den 


63) Buchemm, Esperimentaluntersucbungen tiber den Widerstand der Fltissig- 
keiten, deutsch von 0. Schnuse, Braunschweig 1844, p. lOl. 

64) Experiments in aerodynamics, Washington 1891, p. 24. 

65) Die Lnftwiderstandsgesetze, p. 96. 

66) J. f. Math. 70 (1869). 

67) Phil. Mag. (2) 6 (1876), p. 430. 

68) Phil. Mag. (5) 38 (1894), p. 409. 


69) Teoria del volo, Milano 1895, p. 99. 
Zeitschr, f. Luftsch. 15 (1896), p, 102, 


Ahnliches behauptet A. Samuelson, 
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iiydrodynamiselien Ansickteii ganz unwalirscheinlicli ist. Langley^^^) 
liat die AbliangigTieit des Widerstandes vom Laftstosswinkel fiir 
drei annaliernd flachengleiclie Reciitecke a) 152 X 609 mm, b) 305 
X 305 mm, c) 760 X 122 mm uiitersucbt, wobei sicb das erste mit 
der Schmalseite, das letzte mit der Breitseite voran bewegt, und folgende 
Werte fiir das Verbaltnis W: gefunden: 


a 

5° 10° 

15° 

20° 25° 

' 30° 

35° 

40° 

45° : 

a) 

0,07 0,16 

0,29 

0,43 0,57 

0,71 

0,83 

— 



^)i 

0,16 0,30 

0,45 

0,58 0,70 

0,78 

0,84 

0,88 

0,92 

c) 

0,29 0,44 

0,56 

0,63 0,67 

0,69 

0,72 

0,74 

0,76 


Bei a = 27° sind die Unterscbiede selir gering, bei kleinen Winkeln 
erleidet die Flacbe, die an der Scbmalseite angeblasen wird, weit ge- 
geringern Widerstand als jene, die auf der Langseite angeblasen wird. 

Able Autoren stimmen darin iiberein, dass der Luftwiderstand 
senkrecbt anf der ebenen Macbe stebt. v. Ldssl '^°) bat gezeigt, dass bei 
dem Pbanomen des Luftwiderstandes anf Flacben, die sicb scbief zu 
ibrer Ebene bewegen, der Luftstosswinlcel als solcber ganz obne Ein- 
fluss ist. Wird eine Kreisscbeibe senkrecbt zii ibrer Flacbe ange- 
blasen, und beginnt sie in ibrer Ebene urn ibren Mittelpunkt mit 
inimer steigender Giescbwindigkeit zu rotieren, so andert sicb der 
Lnftwiderstand gar nicbt, obwobl der Luftstosswinkel dauernd kleiner 
wird. Das Maassgebende ist der durcb den Flacbennmriss bestimmte 
Querscbnitt des Luftstroms, der das Hindernis trifft. 

Dem von Langley niessend verfolgten Einflusse des Formates der 
Flacbe suebt v. Ldssl durcb eine Abanderung der Luftwiderstandsformel 
gereebt zu werden, bei deren Ableitung er die Relativgescbwindigkeit 
der bewegten Luft in eine Koinponente senkrecbt zur horizontal ge- 
daebten Ebene (Sinkgescbwindigbeit) und in eine parallel zur Ebene 
zerlegt. Die letztere bewirkt eine Vergrosserung der widerstebenden 
Flacbe um den Betrag l)V 2 , wo h die Ausdebnung der Flacbe F senkrecbt zu 
ist; vom Quadrat der zweiten bangt im ubrigen der Lnftwiderstand 

ab. Die Formel wird dann W— (F oder wenn man 

y 

wieder den Winkel a und die Relativgescbwindigkeit v einfiibrt: 
W— -j (F -\-l)v cos a) sin^ a Luftdicbte) . Aucb diese Formel 

bat V. Ldssl innerbalb der Werte cc = 7°— 13° und v = 0,8— 1,9 m, 
wobei sie etwa doppelt so grosse Werte giebt, als die friibere Formel 

69“’) Experiments in aerodynamics, Washington 1891, p. 62. 

70) Vgl. Fussn, 71. 
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Fv^sin^a, durch Versuche bestatigt^i). Die Formel hat riel 
Widerspruch erfahren'^^). 

Beziiglich des AngriffspunUes md der Verteilung des Luftwider- 
stcmdes gegen eine geneigte EUne folgert v. Lossl aus seiner Lufthiigel- 
theorie, dass der Luftwiderstaiid iiher die ganze Stossflache gleichformig 
verteilt sei und seine Resultante demgemass durch den Schwerpunkt 
gehe. Dem widerspricht die allgemeine Erfahrung nnd das Resultat 
vieler Experimented welche das Vorhandensein der Avamini^ ^ohew 
Brscheinung der Hydranlik auch fur die Aerodynamik feststellen. Die- 
selbe besteht in einer VeiTuckung des Angriffspunktes der Resultante 
des Luftwiderstandes yoin Zentrum der Plache gegen den ange- 
blasenen Rand zu. Ausfiihrliehe Versuche hieruber haben JosseP^) und 
E. Kummer"^^) angestellt. Deren Ergebnisse wurden von P. 8. Langley 
und W. H. Bines bestatigt. Kummer fand, dass auch in diesem Palle 
die Form der Flache von Einfluss ist, und dass z. B. fiir ein Quadrat 
der Angriffspunkt des Luftwiderstandes bei verschiedenen Luftstoss- 
winkeln innerhalb der mittleren Halfte der Platte schwankt, wahrend 
bei einem Reohteck, das an der schmalen Seite angehlasen wird, sich 
jene Schwankung auf einen kleineren Bereioh (auf ein Ftinftel beim 
Seitenverhaltnis 1 : 18) beschrankt. Lord Bayleigh'^^) hat diese Ver- 
anderung des AngrifPspunktes auch aus der G. Kirchhoff'A&n Theorie 
der Diskontinuitatsflachen gefolgert und fur die Entfernung a? des An- 
griffspunktes des Widerstandes eines an der unendlich langen Seite an- 
geblasenen Rechtecks von der Iditte der Breite I den Audruck 

3 cos a. ^ 

X JVj i : r I 

4;(4 + 7C sina) 

gefunden. Jdssel hat fur dieselbe Grrosse den empirischen Ausdruck 
X == 0,3 (1 — cos (x) I gegeben. N. JoukowsJcy'^^) hat darauf aufmerk- 
sam gemacht, dass, wenn die angeblasene Plache nicht symmetrisch zu 
einer die Windrichtung enthaltenden Ebene ist, die Richtung des ge- 
weckten Luftwiderstandes nicht mehr zu einer die Windrichtung und 
die Plachennormale enthaltenden Ebene parallel liegt. 

71) Zeitscbr. d. osterr. lug. u. Arck.-V. 50 (1898), p. 464 und 481. 

72) J. Popper, Zeitsckr. f. Luftsck. 15 (1896), p. 253, sowie Zeitschr. d. osterr. 
Ing.- u. Arcli.-V. 61 (1899), p. 51 und 73; G-. Wellner, Der dynamisclie Plug 
Briinn 1899, p. 28Anm. 

73) Mdruorial du gdnie maritime 1870, Brussel. 

74) Berl, Abb. 1875 u. 1876. 

76) Phil. Mag. (6) 2 (1876), p. 430; vgl. E. Crerlach, Zeitschr. f. Luftsch. 5 
(1886), p. 65, mit graphischen Darstellungen. ' 

76) Tiber das Schweben der Y6gel, Mosk, math, Samml, 16 (1891), p. 29. 
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6. Der Luftwiderstand von fladigewSltoten und krummen 
Flaelien, sowie von Fl^ckenkombinationen. Wegen ihrer Eignung 
fur flugteclinisclie Zwecke habeii ffCwdlMo FldcJiBfi, welclie die Foiiu 
des Vogelflugels-nacbalimen; vielfaclie Untersucbung ibres Luftwider- 
standes erfabren^^). Es bandelt sick dabei urn Elacben von ungefabr 
elliptisebem Umriss mit dem Axenverbaltnis 1:4 bis 1:6 und einer 
Wolbungstiefe von 1:12 bis 1:40, welcbe an der Langseite ange- 
blasen werden. Die Krummung in einem dem Luftstrom folgenden 
Querscbnitt ist meist an der angeblasenen Seite starker als an der 
Leeseite. Es bezeicbne a den Winkel des Luftstosses mit der Sebne 
eines solcben Querscbnittes. Die Abbangigkeit des Luftwiderstandes 
von a ist nacb 0. LilientMV^) erne ganz andere als bei ebeneii 
Elacben von gleicbem Dmriss. Eiir « = 90^ stimmen die Werte in 
beiden Efflen uberein. Wabrend aber der Luftwiderstand ebener 
Elacben mit « = 0 verscbwindet, ist bei den gewolbten nocb ein 
solcber im Betrage von 0,1 — 0,4 vom masimalen vorbanden^S'^) und fur 
geringe ETeigungen wie a = 15® betragt er 0,5 0,9 des Maximal- 

wertes. Dabei liegt die Ricbtung des Luftwiderstandes in dem Inter- 
val! von a — 10® bis a == 40® um einige Glrade vor der Normalen zur 
Sebne, wodurcb unter Voraussetzung eines borizontalen Luftstromes 
die Vertikalkomponeiite (der bebende Teil des Luftwiderstandes) im 
Vergleicb zur ebenen Elacbe nocb vergrossert, die Horizontalkompo- 
nente (der die Bewegung bindernde Teil desselben) verringert wird. 
Diese Resultate bat G-. Wellner'^^^) bestatigt; derselbe findet gleicb 
0. LiUenthal ftir sebr giinstig gestaltete Elacben unter Umstanden 
eine Aufbebung der Horizontalkomponente, ja sogar ein Bestreben der 
Elacben, gegen den 'Wind zu lliegen, was indessen aiideiweitig be- 
stritten und auf Eebler der Beobacbtungsmetbode zuruckgefiibrt 
wurde ®®). Die Versucbe von 0. IMannesmann^^) mit scbwacb ge- 
wolbten Kugelbauben von kreisformigem Umriss zeigen nicbts von 
diesen Eigentiimlicbkeiten, namentlicb aucb nicbt die relativ starken 
Hebewirkungen des Luftwiderstandes bei kleinen Neigungswinkeln. 

Wenn zwei parallele Elacben in der Ricbtung des Windes 

77) E. PUUjpps, Engineering 40 (1885), p. 160. 

78) 0. LiUenthal, Der Vogelflug, Berlin 1889, p. 93. 

78“') W. Kutta hat den hierhergehOrigen Fall einer z'weidimensionalen Be- 
wegung theoretisch untersucht und gute tihereinstimmung mit dem Experiment 
gefunden, lllustr. aer. Mitt. 6 (1902), p. 133. 

79) Zeitschr. d. osterr. Ing. u. Arch.-V. 45 (1893), p. 353. 

80) A, V. Ohermayer, Zeitschr. f. Luitsch. 15 (1896), p. 120. 

81) Diss. Tubingen 1897, p. 42. 

12 ’’' 
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Iiiiitereinaiider steheii, so erleidet die im Lee steLende eine Ver- 
minderung des Widerstandes, welclLe bei Kreisscbeiben im Abstand 
des Durcbmessers nacb L. Gailletet and R Golardem^^) 0,9, nacb 
0. Mannesmann^^') 0,7 des Widerstandes der vordereii Sebeibe be- 
tragt. Im Abstaiide gleicb 1,67 Dnrcbmesser tritt nacb letzterem 
aber scbon eine scbwacbe Vermebrung auf. Wiebtiger ist das 
Verbalten libereinanderstebender Macben. ISTacb Messungen Lang- 
ley's^) aben Reebtecke, welcbe an der Langseite anter scbwacben 
Winkeln angeblasen werden and am die ein- bis andertbalbfacbe 
Lange der Scbmalseite in paralleler SteUang abereinandersteben, 
keinen merklicben Einbass mebr aafeinander aas, and das gleicbe 
warde von H. Philipps and 0. Lilientlial^^) far scbwacb gekriimmte 
Placben gefanden. 

Nacb V, Ldssl erleidet ein Keil mit dem Winkel "welcber in 
der Symmetrieebene senkrecbt zar Scbneide angeblasen wird, einen 
Widerstand, wie eine senkrecbt zam Wiiide gestellte Aqaivalentflacbe 
von der Grosse f sin a, wenn f die Basisflacbe des Keiles ist. B. Boby- 
leff^^) hat die Kirch'hoff'BQk& Metbode der Diskontinaitatsflacben aaf 
den Pall eines symmetriscb angeblasenen Keiles von anendlicb langer 
Scbneide angewendet and die erbalteneii tbeoretiscben Resaltate steben 
mit V. LossVb Versacben in gater LFbereinstimmang. Par den Wider- 
stand einer regalaren dreiseitigen Pyramids, die parallel der Axe be- 
wegt wild, findet v. Ldssl die Aqaivalentflacbe 0,9 j^sino;, far jenen 
einer qaadratiscben Pyramids 0,86 sin a, eines Kreiskegels 0,83 sin a, 
wobei a den Winkel zwiscben Bewegangsricbtang and Placbe bedeatet; 
far eine Kagel 3, far einen Kreiszylinder, der senkrecbt za den Er- 
zeagenden angeblasen wird, 2/*: 3. TJnter f ist dabei stets die Projek- 
tion des Korpers aaf eine Ebene senkrecbt zar Bewegangsricbtang 
verstanden. Altere Aatoren baben die Aqaivalentflacbe einer Kagel 
grosser 8^, neaere^s) kleiner gefanden. Aaf Grand des Wewfow’scben 
Widerstandsgesetzes ergiebt sie sicb za 0,4 f. Wollte man das v. Ldssl- 
scbe Gresetz als Elementargesetz fiir anendlicb kleine Placbenelemente 
gelten lassen, so bekame man fiir die Kagel 2/*: 3. 

82) Paris C. R. 117 (18), p. 245. 

83) Diss. Tubingen 1897, p. 48. 

84) Experiments in aerodynamics, Washington 1891, p. 47. 

85) Zeitschr. f. Luftsch. 14 (1895), p. 237. 

86) J. d. russ. iDbys.-chem. Oescb. 13 (1881), p. 63. 

87) /. C. Borda 0,405/, Gh. HuUon T. Vince 0,403/; nacb G. Gram, 

Aussere Ballistik, Leipzig 1896, p. 140. 

88) GanoveUi 0,28/, vgl. Referat in Zeitscbr. d. Ver. deutscb. Ing 43 
(1899), p. 1376. 
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Nacli G. Beclmagel ist der Luftdruck gegen den Scheitel eines 
beliebigen, parallel zur Axe angeblasenen Rotationskdrpers, dessen 
Tangentialebene senkrecht zur Eotationsaxe stebt, durck die Formel 


bF=P(l 


§ 2g P) ’ 


Oder fur kleine Grescbwindigkeiten 


W=P + l^v^ 

(P Luftdruck, y : g Luftdicbte, v Grescbwindigkeit, /3 Verbaltnis der 
spezifischeii Warmen). Diese Formel folgt daraus, dass an einer 
solcben Stelle die lebendige Kraft der Luft adiabatiscli vollstandig 
in Druck und Temperaturerbobung umgesetzt wird®®). 

Viele Experimentaluntersucbiingen beweisen die Fnzulassigkeit 
des mit den elementaren Annabmen der Hydrodynamik im Wider- 
sprucb stebenden Verfabrens, den Widerstand eines beliebig gestal- 
teten Kdrpers auf Girund eines Elementargesetzes fiir den Widerstand 
eines Flaobenelements durcb Summation iibgr die Oberflacbe zu be- 
stimmen. Damit verliert aucb die Losung des bekannten Problems 
der Yariationsrecbnung, auf Grrund des Aewifoi'i’scben Luftstossgesetzes 
die Form eines Rotationskorpers von minimalem Luftwiderstand zu 
finden, an praktiscber Bedeutung®°). P. Kummer^^) bat fur eine An- 
zabl von Rotationsflacben die verwickelten Quadraturen ausgemittelt, 
auf welcbe das Problem, auf dem angedeuteten Wege den Luft- 
widerstand zu ermitteln, fubrt. Er setzt dabei voraus, dass die 
Rotationskorper (Kegel, Cylinder, RotationseUipsoid und Kombi- 
nationen von Cylindern mit Kegeln und Rotationsellipsoiden) von 
einem beliebig gericbteten Luftstrom getroffen werden und untersucbt 
namentlicb die Lage des Angriffspunktes auf der Drebaxe. Fiir die 
Form einer Granate (Cylinder mit aufgesetztem Halbellipsoid) stimmt 
sie einigermassen mit direkten Yersucben bei geringen Gescbwindig- 
keiten (v = Q msec“^). 


89) Ann. Phys. Chem. (2) 10 (1880), p. 677. 

90) Vgl. lY 18 1 c (Grans) sowie II A 8 (Kneser)._ An das vorliegende Problem 
bat A. M. Legendre, Paris, Mdm. de I’ Acad. 1788, p. 7 — 37 == F. Ostwald, Klassiker 
der exakten YTissenschaften Nr. 47, berausgegeben von P. Stdclcel, Leipzig 1894, 
p. 70 ff. und spater unabbangig von ibm K. Weierstrass in Yorlesungen die lur 
die Yariationsrecbnung wicbtige Bemerkung geknupft, dass bei Ausdebnung des 
Newton'schm Widerstandsgesetzes aaf gezackte Meridiankurven der Widerstand 
einer nacb einer solcben Kurve geformten Rotationsflacbe unter jedesMaass berab- 
gedruckt werden kann. 

91) Berl. Abb. 1875 u. 1876. 
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Experimentell hat sich die Torpedoform als solche von gering- 
stem Luftwiderstand bei vorgegebener Querscknittflacbe ergeben. Fiir 
das Verbaltnis 1 : 6 vom Durchmesser zur Lange eines Rotations- 
korpers kann man durcb geeignete Pormengebnng die Aquivalent- 
flaclie auf mindestens ein Seclistel des grossten Qnerscbnittes berab- 
driicken 

7. Dracken. Hieranter verstebt man Placben oder Flacbenkom- 
biiiationen, -welclie durcb den Winddruck geboben werden, wobei sie 
durcb eine Leine mit der Erde in Verbindung stebeii. Die Resultante 
aus Eigengewicbt und Winddruck muss in die Tangente am obern 
Ende der Leine fallen und ibre Yertikalkomponente mindestens gleicb 
dem Grewicbt der Leine, vom tiefsten Punkt (in der Regel dem Be- 
festigungspunkte) aus gerecbnet sein. Fur grosse Dracbenboben ist der 
Winddruck auf die Leine sebr betracbtlicb Die Stabilitat des 
Dracbens bangt von der Konstanz des Angriffspunktes der Resultante 
des Winddruckes bei wecbsebiden Neigungen ab. Teilung und etagen- 
formige Anordnimg der tragendeu Placben vermebrt die Stabilitat und 
erleiobtert die Herstellung grosser Dracben von geniigender Pestig- 
keit. Urspriinglicb wurden die Dracben zur Vergrosserung der Sta- 
bilit’at mit einem Scbvsranze verseben, dessen Zug in Ricbtung der 
Dracbenflacbe dem Pendeln derselben entgegenwirkte. Neuerdings ver- 
wendet man nacb demVorgange von W.A. Eddy sobwanzlose (malayiscbe) 
Dracben, welebe die Form eines Deltoides baben, dessen Ebene urn 
die Symmetrieaxe unter stumpfem Winkel geknickt ,ist, oder Ha/rgrave- 
dracben, bei welcben vier paarweise bintereinander und iibereinander 
angeordnete ebene oder scbwacb gekriimmte Tragflacben von recbt- 
eckiger Form mit der langen Seite gegen den Wind angeordnet sind®®). 
Die grossten Dracbenboben (uber 5000 m) wurden dadurcb erreicbt, 
dass von einer Hauptleine aus Klaviersaitendrabt in passenden Ab- 
standen Nebenleinen abzweigen, die scbwanzlose Dracben tragen®^). 

8. I’allsclurme und abnliche passive Flugapparate. Der Pall 
eines Korpers im widerstebeiiden Mittel gebort grossenteils zur Balli- 
stik IV 18 (Cram). Der gewobnlicbePallscbirm bestebt aus einer kreis- 
formigen Stofffiacbe, mit einem Lock in der Mitte, von derem Rande aus 
viele gleicblange Leinen nacb einem Punkt zusammenlaufen, der die Last 

92) M. Wagner, Ulustr, aer. Mitt. 3 (1899), p. 76. 

93) Illuatr. aer. Mitt. 1 (1897), p. 16. 

94) L. Match, Smitbsonian Eeport, Wasbington 1900, p. 223. Eiae gate 
Ubersicbt xiber die Dracbentecbnik fur meteorologiscbe Zwecke fiudet sicb iu 
B. Assmann und A. Berson, Ergebnisse des aeronautiscben Observatoriums 1900 
u. 1901, Berlin 1902. 
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tragt. Wird er in ausammengefaltetem Zustande mit dem Locli oben 
nnd der Last miten in rubiger Lnft sicb selbst nberlassen, so blaht 
er sicb. im Fall zu einer Rotationsflacbe anf und sinkt vertikal zn 
Boden. 1st v die Fallgescbwindigkeit, Gr das Grewicbt, F die Aqni- 
valentflacbe des geofibieten Scbirmes, y das spezifiscbe Grewicbt der 
Luft, g die Erdbescbleunigung, 7^ die Fallbobe, 7c ein Koeffizient (naeb 
F. V, Ldssl == 1, nacb O. Beclmagel = 0,6), so lautet die Differential- 
gleicbnng der Bewegung: 


dv 

dt 


■ g — l 


yFv^ 

~Ja 


Durcb Integration ergiebt sicb unter Voraussetzung der Anfangs- 

gescbwindigkeit 0 nnd der Abkiirzung 
asymptotiscbe Endgescbwindigkeit ist: 




itg 


Hi 

l) ; + 1 


und 


tg tg 


P. S. Langley bat experimentell gezeigt, dass, wenn einer ebenen 
Platte, die in borizontaler Stellung berabfaUt, danernd eine grosse 
Horizontalgescbwindigkeit erteilt wird, ibre Vertikalgescbwindig- 
keit sicb erbeblicb verlangsamt. Es folgt das aus den Gresetzen 
des scbiefen Luftstosses. Die Relativgescbwindigkeit ist 


der Lnftstosswinkel sin a 


Wenn stationare Yerbaltnisse 


eingetreten sind, so muss der senkrecbt zur Platte wirkende bebende 
Luftwiderstand (nacb v. Lossl = Jo ^ F -1" ^ 2 ^) sin a) gieicb dem 


Gewicbt Gr der Platte sein. Hieraus wird % = |/ 2 

Fur Heine Werte von : % wird: sin a = ^ = • Langley findet 

grosse Unterscbiede, je nacbdem die recbteckige Platte mit der langen 
oder scbmalen Seite vorauslauft. Im ersten Falle ist die Sinkgescbwin- 
digkeit viel geringer. 

Wabrend bei Langley's Experimenten die Stellung und konstante 
Horizontalgescbwindigkeit der Platte durcb den Treibmecbanismus des 
Rotationsapparates aufrecbt erbalten wurde, bat 0. LilientliaV'^) bei 


95) Experiments in aerodynamics, Washington 1891, p. 26. 

96) E. Gerladh, Zeitscbr. f. Lnftsch. 5 (1886), p. 79. 

97) Zeitscbr. f. Luftscb. 12 (1893), p. 259. 
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seinen personlichen Flugrersuchen das gleiciie Ziel durch fortdanernde 
Ausbalancierung des Apparates mittels Scliwerpunktsverleguiig imd 
Steuerung erreiclit. Der Apparat^ gewissermassen ein lenkbarer Fall- 
scbirm^ bestand in seiner ersten Form, aus einem flaebgewolbten 
Fliigelpaai Ton 7 m Spannweite^ 3 m Breite nnd 14 m^ Flacbe^ das 
mit festem Horizontal- nnd beweglicbem Vertikal(Scb’wanz-)steuer ver- 
selien war, nnd wog mit dem Passagier, welclier sicb in der Gegend 
des Angriffspunktes der Resnltante des Luftwiderstandes (etwas vor 
der Mitte der Queraxe des Tragflacbenpaares) befand, 100 kg. Von 
der Spitze eines Hiigels aus wird diircb Anlauf gegen den Wind eine 
gewisse HelatiYgescliwindigkeit erzielt, die infolge der Flugelform einen 
starken liebenden nnd einen kleinen zielieiiden Luftwiderstand weckt, 
welcli letzteiei den lieinmendeii Huftwiderstand des Passagieres aus- 
gleicbt. Aiif diese Weise wird eine Verminderung der Horizoiital- 
gescbwindigkeit bintangehalten nnd der Flugapparat gleitet mit etwa 
9 msec Gescbwindigkeit in riibender Lnft nnd scbwaclier Heigung (9*^) 
lierab. Bei Wind sind grossere Relativgeschwindigkeiten nnd scliwachere 
Heigungeii, ja bei auffriseliendeii Wiiidstossen sogar starke Hebimgen 
des Apparates bis zu 30 ni nnd weite Fliige bis zu 300 m erzielt 
worden, Spater bat 0. Lilienthal den Apparat dadurcb verbessert, 
dass er die Tragflacben paarweise iibereinander anbracbte nnd in der 
Folge baben in Amerika A. Herring nnd 0. ChanuU^^) die etagen- 
foimige Anordnimg der Tragflacben nocb weiter getrieben, ’ wodnrcb sie 
im Verein mit antomatiscber Yertikalstenerung grossere Sicberbeit der 
Fluge erzielten. In England bat sicb 8. FilcJier^^^) anf einem den 
LilienihaV sdien abnlicbeii Apparat am Seile eines durcb Pferde be- 
wegten Flascbenznges rascb durcb die Lnft zieben lassen nnd so 
weite nnd bobe Fliige gemacbt. 

Das Problem des scbiefen Falles einer gesteuerten Fallscbirm- 
flacbe ist unter yerscbiedenen, meist unzutreffenden Annabmen matbe- 
matiscb bebandelt worden^®^). Die eigentiimlicben Bewegungen eines 
faUenden Papierblattes baben JE. Gerlach'^^^-) , F. AMborn'^^^) mid 

98) Zeitscbr. f. Luftscli. 14 (1896), p. 237; Rev. de rAeronautique 8 (1895) 

p. 1. Referat mit guten Abbildungen. ’ 

99) Illustr. aer. Mitt. 2 (1898), p. 9 und 3 (1899), p. 41. 

100) Illustr. aer. Mitt. 4 (1900), p. 22. 

101) Hem de Saussure, Eev. de rAeronautique 6 (1893), p. 58; F. Prohaslca 
Zeitscbr. f. Luftscb. 9 (1890), p. 105 und 11 (1892), p. 5. 

102) Zeitscbr. f. Luftscb. 5 (1886), p. 65. 

103) Scbwebeflug u. Pallbewegung, Abb. a. d. Gebiete d. Naturwissenscbaften, 
Hamburg 16 (1897). Zur Mecbanik d. Llugbewegung, Unterricbtsbl. f. Matb u 
Naturwissensch. 6 (1900). 
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W. Koppen'^^^) besproclieii mid durch. Veranderung des Angriffspunktes 
des Luftwiderstaudes mit dem Neigungswinkel erklart. Je iiach. den 
Anfangsbedingungen zeigt das Blatt wabrend des Falles eine gleicli- 
siniiige Rotation oder ein pendelartiges Hin- und Hersckwanken, da- 
zwiscben existiert eine unperiodiscli verlaufende Bewegung. 

9. Aktive Flugmascliiiien. Man verstelit darunter Kombina- 
tionen aktiver nnd passiver Flaclien, welcbe, obwobl selbst scbwerer 
als die Lnft, durcb ibre Bewegung einen bebenden und vortreibeiiden 
Luftwiderstand entwickeln, deren ersterer mindestens gleicb dem Ge- 
wicbte des Apparates ist. Zu ibrer allgenieinen Beurteilung baben 
G. Wellner und N. Joukoivslcy folgeiide Grrossen eingefubrt. Bedeutet 
A den sekundlicben Arbeitsaufwand in rnkgsec"^, G das Gewicbt des 
Apparates in kg, v die Horizontalgescbwindigkeit relativ zur Luft in 
msec~^ und F die Grrbsse der tragenden und arbeitenden Flacben in m^, 
so beisst A: G spezifiscbe Leistungsfabigkeit (nacb Wellner) oder fiktive 
Gescbwindigkeit (nacb Joultowshy), A:(Gv) der Transportkoeffizientj 
G:F das spezifiscbe Tragverinogen. 

Die Flugmascbinen werden eingeteilt in 1. Dracbenflieger (Aero- 
plane), 2. Radflieger (Helicopteren), 3. Scbwingenflieger (Oidbopteren). 

Drachenflieger. Ibrer Tbeorie werde das v. LdssVsche Luftstoss- 
gesetz fur ebene Flacben zugrunde gelegt. Der Wolbung der Flacben 
kann man nacb G. Wellner genabert Recbnung tragen, indem man F mit 
einem je nacb Wolbung und Umriss verscbiedenen Faktor m (zwiscben 
2 und 5 g'elegen) multipliziert. Eine ebene oder scbwacbgewblbte 
Flacbe wird unter einem kleinen - Winkel a gegen den Horizont ge- 
neigt und mit der Gescbwindigkeit v (in der Regel durcb Luft- 
scbrauben) borizontal in der Ebene des Neigungswinkels vorwarts 
bewegt. Der geweckte Luftwiderstand bat die Grosse W=my,Fv^ sin a 
(wobei p== y:g). Seine Yertikalkomponente Wy — myFv^ sma cos a 
muss gleicb dem Gewicbt (G = MyFv^ six^c^ QiQsd) sein, die Arbeit 
der Horizontalkomponente vW^ = mgFv^ sin^cc muss vom Motor ge- 
leistet werden, der aucb die sonstigen, die Yorwartsbewegung bin- 
dernden Luftwiderstande xiberwinden muss. Ist deren Aquivalentflacbe 
gleicb fj so ist die Gesamtleistung A des Motors: 

A — mgFv^ sin^ cc -f- g>fv^. 


104) niustr. aer. Mitt. 5 (1901), p. 158. 

105) Der dynamiscbe Flug, Briinn 1899, p. 10; vgl. aucb Gh, Eenard, Rev. 
de TAeronautique 2 (1889), p. 1. Zur allgemeinen Orientierung dient aucb 
L. Boltsmmn, liber Luftscbiffabrt (Verb. d. Yer. deutscb. Naturf. u. Irzte, Wien 
1894, 1. Teil, p. 89). 
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Fur Heine cc wird: 
imd 


G- — m^Fv^cc 


A~ -j- }ifv^ == G^:(m(iFv) -f- fifv^. 


Ware f — 0^ so naiime die zum Sckweben und Vorwartslbewegen er- 
forderlicke Arbeit mit zuuelimender Gescbwmdigkeit v ab, wabrend 
sie sonst scliliesslicb stark wacbst. Das Minimum der Arbeitsleistung 
tritt bei der Gescbwindigkeit v ein, fiir welche G^ :m^Fv = dfifv^ 
ist. Da G == m^Fv^cc, so ist die linke Seite vorstekeiider Gleickung 
aiick gleick namlick jener Arbeit, die zum Vorwartstreiben der 

Drackenflacke allein notig ist. Letztere muss also im Falle des Mini- 
mums der Gesamtarbeit A gleick dem Dreifacken der zur tiberwin- 
dung der sekundaren Widerstand© notigen Arbeit sein (Benard)'^’^^). 
Fflr diesen Fall wird 

a ~ dA^mfiF: (16G^)‘ v = 4G^ : (Smf^FA) ; 

/•= 27m^fo^F^A ^ : ( 266 ^ 6 ). 

TJnter der zweifelkaften Voraussetzung, dass man die sekundaren 
Widerstande vernachlassigen konne, kat A. eine weitere 

Beziekung aufgestellt. Teilt man das Gewickt G in 2 Teile, namlick 
(?i das Gewickt der Fltlgelflacken: G^ == qF, und G^ das Gewickt 
des Motors: G^—^A, so wird fur den Sckwebezustand: 

n = = . 

A A A va v^[imcc^ 

Das Maximum von p (also das kockste zulassige spezifiscke Motor- 
gewickt) entsprickt bei vorgegebenem a einer Gesckwindigkeit v, die 
folgender Gleickung geniigt: 

1 : . o;) = 3^' ; 

Die linke Seite ist gleick G : A, dem spezifiscken Tragvermogen des 
ganzen Apparates, die reckte gleick dem Dreifacken des Tragver- 
mogens der Flacken allein. Die Gleickung kann dann so interpretiert 
werden: Bei einem Flugapparat muss auf die Tragflacken mindestens 
ein Drittel des Gewicktes verwendet werden. 

Allgemein gilt fiir Drackenfiieger: 

spezifiscke Tragfakigkeit G : F v^m sin a cos a, 
spezifiscke Leistungsfakigkeit A: G = vtga, 
Transportkoeffizient A : (vG) = tg a. 

Gut funktionierende Drackenfliegermodelle sind wiederkolt kon- 


106) Eev. de TAeronautique 2 (1889), p. 16. 

107) Zeitschr. d. osterr. lag. it. Arch.-V. 1893, Ni*. 30 u. 31. 
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struiert worden von V.Tatin und Ch.Hichet 1896^®®), Xress 1878 
P. 8. Langley 1896 und J. Sofmann 1902 Jenes von Langley 
liat liber 1 km mit 13 msec'^ Grescbwindigkeit zuriickgelegt. Haupt- 
maasse: (? == 14 kg, = 11,7, G, = 2,3 kg, F = 4,8 in vier 
paarweise Mntereinander angeordnete scbvfacli gewolbte Recktecke 
2 X 0,6 in nebst Steuerscliwanzflacbe geteilt; f == 0,01 qm. Zur 
Erbokung der Stabilitat lagen die Tragflacken nickt in einer Ebene, 
sondern in zwei unter einem stmnpfen Winkel nach aufwarts ge- 
bogenen Ebenen. L. GaTelH kat die Stabilitat des Drackenfliegers 
durck Einfukrung einer rasck rotierenden Sckeibe von grossem 
Tragkeitsmoinent zu verbessern gesuckt. Obwokl die genannten 
Modelle, speziell jenes von Langley, die Moglickkeit des stabilen 
automatiscken Eluges in freier Luft beweisen, und die in grossem 
Maassstabe (G == 4000 kg) ausgefiikrten Versucke von E. 8. Maxim 
1894 zeigen, dass auck die zum Sckweben notige motorisckq Kraft 
zu besckaffen ist, giebt es bis jetzt keine wirkliche Flugmasckine^ und 
zakllose Versucke sind an den Sckwierigkeit des Lancierens gesckeitert. 

Badflieger. Die altesten und einfacksten Radflieger sind die 
8c'hraubenflieger'^^^). Der tragende Teil ist eine vertikale Axe oder 
zwei solcke mit entgegengesetzter Drekung, um die Rotation des ganzen 
Apparates aufzukeben. Enter der vereinfackenden Annakme, dass sick 
eine rotierende Sckraubenflacke wie eine geneigte Ebene unter dem 
entspreckenden Luftwinkel verkalt, gelten fiir den Sckwebezustand des 
Sckraubenfliegers analogs Beziekungen wie fiir den Horizontalflug^ des 
Drackenfliegers. Okne Rucksicktnakme auf sekundare Widerstande 
ist die Leistungsfakigkeit J. ; ir = fi.tg«, wo g die „mittlere“ Gre- 
sckwindigkeit eines Sckraubenflackenelementes und a den „mittleren“ 
Steigungswinkel (= Luftstosswinkel) bedeutet. Gewolbte Flacken sind 
bei Sckraubenfliegern weniger von Bedeutung; die besteii Werte von 
A: G sind vielmekr mit flackgangigen Sckraubenflacken erzielt worden. 
Der Vorzug der Sckraubenflieger vor den Drackenfliegern bestekt m 
der Moglickkeit des Sckwebens an Ort und Stelle, der Nackteil in 

108) Paris C. E. 125 (1897), p. 64 und Illustr. aer. Mitt. 1 (1897), p. 62. 

109) ZeitscEr. f. LuftscE. 11 (1892), p. 190. 

110) Paris 0. E. 122 (1896), p. 1177 ; Nature (engl.) 54 (1896). AbEildung 
in TEe Langley Aerodrome, SmitEsonian Eeport 1900, p. 197. 

111) Illustr. aer. Mitt. 5 (1901), p. Ill; VerE. des Ver. zur Beford. des 

G-ewerEefl. 75 (1896), p. 216. 

112) Illustr. aer. Mitt. 2 1898), p. 55. 

113) ZeitscEr. f. LuftscE. 13 (1894), p. 272; K Serve, Eev. de lAeronau- 
tique 5 (1892), p. 29-125. 

lli) G. Wellner, Der dynamiscEe Plug, Briinn 1899, p. 34. 
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der N'otweiidigkeit, spezielle Yorkeliruiigen fiir die Vomartsbewegiinw 
tieffeii zu iniissen. Eiiie Tkeorie der Hiibscliraulbeii^ wie man die an 
Ort iind Stelle sicli diekenden ScHrauben nenntj b.at GJi. 
geben. Da die Arbeit A znr Drebung der Scbraube der dritten, der ge- 
weckte kebende Lnftwiderstand G der zweiten Potenz der Grescbwindigkeit 
proportional ist, so ist der Quotient = ftl^'cos^a : sin k unab- 

bangig von der Grescbwindigkeit und wird die Starke der Scbraube 
genannt. Die Drosse F = F cos® u : sin a == (r® ; (^A^fiJ neniit er die 
fiktiTe Fliicbe und das Verbaltnis von F' zu dem von der Scbraube 
bescbriebenen Kreis die Giite der Scbraube. (Beispiel die Vortriebs- 
scbraube des Luftscbiffes „La Prance^^ als Hebescbranbe benutzt: 
Starke 0,73 kg sec^ fiktive Placbe 5,8 m^, Giite 0,15.) Die zabl- 
reicbenYersucbe von G. Wdlner^^^) u.a. bestatigten nur unvollkommen 
die Piopoitionalitat des Arbeitsaufwandes mit der dritten und der 
Hebekraft mit der zweiten Potenz der Tourenzabl. W. G. Waller und 
Alexanders baben dagegen in grossartigen Yersucbsreiben sebr 
genaue Ubereinstimmung mit Benard's Tbeorie gefunden Scbrauben- 
flieger sind bisber nur in kleinen Modellen zum Pluge gekommen. 

Ausser den Scbraubenfiiegern sind noob eine Reibe von Rad- 
fiiegern konstruiert worden, von denen Wellner'^ Segelrad^'^^) erwabnt 
werden moge. Urn eine borizontale Axe drebt sicb ein trommelartiges 
Gestell, an dessen Umfang eine grossere Zabl flacbgewolbter langlicber 
Segelflacben, deren Langseite der Drebaxe parallel ist, beweglicb an- 
gebracbt sind, welcbe bei der Drebung so gesteuert werden, dass der 
geweckte Luftwiderstand moglicbst viel Hebewirkung entfaltet. Nur 
die Halfte der sicb bewegenden Flacben nimmt an der Hebewirkung 
teil. Die Yersucbe baben den Erwartungen nicbt entsprocben. 

Die SeUvingevbflieger als direkte Nacbabmungen des Yogelfluges 
werden besser im Zusammenbang mit diesem bebandelt (vgl. unten 
Nr. 11). Im Klemen sind sie vielfacb ausgefubrt worden. LilienthaVs 
Yersucbe, seinen Eallscbirm durcb Einfubruiig scbwingender Bewegung 
der Tragflacben zum Flugapparat umzugestalten, baben keinen greif- 
baren Brfolg gebabt. Erw'abnenswert sind die mit Scbwingen als 
Yortriebsorganen ausgestatteten Dracbenflieger L. JSdrgrave’s^^^) , die 
Ereifliige von 100 m und dariiber ausfiibrten. Yersucbe mit grosseren 

115) Rev. de I’Aeronauticiue 2 (1889), p. 93. 

116) Zeitsckr. d. osterr. Lag. u. ArcL.-V. 46 (1894) u. 48 (1896). 

117) Engineering 69 (1900), p. 233 und Illustr. aer. Mitt. 4 (1900), p. 78. 

118) ZeitscLr. d. osterx Ing. u. ArcL.-V. 45 (1893) u. 46 (1894), sowie 
Zeitschr. f. Lnftscb. 13 (1894), p. 86. 

119) Zeitschr. f. Luftsch. 12 (1893), p. 114. 
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Apparaten ziir Emittelung des Kraftbedarfes baben A. Stengel iind 
B. F. Moore^^^) angestellt. 

10. Propeller nnd ‘Windmotoren. Die einfacbsten und am 
baufigsten angewandten sind die Schrmibenprojpeller. Sie nnter- 
scbeiden sicb you den Hnbsebrauben dadurcb, dass sie sicb wabrend 
der Drebung in der Ricbtung ibrer Axe vorwarts bewegen. Als 
gunstige Form der Propellerflacbe bat sicb die flacbgangige Scbranben- 
flacbe bewabrt. Der XJmriss der Propellerflacbe ist in der Projektion 
senkrecbt zur Scbraubenaxe eine acbterformige Linie^ deren Gtestalt 
zwiscben einer Lemniskate nnd einem Doppelkreissektor liegt. Die 
Breite eines solcben Doppelfliigels soli nicbt mebr als ein Drittel der 
Lange betragen, da eine weitere Ausdebnung der Propellerflacbe nacb 
der Qnere erfabrungsgemass wirknngslos ist^^^). Der Effekt des Pro- 
pellers ist in bobem Maasse yon der Glatte der Placben und der 
Scbarfe der Vorderkante des Plugels abhangig. Statt starrer Pro- 
pellerflacben bat man mit Erfolg biegsame, ans Stoff gefertigte yer- 
wendet, welcbe sicb an die ans steifem Material bergestellte Yorder- 
kante falmenartig anscbliessen Die Zabl der Propellerfltigel 
scbwankt zwiscben 2 und 6. Man ordnet die Propellerfliigel aucb 
bintereinander auf der Axe an; sie niussen aber dann um die ein- bis 
andertbalbfacbe Flilgelbreite yon einander entfernt sein, dainit sie sicb 
gegenseitig nicbt zu sebr beeintracbtigen^^®). Ebenso ist der Ab- 
stand nebeneinander befindlicber Plugel mindestens so gross zu be- 
messeUj dass die ibnen zugeborigen Scbraubenflacben uberall um mebr 
als die Flilgelbreite yon einander absteben. 

Theorie der 8chraul)enpropeTler. Es sei dS ein Element der Pro- 
pellerflacbe^ welcbes yon der Axe die Entfernung r bat, mit ibr den 
Winkel /3 einscbliesst und eine zur Axe senkrecbte Ricbtung entbalt. 
Es sei £0 die Winkelgescbwindigkeit der Drebung und v die Fort- 
scbreitungsgescbwindigkeit langs der Axe. Fiir den Winkel d, den 
die aus beiden kombinierte Gescbwindigkeit v des Elementes d8 mit 
der Axe einscbliesst^ gilt: igd = cor : Bezeicbnet 

a = $ — /3 den Luftstosswinkel, so kann man den Normaldruck 
dN= iif{cc) (v^ + co^r^)d8 setzen, wo = y : g ist und f{a) die nocb 
offen gelassene Abbangigkeit yom Luftstosswinkel bedeutet. Die Kom- 
ponente dQ = dN cob ^ senkrecbt zur Scbraubenaxe muss yom An- 
triebsmotor iiberwunden werden, wozu ein Arbeitsaufwand 

120) Illustr. aer. Mitt. 1 (1897), p. 22. Ebenda 2 (1898), p. 47. 

121) Langley, Esperiments in aerodynamics, Washington 1891, p. 86. 

122) W. Kress, Ilhistr. a‘m'. Mitt. 5 (1901), p. 31. 

123) J. Hofmavm, Osterr. Wochenschrift f. offentl. Baudienst 1901, Nr. 17. 
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G-estattet man aieh die Bemdiiiniig dcr (ie;*Hmius'}ndt(*u dundi Inb*' 
gration der entwiektdten Tfdkrl«»lt<‘n iiltw «ii«' Pritjirlhn'tlufhts wum 
bei langen Hcdmialon Pliigeln wenigcr ib'dmdu-n aln in ainlfrcn Klillcn 
erregfc, bo Mgi fill* btddt* bulb' ;u uud 1 h; J, : tipir, Uun 

Verliiiltnis der aufgfnvfiididfui 7,ur g«dci'«t«di*n Arludi i.'-d, ibuuintch 
gleicli jentmi des WegcH {np)^ ‘ii*n tlic Srliruulu* pro Hukimtii’ in uiner 
festen Mutter zuriUddegi'ii wiinlt*, 7U di*m wirklitdiun Htkuiuiliflmn 
Scliraubenweg (r). lOrBlurtu* umss iiumur gribi.sor hIh leteirrur mdn, 
da soiist die Bliigel niekt melir uuf di<r VordcrBuitt* vtnu Windu go- 
trotfen werden (B > (i). Unter HcldUpfuntj o vfr,>^t:ekt. man dan 
kaltiiis der Differeim jener Wi‘g{' zuin orsfgriiunntfn: fi {np r): up. 
Sie ist gleieli dem \'t.*rliilliiiiB der verloreiitui zur aiiigmvaiulten Arkoit, 
Sic karm iiiclit gleieli Null Hein, tlu HouHi, win der b'aktur {nji v) 
in und dA^ anzeigfc, vveder Arbeit auiV.nwendeii noeh */,« leinten 
wiire 

124) Vgl. Hansen, Zeitscltr. f, buttHflj, y sJiHyili, p. 177 nut! ^<1 Pafrhili, 
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Setzt man in den obigen Pormeln dA^: v = dV nnd danii 
V — 0, so erbalt man Arbeitsaufwand und Hebekraft der Hnbschraube. 
Erstere ist der dritten, letztere der zweiten Potenz der Tonrenzabl n 
proportional. Die pro Arbeitseinbeit erzielte Hebekraft ist also der 
Tonrenzabl nmgekebrt proportional. Nur mit langsam bewegten nnd 
dann natnrgemass grossen Scbranben lassen sicb okonomiscbe Hebe- 
effekte erzielen. Wabrend es zabbeicbe Untersncbnngen liber Hnb- 
scbranben giebt, feblen solcbe iiber Triebscbranben fast ganz. 
H. S. Maxim nnd P. 8. Langley baben einige Messungen an 
grossen Rotationsapparaten angestellt, wobei ersterer 20%^ letzterer 
40% Scbliipfnng fand. Bei seinen Fabrten mit dem ^ lenkbaren 
Ballon stellte Ch. Benard'^^'^) eine Scbliipfnng von 50 7o seiner Trieb- 
scbranbe fest. 

Ansser den Scbranbenpropellem kommen als Treibapparate nnr 
nocb Buderrdder^^^) nacb Art des Oldbamrades nnd Schlagflugel in 
Betracbt. Erstere sind rotierende Troinmeln, deren Axe borizontal 
nnd qner znr Portbewegnngsricbtnng liegt, wabrend am Umfang 
parallel znr Axe Rnderflacben so gestellt werden, dass sie gegen die 
Fortbewegnngsriobtnng moglicbst viel, in die Fortbewegnngsricbtnng 
dagegen moglicbst wenig Flacbe kebren. Die Scblagfliigel werden 
beim natiirlicben Flng besprocben. 

Anbangsweise seien bier nocb die Ventilatoren erwabnt, welcbe 
den Zweck baben, Lnft zn fordern. Bei diesen ist die Nutzarbeit 
gleicb dem Prodnkt ans dem geforderten Lnftvolnmen in den Drnck- 
nnterscbied derselben vor nnd binter dem Ventilator (Grenaneres in 
lY 20 (M. GruUer)). 

Die Tbeorie der Windmotoren scbliesst sicb enge an jene der 
Propeller an. Es tanscben sicb znnacbst die Rollen der Ansdriicke 
dA-^ nnd dA^ ans, insofern als dA^ nnr die an der Welle des Wind- 
rades abnebmbare geleistete Arbeit, dA^ dagegen die vom Winde znm 
Bewegen des Motors anfgewendete Arbeit bedentet. Sodann ist bier 
der Lnftstosswinkel a = ^ — 0. Fiir die Windrader ist das Problem 
von Interesse, die Fliigel so zn formen, dass die abgegebene Arbeit 
ein Maximnm wird. Es ist die vom Element d8 abgegebene Arbeit: 

dA-j^^ == g,a)rf{a) (v^ -1- co^r^) cos /3 dS 
== sin 6 cos § sin(/3 — d)d8=- (2/3 — 6*) + sin 6) d8 


125) Rev. de I’Aeronautique 6 (1892), p. 63. 

126) Experiments in aerodynamics, WasMngton, p. 86. 

127) Paris C. E,. 101 (1885), p. 1111. 

128^ G. Koch, Zeitscbr. f. Luftsch. 16 (1897), p. 252. 
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(wohei f(('^ •” Hin « l')it‘Hi'r AiiHitriii*li wir*! tOiViihur 

(limn oin MaKinmin, wfun *nt" ,i,hT jl 10'' i i>f, Up* 

giinstigHto Ftirm litss j'-is*- \v!nii‘'t’hifSr Milfhn, 

bei walelwr dnr Nciguiig.su'iiikt'l /i SjtrMf,sfu gt-g-n tlit* hn-haict* 
den halbcm Neigutig.swiiilvid a di*N ludut!\ w judf^ di** tindnixe 

iim 45*’ illHn'triil't. Li*gt man, \u«' »>> m d»T 'riM-'trji* df-r \\'jiiihitd<n' 
bislier allgenwin tiblitdi war, diw .AV'ir/wiiKfln* /'|«i ■■■■' 

zngrunde, st» wird 

(/.ij ^ 

dann zu einem Maxiimini, waim Ig /I ig d int 

(fr, (Joridi.s)^"'*}- 1H« liiinibuTb iiiiHgi*drih'kt»* Vn-rti'iltjiig von 
luiigungen bat; d«»n rnebi dfirftigtm |»riiktiw’li»i{ Krfolirtmg<‘ii **iri 
Hprcudnui. Da man bet Wbtdrittlerii die muterrHelit* lirufl gntiia b»*^' 
ziolit, sn kaiin man tlte Zidd d**r Miigel «■» bmge ■steigerii, iiIm diimi! 
nocJi (iina weitare, wenn Hclmn iin'vnilkMntiniin;* Ai!«-nflt.’/.i!H |4 thm Wimlen 
etatthat. lltn |ttiaiit‘inier Itwlnktimi der l*1Hgelbreib''ii iU*{Ht aiefs tier 
gany.e Kiadu mit; Milgtdti dirlit baKt»i'a*ii iiiiiti<nkii.iii«rlii» Wiinlriiilfe}. 
Ni'nmrdings iiat man din smwt gerintliitigen ttml /.nr Hrelniie amiit- 
raebten Fliigtdaxtm ¥o«i Wind al» geiwigt iiml gcigwi dwi Wind ■/.« 
bold gftkrtlmmfc **). 

Ih Der VogeMiig. Die mefbanmelm Krktiirnng tien ^btgeIfiugt*H 
boschliftigt: amt. laugein Laien, (it‘b'brtt‘ tmd Kditsiler^'^Dj dta’b iai erei 
in den Iftt'/taii zwtd dahr/cdmbm (due \d'rstuntligungHb!e-i-s IVir die weii 
auBeinandor gelimubm Ansiebb’n gcwttiiuen nurdmt. Dit Stndi drehte 
sich in erster Liiue nm den /nni Flnge nrttig«ni Kraftaiirwand, Ibitii' 
der Herardiaft dcH AV-ndto/ Bchen Imtistft,sHgi’set/.»'H wurtb- dm-Btllte arg 
tiborscbiltxi Man treuuie. tleji ArbtdjBatd'watid t'lir dim Selin edten vun 
jeneni ftir das Vorwiirhsbewegfn. Mir i‘r,H(iTeii land num nnter N'ur 
ausset'/mig Hpiteer LuftstoHHwinktd « und giinsligster Luge d«*r Imft» 

129) Trttite du calcnl dVtfef. den nutcliitii'H, FuriH 1 b‘ 4U (Htd F. (trttJmf, 
Theoretische Mascbinoalehre a, licrlin Ihko, j», .'j72, Xurli Htiutuiif. die 

B'ormel filv tgp von 3fac Lnurm |I74‘i’|, 

150) La (hmi'f Hattir** (engl.) oH {», :sno Hiei Zeitnelir. d. ¥er, dentseli. 

Ing. 45 (1901), p. 1689. 

151) J. B. Ltmutrdn du Vinn anti Anwhl Bikidin-^ wegeit d«*(i; (‘r.Htcreit 

HUihe [ munn.seritti di L. da Vinci d’odjee: Hiil Vfdo degli iteei-lH pidtl, du 
T. Bahachnilcoff', PuriB 1898); Itd/terer; Xeitedir. f, .7 .t.HUi;,, p, 249, 
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11. Der Vogelflug. 

•widerstandsriclitiingen folgenden Minimalwert (Bezeidinungeii Ton 
Nr. 6): __ 

wo die Sinkgescliwindigkeit mit liorizontal ansgebreiteten Fliigeln 
bedeutet. Fiir den Storcb. ist z. B. G*-==4kg, F—Opm^, 

— 9 msec" J. = 36 mkgsec"^, wozn nock die Yortriebsarbeit fiir 
den Vogelkorper kame. Auf diesem Standpunkt stebt ein lange Zeit 
maassgebendes Gutacbten der Pariser Akademie, das von C.L.Navier 
redigiert wurde^®®). Die gesunde Naturbeobacbtung spricbt gegen einen 
solcben Kraftaufwand nnd namentlicb gegen eine von der Grescbwin- 
digkeit unabbangige Miiiimalzabl fiir die Scbwebearbeit. Bei An- 
wendung des v. AdssZ’scben Giesetzes oder irgend eines anderenj bei 
dem der Luftwiderstand einer Potenz von a mit einem Exponenten 
< 2 proportional ist, fallt der Widersprucb. Es nimmt dann die 
Scbwebearbeit mit zunebmender Grescbwindigkeit unbegrenzt ab und 
nur der Stirnwiderstand setzt eine nntere Grenze fiir die Flugarbeit. 

Nacb demE.vJIelmMt 0 ’mhenG(esetz^^'^) der abnlicben Bewegungen 
mtisste bei i^-maliger Yergrosserung der Lineardimensionen das Ge- 
wicbt G mit n^, die Segelflacbe F mit die Gescbwindigkeit v mit 
nnd der Arbeitsanfwand mit steigen. Die Beobacbtung^®^) er- 
giebt mil* fiir die beiden ersten. Folgerungen eine gewisse tJberein- 
stimmung, insofern als der Quotient <s — F^^ : G^ vom Insekt bis zum 
Adler nur zwiscben den Grenzen 2 und 7 scbwankt und fiir Yogel 
gleicber Flugart nabezu konstant ist. Wabrend also Flugtiere gleicber 
Flugart im ganzen abnlicb gebaut sind, findet sicb die tbeoretiscb zu 
erwartende Steigerung der Gescbwindigkeit und des pbysiologiscb er- 
mittelten moglicben Arbeitsaufwandes mit zunebmender Grosse diircb 
die Beobacbtung nicbt bestatigt, vielmebr fliegen alle guten Flieger 
gleicb scbnell {v = 15— 20 msec" und baben eine Arbeitsfabigkeit, die 
ibrem Gewicbte proportional ist. Nur im Abwartsflug bei eingezogenen 
Fliigeln (Stossen) iibertreffen die grossen Yogel wegen der mit w 
wacbsenden Querscbnittsbelastung die kleinen an Gescbwindigkeit. 

Die Flugarten teilen sicb in zwei Gruppen: AUiver Flug mit 
Fliigelscblag (Ruderflug, Flattem) und passiver Flug obne Fliigel- 
scblag (Gleitflug, Kreisen, Segelflug, Wellenflug). 

Der aktive Flug kommt dadurcb zu stande, dass die Fliigel bei ibrer 


132) Paris, Mera. de I’Acad. 11 (1832), Hist., p. 61. 

133) Berl. Ber. 1873; aucb Zeitsehr. f. Luftscb. 4 (1885), p. 233. 

134) K Miillenhoff, Zeitsehr. f. Luftscli. 4 (1885), p. 13, 42, 161, 243. 
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T¥ 17. Firwterii'tthirr. 

KScliIagbGW(3giiiig wulirraul tl(*8 Vorwiirt8t!i«'gtii8 ininat ’’irlN unS tu* t ui*'! 
seite wirkimdtm Liil‘twii]«THt.uiul Grtnlircn, i:< iH’idl** \ J , 

nento das Sink Pii vra-hiinlt‘rt., wiihrt'iul ini'd!'.** dt- \\t-A. -1 >■.> - I 
stellimg ziirZeit desNi«Hl(‘FHtdilag<‘H <diit' lutidi sm-n i i>d'.!- ! I-.' ‘ 3 

komponantH d«n Flug 1n'H<*.hlt‘iinigt, 7.«r Ztdt di**! AidVtdd.n!* ■ i. n/./.-,* 
eine naeli liiiitnn gGruditota dii* B(*mdilt'uait''bju'' 

Willireiid das NifnlarHidilagGH ist «lt*r Flilgrd u iua><rhM*V 
Form Himlito u-l. n. Pom'm / huh dor Bmliunumr /u o»-.t.'‘U4,. *!. • 

das Prodnkfc aim liidativgoHt'liwijuligkidf dor Lnl'i la »i»'n ‘^ihh> * 

Lnl’tstosswinkelH iila'rall koiiHtjud: Hid. Ilj»> I’Um'kpn /f !i d’istf lins* In 
grdssera Sedilagvviukol iiIh dio I'dtigoIbasiH uud mu.I isU dt»' 
lichen Propeller im (legcnHak 7.u dor mehr paH^n « Ip*hI(«' 3 i 
liache der Flfigelhaaift ujr/.nHtdnm. Kiodi fi. wiiir 

schwacdie Krihnimmg der I'diigel in Ili»*hl«iig de.^t WiiidfH siwii d«-i 
Be.schleimigungHeinfluHH ladm Selling itrh(d(.Hei>{«ii"«*inl liiai »»* hrifiigt 
die Flugurladt. ladin Stondi 11 4 iiikgMT:' k f'»er FwinHiig lii itn 

Modell hiiijfig mit gniem FriVdg iiaeligeiiliinl. ■werdm. 

Dor ^Mtssiiw h’lug, fad widflimu di‘r Vogel iingrjiwrdii'Jiilirh Iroirt 
Arbeit vendtditet, gcHflaobt enlwiHler luif K«»!im der *»iler 

kimitiHchmi Inergie ladm tlhdttlng nml iiinviirti gnrieiiteton ll'ellen 
ling oder nut Illiltc euioH lud’intfdgftiuJeii Lnflsironmi wler iliifrii Am*- 
nutenng der ■Unreg-elinHaBigkeiteri de» 'Wi-mins, »m en iim-i tier ZaiitiiltiiiP 
der WindgeHchwindigkidt, in vwtd'kaler Illchtung oder der iiiin«ri<« Pti- 
rube des Windes, N.JimkouhHty^^^) bat diem! Verliiiltiiiiie geniMier mj-hi 
lysieri Damit Bich der Vogel regimgslos i« der Lnft liew-f»geii kiniii, 
muss (lie liesiiltanti! doH LuftwideratandeK diiridt de» Srinverpiiiiit 
geben, iim daH Anteden von nmkippenrlen Drehmoim'itten vm- 
liindenu Da domnacb inif; einer b(‘Hldiiritifen Fillgel” mid Seirttiiiii/ 
konfiguration mir Jciie Bewegimg veririiglieb isf, l»d der dm 
Luftwiderstand durdi den Schwerpimkl gelit, knim di« FiMldom ,o . 
Seliwebcms auf die Bewegimg eimw MaMsenjnmliU-K /nrsh'kip-ldbit 
werdeig an dem Sebwere mul IniftwiderHland iingreijVn. D.-r m .• n.-. 
Vertikalobime BymmetriBelie Vogel lieHebreibt- immm* .doe Balm lait 
gciadlinigei Ilori7jonfcal])rojektioii. Lsi A ilii* o'*'’* 

widerstamks in Kiebtimg der Babimormabii, /‘’Jem* m lih-Pi .<.• 
Tangente, 0 der Winkol der letztereii nut dor mteli unlen g.Tie|if,.tfii 

135) (KLUimihal, I)er Vogel ibig, llerlin j, f.;.. lu..,.. r|, jf 

de Lctbmret in J<J. J. be vol (Ikb oiVeimx, p.ur; [."‘.to, j, :;;;o 

13G) .-1. ■/;, Fammd, Mw-hauik des Vogeltlag^, WA^hiMi u « 

137) Monk. math. Samml M (18iU). p. 2 *i. 
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Z-Axe und q der Kriimmungsradius, so gelten fiir die Flugbalin die 
Q-leicliangen: 

N -j- J q — mg cos B, d{mv^l2) ~ mg ds -\-Fds. 

Da der Scliwerpunkt im Vogel sicli niclit andern soli, muss aucb. der 
Winkel des Luftwiderstandes mit der Fliigelflaclie konstant seiii, weil 
ja mit jenem Winkel die Lage der Resultante des Luftwiderstandes 
im Vogel sick andert. Dann ist aker auck iV == amv^, F — ^mv^, 
wo a und Konstante sind. Bei kleinen Luftstosswinkeln ist ^ klein 
gegen a. Es ist ds == c?;s/sin0, q = d^/B\i\Bdd, wodurck die Glei- 
ckungen in folgende iikergeken: 

Genakert lassen sick diese Gleickungen dadurck integrieren, dass man 
erst /3 = 0 setzt und durck Elimination von v die lineare Differential- 
gleickung: 

cZcos0 , cos 0 

ds ' ‘i{g-\-u) ^ 

gewinnt, deren Integral 

"Y !S “1“ I'l cos 6 = cc — |— 0 

ist. Je nack Wakl von u, I und h erkalt man als genakerte Flug- 
baknen Gerade, Kreise oder Sckleifen- und Wellenlinien, die aus mi- 
endlick vielen kongruenten Stiicken besteken. Durck Auswertung des 
mit multiplizierten Integrates auf der genakerten Flugbakn kann 
man den Energieverlust infolge der Komponente F berecknen und 
dadurck, dass man die Flugbakn aus lauter Halbwellen zusammen- 
setzt, bei deren Beginn der Energieverlust auf der vorkergekenden 
durck Modifikation der Anfangsbedingungen beriicksicktigt wird, kommt 
man zu einer genaueren Darstellung des Flugverlaufes. 

Wenn der Vogel infolge einseitiger Sckwanz- oder Fliigelstellung 
seine Symmetrie verliert, so tritt die Flugbakn aus der Vertikalebene 
keraus mid der Vogel ist imstande, durck geeignete Korperkaltung 
jede bekebige Horizontalprojektion der Flugbakn zu erzielen. Wekt 
der Wind in der Hoke mit zunekmender Gesckwindigkeit oder stoss- 
weise, so beziekt man die Bewegung auf ein Koordinatensystem, das 
sick mit der mittleren Windgesckwindigkeit bewegt. Es treten dann 
in den Gleickungen Zusatzglieder auf, welcke man unter der Voraus- 
setzung, dass sie klein sind, erst bei der Korrektionsrecknung beriick- 
sicktigt. Auf diese Weise kat N. JouJwivsliy gezeigt, dass in alien 
Fallen bei geeigneter Wakl der Horizontalprojektion die Energiever- 
luste am Ende einer Welle durck die Zusatzfflieder zum Versckwinden 
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gebracht werden konnen; -worauf die neue Welle imter gleicben Be- 
dingungen wie die erste beginnt. Bass, wie 0. Lilienthal betont, eine 
zumeist vorbandene scli-wacbe aufsteigende Komponente der Luft- 
bewegung den aktiyen nnd passiven Flug wesentlicb fordert, ist 
leicbt zu tiberblicken^®®). 


138) Der Vogelflug, Berlin 1889, p. 33. 


(Abgeschlossen im August 1902.) 
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I. Aiissere Ballistik. 

Vorbemerkung. Die theoretieche ScUeedehre beschaftigt dch 
mi der Bewegung dee fieecboeeee und den daran eicb anschlieeeenden 
ragen, soweit me der mathomatisebeu and pliysikaliscben Unter 
saobungBweiee auganglicli sind; and zwar- rerfolgt die innere SaUidi/c 
das Sescboas jon dem Moment der Explosion des Pulvers ab bis 
zum Passieren der Seschiitz- oder ffewebmiiindung, die «ssere miisM 
werterim yon dem lefatsren Moment ab bis zu demjenigen, wo dasselbe 
m das Ziel emgedrungen ist und daselbst znr Kube kommt. In diesem 
Beferate soil em IJberbliek fiber den hentigen Stand der Ballistik 
wemgstens m emem soleken ITmfang gegeben warden, dass sick ein 
TJi-ted nber d,e Znyerlassigkeit and Genaaigkeii der bis ietzt ge- 
wonnenen Beanltate, sowie fiber die im Vordergmnd siebenden 
merledigten Probleme dieser Disziplin gewinnen lasst. 

den angegeT^r® die folgen- 

(p wahrer Abgangswinkel des Geschosses, d. h. der Winkel 

K — Mundungsgeschwindigkeit des Geschosses 
•X == Schiissweitej ^ 

T = Totalflugzeit, 

9>' = spitzer Aiiffallwinkel, 

~ Koordinaten eines Flugbalinpuiiktes, 
d Horizontalneigung der Babntangente, 

« — Gesohwindigkeii des Gescbossschwerpunktes 

floLm isf “ 

Die a:-Axe ist horizontal in der Scbussebene, die w-Axe vertiknf 
naeh oben nM die Mfindnngsmitte als Koordinatenanfang zu denfcea, 
fiblich immer das tecbniscbe Masssystem 

pnnkf des“*l' ®*“d- 

1 . Der Inftwlderstand gegen das Gesoboss. 
la. Theoretisober Ansatz. Uber den Lnftwiderstand, insbesondere 

bITlI Geschwindigfceiten der bewegteu Korper 

handell, m Toranfgehenden Beferate fiber Aerodynamik (IV 17 4 

berichtet. Hier handelt es sick nnr Loweit nm In’ 
als grossere Geschwmdigkeiten (insbesondere eben die Geschwindig- 
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keiten der Grescliosse) in Betrackt kommen. Im ganzen kann gesagt 
werden^ dass zur Zeit die Tkeorie des Luftwiderstands von Gesckossen 
in einem Znstand der Umwandlung sick befindet; nene experimentelle 
Grundlagen fur matbematiscbe Bebandlung werden gelegt; und es 
wird sick daker im Folgenden weniger urn die Wiedergabe der bis- 
kerigen matkematiscken Resultate^ als um eine Erorterung der bis- 
kerigen Annakmen kandeln. 

Unter der vereinfackenden Annakme, dass die durck den Sckwer- 
punkt des Langgesckosses gekend gedackte Langsaxe des Gesckosses 
in der Bewegungsricktung des Sckwerpunktes liegt, wird gegenwartig 
in der Ballistik der Luftwiderstand gegen das Geschoss^) init folgen- 
den Grossen proportional gesetzt: 

a) dem zur Axe senkreckten Gesckossquerscknitt 

b) dem „Luftgewickk'^ d, d. h. dem Gewicht eines cbm Luft am 
Versuckstag, berecknet aus Temperatur, Druck und Feucktigkeits- 
gekalt der Luft, 

c) einem von der Form der Gesckossspitze abkangigen Koeffi- 
zienten i, 

d) einer gewissen Funktion f(v) der Translationsgesckwindigkeit 
V m/sec des Sckwerpunkts. 

Die Annakmen a), b), c) sind mekr konventionell, als in der 
Natur der Sacke begriindet. 

Sckon J. Didion^) kat aus seiiien Versucken das Resultat ab- 
geleitet, dass der Luftwiderstand gegen Gesckosse mit kleinem Quer- 
scknitt relativ grosser sei, als gegen solcke mit grossem Querscknitt 

1) Vgl. Meriiber iiberliaupt J. V. JPoncelet, Introduction a la mdcanique in- 
dustrielle, Bruxelles 1839, p. 622 ff. ; J. Didion^ Lois de la resistance de fair, 
Paris 1867; E. Vallier, Bev. d^art. 26 (1886), p. 226 ff. und 324= ff.; A. Indra, Mitt, 
lib. Geg. d. Art. u. Gen.-Wes. 1886, p. Iff.; v. Wuich, p. 49 u. 101 ff.; G. E. Page, 
De la rdsistance de Pair, Paris 1878 und Rev. d-’art. 11 (1878), p. 254, 345, 457, 
661; 13 (1879), p. 531; 14 (1879), p. 38; 16 (1879), p. 128. Ferner L. A. ThibauU, 
Recbercbes experimentales sur la resistance de Pair, Paris 1826, p. 11, 62, 128; 
F. Silvestre, Rev. d’art. 18 (1881), p. 236; M. Prehn, liber die bequemste Form 
des Luftwiderstandsgesetzes, Berlin 1874; N.MaycvsU, St. Petersb. Bull. dePAcad. 
(class, de pbys. et math.) 17 (1858), p. 337 (ftir spbariscbe Gescbosse) und ebenda 
27 (1881), p. 1; Poster, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 88 (1881), p. 489; Journee, Rev. 
d’art. 49 (1897), p. 293; Eelie 2, p. 150; Sahudslci 1, p. 55 und Arch. f. Aii.- 
u. Ing.-Off. 102 (1896), p. 18; N. Sahudslci, Petersb. Art. Journ. 1894, Nr. 4, p. 299; 
F. Chapel, -Paris C. R. 119 (1894), p. 977; F. Giapel, Rev. d’art. 45 (1896), p. 119 u. 
453; BenecJce, Kriegstechn. Zeitschr. 2 (1899), p. 482. 

2) J. Bidion, p. 53; der betreffende Faktor von ist bei ibm 

/ 0 047 \ 

('’■’* + oios + wj) ’ “ “• 



192 


IV 18. C. Cran 0 . Ballistik. 


und tat versucht, diese TtatsacliG reclineriscli zii beriicksiclitigen. 
Seitdem glaubteii zwar einige Ballistiker aus ibreii Luftwiderstands- 
versuclien ableiteii zu konnen, dass Proportionalitat zwiscben Liift- 
Tviderstand und Querscbnitt stattfinde, und man tragfc znr Zeit 
in der Ballistik kein Bedenken, die Resultate der luit Artillerie- 
gescbossen angestellten Versucbe obne weiteres auf Infanteriegeschosse 
anznwenden; indes bestebt jene einfacte Beziebung jedentalls nicht 
genau; dies ergiebt sicb scbon aus der Betracbtung der Stromungs- 
linien, langs deren die Luft dem Gescboss ausweicbt, sowie der Kopf- 
welle und Scbwanzwelle (s. daruber weiter unten), welcbe bei grosseii 
Grescbwindigkeiten das Grescboss begleiten. ” 

Dass der Luftwiderstand von Grescbossen gerade der ersten Potenz 
der Luftdicbte proportional zu- und abnebme®'^), ist zwar niemals 
bestritten, aber aucb niemals einwandfrei empiriscb bewiesen worden- 
es^ ware wbnscbenswert, dass dieses Gresetz durcb rationelle Versucbe 
mit grossen Grescbwindigkeiten verifiziert wiirde. 

Von dem ,,Pormkoeffizienten^' i wird weiter unten ausfubrlioher 
gesprocben werden. Hier sei nur darauf bingewiesen, dass zweifels- 
obne mancbe Umstande und Abbangigkeiten, deren inatbGmatisch,e 
Gresetzmassigkeiten uns nocb unbekannt sind, tbatsachlicb in den 
Koeffizienten i verlegt werden, so dass derselbe nur ziim Toil einon 
Pormkoefflzienten, zu einem andern, aber unbekannten Teil einen 
Korrektionsfaktor vorstellt, durcb welchen das Ungeniigende in den 
Annabmen a) und d), vielleicbt aucb in b) einigermassen ausge- 
glicben wird. Jedenfalls ist i im Prinzip keine Konstante, sondern 
erne Punktion der ubrigen Grossen, von der man freilicb annimmt, 
dass sie sicb bei Abanderung dieser Grossen nur langsam iindert. 

Die Versucbe, die Punktion f(v) durcb tbeoretiscbe Erwagungen 
zu ermitteln®), baben bi,s jetzt insofern zu keinem geniigend allgemein 


2") Vgl. aucb lY 17, 4 {FmterwaUer). 

TT? Theorie des Widerstandes der Luft bei der Bewegung 

f (1«66), 

Lml deftf n ■ 1879> P- 481; A. Schmidt, Pro- 

f 9 ^ Realgymnasiums 1878; R ValUer, Eev. d^art. 26 (1886), 

p. 226, 324; Resale p. 1874; 0. Mata (span.), Rev. de Parm. beige 19 (1896 

I 236 tfTr!V ^ I'^O (19«0), 

pflanzune- von^r f^^n *1® Tbeorie von B, Miemann fiber die Forfc- 

MacRsche Konf '►'oi’aussetzt und die das Gescboss begleitende 

^ “bene Welle 

™™nt. del so gowonnenon Forme! ftir den InftwiderBland in FnnWon der 
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giiltigen und zugleick fur die Ballistik brauclibaren Ergebnis gefiibrt^ 
als die tbeoretiscb erbaltenen Gesetze nicbt samtlicbe (je nacb den 
speziellen Yerbaltnissen mebr oder weniger in Betracbt kommende) Be- 
gleiterscbeinungen einbegreifen: namlieb, die Reibnng der Luft parallel 
und senkrecbt zu den Mantellinien des Gescbosscylinders, den Einfluss 
der am Gescboss adbarierenden Luftscbicbten und der Gescbossrotation, 
die Art des Abfliessens der Luft am Gescboss und die das Gescboss 
begleitenden Luftverdicbtungen und -Verdiinnungen, sowie, was damit 
in Zusammenbang stebt, den Umstand, dass der Luftdruck auf gleicbe 
zur Bewegungsricbtung senkrecbte Placbenelemente nicbt in alien Ent- 
fernungen von der Gescbossaxe, also nicbt auf dem ganzen Grescboss- 
querscbnitt konstant ist. Letzteres bewies E. Macli^) durcb Bestimmung 
der Ablenkung, welcbe das Licbt beim Durcbdringen verscbiedener 
Luftscbicbten in nacbster Nabe des Gescbosses erleidet; bei Versucben 
mit einem Gewebrgescboss von 11 mm ICaliber und von 520 m/sec 
Gescbwindigkeit, — fiir welcbe nacb den ATntpjj^scben Versucben der 
Luftwiderstand 1,066 kg pro qcm, also rund 1 Atmospbare sein soil 
fand E. Mach, dass die Dicbte der Luft im Scbeitel der Kopfwelle 
(siebe weiter unten) oa. 3 Atmospbaren entspricbt, 4,6 mm binter dem 
Scbeitel der Kopfwelle, 12 mm von der Gescbossaxe und 3 mm vom 
Rand der Kopfwelle entfernt nocb ca. 1,7 Atmospbaren und 7,5 cm 
binter dem Scbeitel, 9 cm vom der Gescbossaxe und 7,5 cm vom 
Wellenrand entfernt nocb ca. 1,6 Atmospbaren. 

Bei dieser Gelegenbeit weist E. Mach darauf bin, dass der soge- 
nannte „Luftwiderstand“ von Gescbossen eine Grosse fiktiver Natur 
ist. Dieser Widerstand wird in der That aus der VerBogerung rotieren- 
der Artilleriegeschosse abgeleitet und dient nur dam, die Ver^ogenmg in 
andern derartigen Fallen praUisch m berechnen (vgl. Ic); in Wirklicb- 
keit verliert das Gescboss seine Energie durcb Erregung von Luft- 


Geschwindigkeit glaubt Vieille — da sie fur Geschwindigkeiten bis v — 1200 m 
gute ti’bereinstimmuug mit der Beobacbtung giebt — eine grosse Allgemeinbeit 
der Anwendbarkeit zuschreiben zu kOnnen; er berecbnet auf Grund derselben 
Tbeorie aucb die erzeugte TemperaturerbObung (und macbt auf die Erklarung 
der Leucbt- und Scbmelzerscbeinungen yon Meteoriten aufmerksam). Hber diesen 
Gegenstand vgl. aucb JE. OMngJiaus, Wien. Ber. 109 (1900), p. 1291. Vgl. aucb 
die allgemeinen Bemerkungen von H. v. lielmlioltg iiber den Cbarakter der von 
der Gescb’windigkeit abbangigen Kr'aftefunktionen, Vorlesungen uber tbeoretiscbe 
Pbysik, Bd. 1, Leipzig 1898, p. 31 — 32. 

4) Wien. Ber. 98 (1889), p. 1318. Bei diesem Anlass betont JE. Mach, dass 
die Erzablungen von scbweren Verletzungen und Totungen durcb den Luftdruck 
grosser Gescbosse im Wesentlicben als abenteuerlicbe Obertreibungen erscbeinen 
miissen. 
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wellen, durcli Bildiing von WirlDeln, dnrcli Reibung uiid Warmeer- 
regung, Iceineswegs aber dnrcli tlberwindung eines auf jedes qcm des 
Grescbossquersclinitts gleichen Drucks. 

Die Tom Greschoss bei dessen snccessivem Yorrucken in der Luft 
erregten Luftwellen^^) miissen dem Grescboss voraneilen; ‘wenn die Gre- 
scbossgescliwindigkeit Ideiner als die normale Schallgescbwindigkeit 
ist; ist sie grosser, so begleiten diese Welleii das Grescboss. Im 
letzteren Fall werden, wie von E. MacJi^) und 7. Boys^) durcb zablreicbe 
Yersncbe nacbgewiesen wnrde, diese Lnftwellen jeden Augenblick 
wieder von nenem gebildet; darin scbeint die Tbatsacbe ibre Er- 
klarnng zn finden, dass die Tabellen der empiriscb ermittelten Luft- 
widerstandswerte bei ca. ■?; = 340 m/sec eine Stelle rascher Anderung 
von f(v) aufweisen'^). 

4*) Vgl. IV 17 {Finstenoa2dei% p. 162. 

5) F. Mach xmd P. Sdldher, Wien. Ber. 95 (1887), p. 765, 

6) Nature (engl.) 47 (1893), p. 415 u. 440. 

7) Als erster scbeint A. Schmidt (Programm des Stuttgarter Realgymna- 
siums 1878, p. 25) diese Umstande erkannt zu baben; dieser stellte auf G-rund 
derartiger Betracbtungen eine Luftwiderstandsfunktion auf, -welobe unstetig 
wd, wenn die Gescbwindigkeit /o des Mobiles der normalen Scballgescbwindig- 
keit s des Mediums gleicbgesetzt wird. — Die das Gescboss umgebenden Luft- 
wellen und -Wirbel wurden zuerst von E. Mach 1885 pbotograpbiscb fixiert, 
Wien. Ber. 92 (1885), p. 625. Je mebr der Wert von v{v'^s) sicb s nbbert, um so 
weiter ist der Scbeitel der Wellenkontour von der Gesobossspitze entfernt. Der 
Cfeschosslcnall kommt in dem Pall 'd )> s gleicbzeitig mit dem Gescboss am Ziel 
an, wabrend der GeschutAmall deutlicb von dem ersteren zu unterscbeiden ist 
und spater ankommt. Dass die Scballwellen der Luft je nacb Art und Intensitat 
ibrer Erregung mit beliebig grosser Gescbwindigkeit sicb fortpflanzen kSnnen, 
wurde von Mach in mebreren andern Arbeiten bewiesen; vgl. Wien. Ber. 77 
(1878), p. 7; 78 (1878), p. 819; 95 (1887), p. 765; 97 (1888), p. 1045; 98 (1889), 
p. 41; 98 (1889), p. 1257 ; 101 (1892), p. 977. — Mayevsici scbeint zuerst empiriscb 
die Tbatsacbe festgestellt zu baben, dass bei Annabme derselben Luftwider- 
standsfunktion der Koeffizient eine rascbe Anderung in der Gegend der nor- 
malen Seballgescbwindigkeit erleidet, vgl. Pdtersb. Bull, de PAcad. 27 (1881), p. 1 ; 
V. Wuich 1, p. 113; MayevsM-JSJ/UiSsmcmn, p. 2. — A.Indra wies sodann darauf 
bin, dass sicb diese Tbatsacbe damit erklare, dass durcb die fortwabrende Neu- 
bildung der Kopfwelle (mit 'o > s) Gescbossenergie konsumiert werde, Mitt, 
iib. Geg. d. Art.-u. Gen.-Wes. 1886, p. 1—80; vgl. aucb B.Fmden, Habilit.-Scbrift, 
tecbn. Hocbscbule, Muncben 1899, p. 94 und Ann. Pbys. Cbem. (2) 69 (1899), 
p. 464; F. Thiel, Arcb. f. Art.- u. Ing.-Off. 94 (1887), p. 492. — Tiber diese Gegen- 
stande vgl. ferner: L. Mach, Wien. Ber. 106 (1896), p. 606, in welcber Arbeit 
sicb die bekannten vorziiglicben Aufnabmen des Gescbosses samt Luftscblieren 
finden. V. Boys, Eevue gener. des sciences pures et appliquees 1892 u. Nature 
(engl.) 47 (1893), p. 415 u. 440; Q. Majorana-Gatalabiano u. A. Fontana, Eiv. 
d'’art. e gen. 1896, vol. 1, p. 106; A. v. Obermayer, Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.- 
Wes. 1897, p. 815; P. Yieille, Paris C. E. 126 (1898), p. 31; TF. Wolff, Ann. Pbys. 
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lb. Empirisclie Luftwiderstandsgesetze. Gaiiz oder grossten- 
teils empiriscb. abgeleitete^ den Y erhaltnissen der Ballistik entsprecbende 
Luffcwiderstandsgesetze^) warden in grosser Zabl veroffentlicbt; dem 
Verfasser sind 25 bekannt geworden, wovon die Mehrzahl die Form 
von Potenzgesetzen 

f(v) — av'^ bezw, = av'^ -f- hv'^ 

besitzen. Dabei wird seit JKayevsld init Erfolg der ganze fur die 
Praxis in Betrackt kommende Bereich. der Gescbossgescbwindigkeiten 
(jetzt ca. ?; = 50ni bis v = ca. 1000 m) derart in Intervalle eingeteilt, 
dass fiir die verscbiedenen Intervalle entweder a oder n oder beide 
Zahlenwerte verscbieden gewalilt werden. 

Von den betreffenden sogenannten 2/on6iiff6S6t0eoi sei das 3£(iyevslci- 
Scibudsld’ sche angefulirt, das von MayevsU bis v == 550 m aufgestellt, 
sodann von SahudsM^^) der Hauptsacbe nach auf Grund I5rnfjpj5’sclier 
Versucbe bis v == 1000 m fortgesetzt wurde; darnacb ist der Luft- 
widei stand in kg auf ein rotierendes Artillerie-Langgescboss der 
Krupp’schen Normalform (dariiber siehe weiter unten) vom Quer- 
schnitt qm und der Geschwindigkeit v m/seo der folgende: 



fill' V - 

= 50 bis 

V = 240 m/sec 


n 

240 „ 

295, 



295 „ 

375, 


Chem. (2) 69 (1899), p. 329 if. ; EieclceJieer, Kriegsteclm. Zeitschr. 3 (1900), p. 383, 439, 
513; Minarelli, p. 28; G. Cram, Anwendimg dor elektrisclien Momentpioto- 
grajiliie auf die Untersuciiung von Schusswaifen, Halle 1901. 

8) Eine Zusammenstellung der wichtigsten Versuclie und der aufgestellten 

Gesetze s. Granz, von p. 36 ab; dazu noch A. Indra, Mitt. iib. Geg. d. Art.r 

u. Gen.-Wes. 1886, p. 1—80; JE. Olcinghaus, Wien. Her. 108 (1899), p. 1559 u. 

109 (1900), p. 1275; JDemclce, Kriegstechn. Zeitschr. 2 (1899), p. 426 u. 474 flF 
besonders p. 482 (neue Zonengesetze bis ?; == 500 m auf Grund deutscher Versucbe)- 
P. Vieille, Paris, C. R. 130 (1900), p. 235. - tlber die Messung des Luftwider- 
stands s. besonders J. Didion, Lois de la resistance de I’air, Paris 1857, und G E 
Page, De la resistance de I’air, Paris 1878. - Bber die Aufstellung von Luft- 
widerstandsgesetzen auf Grund von Beobacbtungen, u. a. mit Hiilfe der Methods 
der Ideinsten Quadrate s. Siacei, Not. I, p. 313; Sahudsld, Petersb. Art. Journ. 
1894, Nr. 4, p. 299 ; 1892, Nr. 6, p. 601 u. Klussmann, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 
97 (1890), p. 546; Siaeci, Riv. d’art. e gen. 1889, vol. 3, p. 227 u. 1891, vol. 1 

p. 199, sowie Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 99 (1892), p. 172. 

9) MayevsJci, p. 41 (1872). 

10) Petersb. Art. Journ. 1894, Nr. 4, p. 299 und Klussmann, Arch. f. Art- 
u. Ing.-Off. 102 (1895), p. 18, 
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0,0«94042J»*.+.«®, 

fiir V = 

= 375 bis 

/y = 419 m/sec , 

0, 03945%. j—.®*, 

V 

419 „ 

550, 

0,2616P2^.^.^;bTO- 

V 

550 „ 

0 

0 

QO 

0,7130P23r.^.i;l.S5 

J? 

00 

0 

0 

1000. 

i ist das sogenannte relative Luftgewicbt 

— ^ nacb Siacci'^^) 
1,206 ' 


mittelst 


s • e 


' 0,8852.5^^-0,1444.^, 


1,206 


aus dem reduzierten Barometerstand in mm, der Lufttemperatur t 
in Graden Celsius, der Spannkraft e des bei f gesattigten Wasser- 
dampfs in mm und dem Pencbitigkeitsgrad s der Luft zu berecbnen; 
1,206 ist der Mayevsld'sche Normalwert^^) von d fur t =15, = 750, 

s =z= 0,5, d. b. das entsprecbende Gewicbt eines cbm Luft in kg. 

F. Siacci^^) bat die Resultate der wicbtigsten Yersucbe, von welcben 
nacbber Nr. lo die Rede sein soli, in folgende bis v = 1200 m/sec 
gbltige Formel zusammengefasst: ^ 

Verzogerung durcb den Lnftwiderstand = 


^ 1000 -( 212 )®^ 

sodass der Lnftwiderstand selbst (in kg) = 338 • d -fiv) ist. 
Dabei bedeutet P das Gescbossgewicbt in kg, 2P das Kaliber in m, 
i den Formkoeffizienten (dariiber s. Nr. Id) und f(y) folgenden Aus- 
druck 


f{d) = 0,2002^; — 48,05 + ]/(0,1648-7 




47,95)2 + 9,6 
0 , 0442 •'y(v — 300) 


371-1- 


f— V 

\ 200 / 


Hierzu vergleicbe man die folgende Figur, welcbe dem Aufsatze von 

F. Siaccif Sulla resistenza delL aria al moto dei projetti,. Riv. d"art. 

fir) 

e gen. 1896, p. 341 entnommen ist und die die Funktion 10®--^ vor- 

stellt. Dieselbe zeigt an der Stelle ^; = 340 m/sec (normale Scball- 
gescbwindigkeit) einen Inflexionspunkt. 


11) Ygl. 8iaGC% p. 14. 

12) til)er die Isfacliteile, welche mit der Annalime dieses Normalwerts fur 
mitteleuropaisclie Breitengrade notwendig Terbunden sind, vgl. insbes. S. MoJme, 
Eriegstechn.. Zeitscbr. 3 (1900), p. 201. 

13) Vgl. F. Siacci, Riv. d'art. e gen. 1896, vol. 1, p. 5, 195, 341 und Arcb. 
f. Art.- u. Ing.-Off. 103 (1896), p. 5, 195 und besonders 341. 
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Das 8iacci's(ih.e Gresetz fallt fiir selir grosse Geschwindigkeiteii 
sehr nahe mit dem F. GhapeV Gesetze^^): 

Verzogerung durck den Luftwiderstand = (0^365 v — 96) 

zTisammen. 

Piir geringere Genauigkeit geniigt nach Yersucken das 

JVew^ow’scke Gesetz: 

Luffcwiderstand == aB^xi • , 

1,206 •’ 

WO kis zm* nomalen Sckallgesckwindigkeit a — 0,014, von da ab 
aufwarts (aber nock weniger genau) a — 0,039 ist. 

1 c. Experimentelle Grundlagen des Vorkergekenden. Das oben 
angefiikrte einkeitlicke Lnftwiderstandsgesetz von F. Siacci soil, nack 
dessen Angabe, die Resultate der wicktigsten, in den versckiedenen 
Landern ansgefiikrten Luftwiderstandsversuche mit Langgesckossen zu- 
sammenfassen; (dabei kandelt es sick der Hanptsacke nack urn Ge- 
sckosse mit sogen. „ogivaler“ Spitze, deren Meridian nack Art (Jes 
Spitzbogenfensters aus zwei Kreisbogen bestekt). Diese Yersncke sind 
die folgenden : 

a) Englische Yersncke, von F. Bashforth in den Jakren 1866 
— 1870 mit Gesckossen von versckiedenem Kaliber (7,6 bis 22,9 cm), 
von der Spitzenkoke 1,12 Kal, der Gesckosslange 2,54 Kal und mit- 
Gesckwindigkeiten v = 230 bis v — 520 m/sec ausgefiikrt. 

b) Bussische Versuehe von N. Mayevsld bei St. Petersburg im 
Jakre 1869 mit Gesckossen von versckiedenem Kaliber, versckiedener 
Spitzenkoke (meist 0,9 Kal.) und versckiedener Gesckosslange (meist 
2,01 Kal.) und mit dem Gesckwindigkeitsbereick v ~ 172 — 409 m/sec 
durckgefiikrt. 

c) F. jKw^p’scke Versuehe von 1879 — 1896, auf dem Sckiessplatz 
Meppen, mit Gesckossen von versckiedenem Kaliber, versckiedener 
Lange (2,8 — 4 Kal), versckiedener Spitzenkoke (1,31 und 1,0 Kal, 
meist 1,3 Kal); Gesckwindigkeitsbereick v ^ 150 — 910 m/sec; jedock 
bezieken sick vereinzelte Yersncke auck auf v = 1000—1500 m/sec 
und auf v < 150 m/sec. 

d) Holldndische Versuehe von W. G. Hojel 1884, mit Gesckossen 
von 8 bis 40 cm-Kaliber, von 2,5 bis 4 Kal Gesckosslange und von 
1,31 und 1,33 Kal Spitzenkoke; der Gesckwindigkeitsbereick war 
v — 138 — 660 m/sec, vereinzelte Yersncke wurden mit erkeblick 
grosseren Gesckwindigkeiten angestellt. 

14) Paris C. E. 119 (1894), p. 997. 

15) Ygl. V. WuicJi 1, p. 113 Anm. und Mayevski-Klussmarm, p. 5 Anm. 
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Die Ausfulirung der Versuclie und die Ermittlung des Lnftwider- 
stands erfolgte in der Weise, dass in den Endpunkten einer korizon- 
talen Strecke a m die Gesckwindigkeiten und ■Wg des Gesckosses 
(Gewickt P kg) gemessen wurden, und zwar in England mit dem 
JBashforth-, sonst mit dem Le Boulenge-Ghronogra-phen. Die Strecke a 
wurde so gross gewaklt, als es die Riicksickt auf die unvermeidlicken 
Fekler bei der Messung von v.^ und Vg, sowie die Scbwankungen im 
Betrag von v von einem Scbuss zum andern erforderte, andererseits 
so klein, dass man glaubte sicker zu sein, die Flugbakn konne auf 
der Strecke a mit geniigender Annakerung als geradlinig betracktet 
werden. Der gemessenen Abnakme der Gesckossenergie wurde als- 
dann ein*als konstant angenommener Mittelwert W des Luftwider- 
stands unterlegt; diese aus 

berecknete Grosse W V7urde dann der zu der Gesckossgesckwindigkeit 

^ gekorige Luftwiderstand genannt. 

Eine rationelle Abanderung der den Luftwiderstand bestimmenden 
Grossen — Gesckossgesckwindigkeit, Kaliber, Gesckosslange, Drall, 
Spitzenform, Gesckossfiikrung — sckeint nickt liberall stattgefunden 
zu kaben, z. B. zur Ermittlung der Abkangigkeit allein von v wurden 
nickt iiberall samtlicke andere Grossen unverandert gelassen. Haufig 
ferner sckeinen Pendelungen der Gesckosse erfolgt zu sein, deren 
Amplitude nickt genau gemessen wurde. In zaklreicken Fallen end- 
lick wurde die Lange der Messungsstrecke a so gross gewaklt (6000 m 
und mekr), dass von einer Geradlinigkeit der Flugbakn und von 
einer Konstanz des Widerstands TF auf dieser Strecke keine Rede 
sein kann. Darum wurden zum Teil in solcken Fallen reckneriscke 
Nakerungsmetkoden zur Berecknung des Luftwiderstands beigezogen. 
Wenn dann nacktragiick die so gewonnenen Resultate von Versucken 
auf die Kakerungslosung des ballistiscken Problems angewendet 
wurden, so waren Kreisschliisse unvermeidlick. 

Im iibrigen sind die Einzelkeiten der Versucke nirgends so ein- 
gekend veroffentlickt, wie dies in andern Disziplinen ublick ist, wes- 
kalb eine Kontrolle der Fekler nickt in jedem Falle moglick ist. Auch 
findet zwiscken den Versucksresultaten und den empiriscken Formeln 
eine geringe tJbereinstimmung statt. 

1 d. Abkangigkeit des Luftwiderstands von der Form der 
Gesckossspitze und von der Neigung der Geschossaxe. Q,uer- 
scknittsbelastung. Der Formkoeffizient i in dem obigen /S^kca’scken 
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Luftwiderstandsgesetz wird yon Siacd im Durctselinitt = 1 willkiir- 
licli angenommen fiir die Wiedergabe der engliscbeii uad russiscliea 
Yersuche (Spitzenholie 0,9 bis 1,12 Kaliber); damit wird dann nacb 
Siacci fur die Krupp’scben und bollandiseben Yersucbe (meist Spitzen- 
bobe 1,3 Ealiber) durcbscbaittlich i == 0,896. 

Die obigeii Zonengesetze you MayevsM- SabudsM gelten, ilirer 
Entstebung zufolge, mit ^ — 1 fiir die Krupp’scben Yersucbe mit 
Krupp’scben Normalgescbossen (Spitzenbobe 1,3 Kaliber). 

Nacb deutscben Sebiessyersucben yerbalt sicb fur Gfescbosse mit 
ogiyaler Spitze der yon der Form der Greschossspitze abbangige Luft- 
widerstandskoeffizient (Formwert) bei einer Spitzenbobe yon 1,3 Ka- 
libern (sebr scblanker Spitze), resp. 1,1 Kal. (scblanker Spilze), resp. 
0,5 Kal. (balbkugelfdrmigem Ende), resp. wie 870 : 1000 : 1290. In- 
dessen ist zu bedenken, dass diese Werte nicbt auf direkten Yer- 
sucben beruben, vielmebr aus der Beobacbtung der zusammengeborigen 
Werte yon F, X. und (p mittelst der Q-leicbungen eines Losungssystems 
ermittelt sind; da es nun bierbei niemals durcbaus sicber ist, ob sicb 
die yerglicbenen G-escbosse binsicbtlich ibrer Stellung zur Flugbabn- 
tangente ydllig gleicb yerbielten und da selbst entlang der gleicben 
Flugbabn i keineswegs konstant ist, so sind aucb diese sogenannten 
empiriscben Koeffizienten nicbt als sicber zu betracbten. Direkte Yer- 
sucbe zur Ermittelung der Formwerte fiir grosse Grescb'windigkeiteii 
existieren nicbt. 

lYas die thcofctisch ermittelte Abbangigkeit des Formkoeffizienten 
angebt, so baben sicb damit neuerdings eingebend ValUer^^) und 
Ingalls^'') bescbaftigt, und zwar fiir ogiyale, paraboloidiscbe und 
kegelformige Spitzen^s). Die Yerfasser sind sicb bewusst, dass damit 

16) Vgl. YaUier, p. 10 u. Eey. d’art. 36 (1890), p. 160. 

17) Jonm. of Un. St. art. 4 (1895), p. 208, unci Mitt. Tiber Geg. d.’ Art. u. 
Gen.-Wes. 1896, p. 411. 

18) Zablenwerte fur den Luftwiderstandskoeffizienten i in Punktion der 
Geschossspitzenform ausser bei Vallier und Ingalls besonders bei Siacci, p. 7; 
SabudsJci 1, p. 67 — 90; Seydenreicli’i, p. 109 (Formwerte). tiber das Hermit zu- 
sammenbangende matbematische Problem der gilnstigsten Gestalt der Geschoss- 
spitse in seiner von Neioton berriibrenden Form, wobei auf jedes Element der 
Oberflacbe ein normaler Widerstand proportional dem Quadrat des Cosinus des 
Winkels zwiscben Normale und Bewegungaricbtung angenommen wird, vgl. 
ausser Ne^vton insbesondere A. M. Legendre, Paris, Mem. de TAcad. 1788, p. 7—37, 
sodann von neuerer Litteratur: G. v. Lamesan, Arcb. f. Art.- u. Ing.-Off. 87 
(1880), p. 485; JRutzM, p. 30—51; F. August, J. f. Math. 103 (1888), p. 1—24, u. 
Arcb. f. Art.- u. Ing.-Off. 94 (1887), p. 1; v. Wuich 1, p. 128; 22. Bensivenga, Riv. 
d’art. e gen. 1897, vol. 3, p. 123; B. v. Lefewe, Rev. d’art. 57 (1900), p. 221; 
A.Bassani, La corrisp. 1 (1900), p. 485; L.Decepts, Rev. d’art. 57 (1901), p. 425, s. 
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keine enclgiiltige Losung der Aufgabe erzielt sein kanii, Vallier weist 
selbst darauf kin, dass f nickt mierkeblicli von der Grescbwindigkeit w 
abbangt, namlicb zwiscben v = 280 und 340 m/sec eine rascbe Inde- 
rung aufweist. 

Bildet die Greschossaxe mit der Bewegungsricbtung des Scbwer- 
pnnkts einen von Null verschiedenen Winkel a, so bandelt es sick 
urn die ausserdem von a und den Gresckossdimensionen abkangigen 
Komjponenten des Luftwiderstands parallel und senki-eckt zur Gesckoss- 
axe und urn die gleickermassen variable Lage des AngriffspmUs der 
Besultanten auf der Axe. Uber dieses Problem wurden insbesondere 
von 8t. Boherf, M. de Sparre, Mayevsld, Ktimmer, ButM, v. Wuich 
umfassende Berecknungen angestellt^®); von den drei letzteren fiir ver- 
sckiedene Pormen der Gresckossspitze. 

Da die Versucke, welcke Kummer, ubrigens mit kleinen G-e- 
sckwindigkeiten, bezuglick der Lage des Angriffspunkts der Besultanten 
zur Kontrolle seiner Berecknungen anstellte, eine merklicke Differenz 
zwiscken Reckiiung und Beobacktung ergaben, und da es nock immer 
unsicker ist, welckes Gesetz fiir die Abkangigkeit des normalen Luft- 
widerstands von dem Winkel zwiscken Bewegungsricktung und Flacken- 
element bei grossen Gesckwindigkeiten am besten zutrifft, so soli von 
der Wiedergabe der betreffenden, sekr umfangreicken Pormeln abge- 
seken werden; erst wenn die Losung des Problems ermoglickt sein 
wird, jene Komponenten des Luftwiderstands bei grossen Gesckwindig- 


aiTck La corrisp. 2 (1901), p. 63; E. Armanini, Ann. di mat. (3) 4 (1900), p. 131—149; 
E. Lampe, Berlin, VerL. d. deutscb. pliys. Ges. 3 (1901), p. 119 u. 151. Vgl. im 
iilorigen anck IV 17, Fussn. 90 (FinsterwaUer). 

19) Vgl. Mayevsld, p. 40; MayevsJci-Khissmann, p. 58; St. Bohert 1, p. 251 
—276; ButsM, p. 68 ff.; Siacci, p. 378, Note 5 (Begriff des Widerstandspotentials 
eingefuhrt) ; M. de Sparre, Sur le mouvement des projectiles dans Fair, Paris 
1891, p. 64; V. Wuich, p. 70—101, besonders p. 92 mit Tabelle; — dazu Cram, 
Zeitscbr. Math. Phys. 43 (1898), p. 133 u. 169 — ; E. Kummer, Berl. Abb. 1875, 
p. 1, mit Nachtrag (Experiments) 1876, p. 1; Gaidhier, Ann. ec. norm. 5 (1868), 
p. 7 — 65; G. Wellner, Zeitscbr. f. Luftscbiff. 12 (1897), p. 237 u. Zeitscbr. d. osterr, 
Ing. u. Arcb.-Ver. 46 (1893), p. 25—28; H. Besal, Nouv. ann. (2) 12 (1873), p. 561— 
565; J.M. Ingalls, Journ. of Tin. St. art. 4 (1895), p. 191; A. v. Ohermayer, Wien. 
Ber. 104 (1896), p. 963; Euchemin, Memor. de Part, de la marine 5 (1842), p. 65; 
P. Touche, Rev. d’art. 36 (1890), p. 131. Die Versucbe von Kummer warden mit 
Gescbossmodellen aus Karton durcbgefiibrt, die am Ende eines 2 m langen 
Tragers leicbt beweglicb anfgebilngt wurden; der Trager wurde mit Hiilfe eines 
Rotationsapparates gedrebt, sodass das Mod ell eine Gescbwindigkeit von ca. 
8 m/sec in rubender Luft erhielt; die grosseren Modelle batten ca. 16 cm Lange 
und ca. 4,75 cm Kaliber; eine Eigenrotation um die Liingsaxe wurde ibnen 
bierbei nicbt erteilt. 
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keiten zu messen, wird sick eiii Urteil fiber den Genauigkeitsgrad der 
verscbiedenen Formelausdriicke fallen lassen. 

Im allgemeinen bestebt die Wirkung des Luftwiderstands aiif 
die Gestaltung der Flugbahn des Gescbosses bekanntlicb in einer 
VerTcurgimg der Schussweite, einer Yerringerung der Rasanz der Flug- 
babn gegeniiber derjenigen im leeren Raum^o)^ (fiber Falle, wo eine 
Yergrosserung der Schussweite des Langgeschosses beobachtet wurde, 
berichtet v. MinccreUi^^)). Dieser Yerlust ist unter Anderem urn so 
kleiner, je grosser die sogenannte Querschnittshelastung des Geschosses, 
d. h. der Quotient aus Gewicht JP des Geschosses und Querschnitts- 
ilache ist, welche vom Luftwiderstand angegriffen wird. So ist 
z. B.®^) fur das Geschoss des deutschen Infanteriegewehrs M. 88 die 
Schussweite 1612 m (bei 7= 640 m, 9 ) = 4« 2R = 7,9 mm, P = 14,7 g) 
nur ca. 28% Ton derjenigen im leeren Raum; dagegen bei der 80 kg 
schweren Granate des deutschen 21 cm-Morsers (7 = 98 m; 9 = 38”) 
1 st die erreichte Schussdistanz yon 928 m ca. 98% des beziiglichen 
Werts. Aus diesem Grund wurde bisher fiir Infanteriegewehre inner- 
halb der Grenzen, welche durch praktische Riicksichten (wie z. B. auf 
grosstmogliche Patronenzahl, leichtes Reinigen des Laufs, geringes 
Gewehrgewicht u. s. w.) hierbei gezogen sind, ein Maximum der Quer- 
schmttsbelastungss) angestrebt. tJbrigens ist zweierlei hervorzuheben. 


20) fiber den Wurf im leeren Baum und die zugehSrigen .Flugbahnscharen, 
0 ne uml mit Eucksicbt auf die Erdkriimmung (parabolische reap, elliptische 

pfTilo? P- de Lionastre, Theorie balistique, 

and 1827, bes. p. 20; V. A. v. Sinner, Lebrbucb der Ballistik (nur 1 Teil er- 

1834; .. Ohermayer, Wien. Ber. 

13 F -I T' 7 (1881), p. 107; Gram, Komp., 

LuL dt : class, wabrend beim vertikalen Wurf im luftleeren 

iMStaStaTlfr'l hei Vomissefarag sines 

einheitlicben Luftwiderstandsgesetzes, demzufolge der Luftwiderstand lascher 

wacbst als mit dem Quadrat der Geschwindigkeit. St. Robert (p. 61) berechLt 
z. B., unter Beriicksicbtigung der Scbwere- und Luftdichtenanderung dass eLc 
eiseine Kugel von 12 kg Masse jedenfalls nicht bober als 5800 m gescbossen 
wurde, aucb wenn V beliebig gesteigert werden konnte g”«”^o«sen 

V. 1 , 40 ® ' n (1871), p. 256. Hierber gebdren aucb die von St. Robert 2 

von Gesoho^e, vgl. nnoh Sic^i, jJJg 

22) V. MinarelU, p. S7 u. 38. 

r« 4 !> *’• das ftanzoBische Miniegewehr vom Jahre 

iS4.2, mit Kaliber 18,3 mm, 36 sr GescboaaD’PwiVh+ «or, a ® 

155 Touren m-n .pp -I ® i 800 m Anfangsgescbwindigkeit 

n pio sec (daiuber vgl. TOter nnlen Nr. 3g), ergab eine QumcMim- 
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Erstens liegt das Geschoss nioit immer mit der Langsaxe in der Bahn- 
tangente, also fallt aucb. bei gleicber Spitzenform nicbt notwendig die 
vom Luftwiderstand direkt beeinflusste Sclinittflache mit dem zur 
Langsaxe senkrecbten Querscbnitt zusammen, somit bat man 

genau genommen zwiscben wahrerun^redimerter QuerschniUsbelastung^^) 
zu unterscheidenj namlicb reduziert auf den Fall a == 0, und nicbt 
die letztere, sondern die erstere als massgebend zu betracbten. Zweitens 
bangt, bei gegebener Miindungsgescbwindigkeit V, die Rasanz der Flug- 
babn ausser von B und P aucb von dem Pormkoeffizienten ab; es 
scbeint, dass durcb geeignet zugespitzte Form der Gescbossenden 
wenigstens bei Gescbossen von Handfeuerwaffen nocb ein betracbt- 
licber Gewinn an Rasanz erzielt werden kann. 

3. Das spezielle ballistisclie Problem und die wichtigsten 
Naberungsmetlioden zur Lbsung desselben. 

2 a. Angabe des Problems und allgemeine Polgerungen fur die 
Plugbabn. Im folgenden sei wieder die Annabme gemacbt, dass die 
Gesobosslangsaxe in der Bahntangente liege, ferner dass das Gescbosg 
eine Rotation nur urn seine Langsaxe besitze, aucb dass von storen- 
den Einfliissen wie Erdrotation, Wind etc. abgeseben wird; ausserdem 
wird die Luftdicbte als konstant angenommen (die Bertlcksicbtigung 
einer Anderung von d mit der Hobe, in welcbe sicb das Gescboss 
erbebt, wird weiter unten nocb besprocben werden). Die Aufgabe, 
unter diesen bescbrankenden Voraussetzimgen bei gegebenen Anfangs- 
daten die Elemente der Plugbabn zu berecbnen, stellt das ballistische 
Problem im engsten Sinne dar. 

Bezeicbnet jetzt F{v) die Verzogerung durcb den Luftwiderstand, 
so ist das Problem durcb das System der zwei Gleicbungen: 
f d(v ‘ GOB 6) == — F(v) • GOB 6 ■ dt] 

I (-y • sin (9) — — F{v) > Bm 0 ‘ dt — g > dt 

belastimg von 0,138 gr/mm® des Gesobosses. Dagegen waren urn das Jabr 1895 
die Armeen der meisten Grossstaaten mit Gewebren von ca. 8 mm Kaliber 
ausgeriistet, -vf-elcbe mit Gescbossgewicbt 14—15 gr, Anfanggescbwindigkeit 
7 = 610 — 640 m/sec, 2400 — 2600 Touren, eine Querscbnittsbelastung von 
ca. 0,30 gr/mm® ermoglicbten ; dabei ein Maximum der Plugbabnordinate von 
ca. 30 m auf 2000 Scbritt Scbussweite und eine Gescboseenergie an der Miindung 
von 300—315 mkgr, in 2000 m Entfernung 20—30 mkgr. Neuerdings ist durcb 
weitere Kaliberverminderung die Querscbnittsbelastung nocb ein vrenig ge- 
steigert worden; z. B. nordamerikaniscbes Marinegewebr: Kaliber 6 m m, 
7=710 — 730 m/sec, Tourenzabl 3500—4350 pro sec, Querscbnittsbelastung 
0,31 gr/mm^. 

24) Vgl. bierdber v. Wuich 1, p. 117 und Gram, p. 278. 
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cliarakterisiert. Diese lassen sicli leicht in folgencle funf Gileicliungen 
umsetzen: 

g • d {v • cos 6) — V > F (v) ’ dd 
g • dx = — v^‘ d6‘.i g . dy = — • igd ' 

womit die Balmelemente samtlicli dnrcli die nnabhangige Variable 6 
ausgedrlickt sind, (ds ist das Bogenelement). 

Ans diesen Differentialgleiobnngen lassen sick zimacbst — es 
wiirde dies von St. Bohert, Siacci, SabudsU^^) geleistet — mebrere 
allgemeine, von der Form der Funktion F(v) unabbangige Eigen- 
schaften der FlugbaJm ableiten. Hiervon seien die folgendeii erwabnt: 

Die Flugbabn ist konkav von nnten betracbtet und nnsymmetriscb 
beztiglicb der Scbeitelordinate; es liegt der Scbeitel naber am Auf- 
fallpnnkt (dieser anf den Miindmigsborizont bezogen) als am Abgangs- 
pnnkt; der spitze Anffallwinkel 9 ?' ist grosser tds der Abgangswinkelgp;^®) 

26) St. Bohert 1, p. 60 u. 336, Tor. Mem. (2) 16 (1855), p. 434, 498; Mayevshi, 
52 u. 71; Siacci 1, p. 26, iiber abnlicbe Plugbahnen, p. 97; SahudsM 1, p. 118 
n. La corrisp. 1 (1900), p. 293 u. 2 (1901), p. 8; dazu Siacci, Bhr. d’art. e gen. 1901, 
vol. 1, p. 287 n, vol. 2, p. 21; ferner M. de JBrettes, Paris C. B, 67 (1868), p. 896; 
68 (1869), p. 1336; 69 (1870), p. 394 u. 1239. 

26) liber den Abgangs'Winkel grassier Sehussweite liegen bisber nur tbeo- 
retiscbe TJutersuchtingeii vor: F. Astier, Rev. d’art. 9 (1877), p. 313 (er gelangt 
zu dem Resultat, dass je naob. dem zu Grunde gelegten Lnft-widerstandsgesetz 
dieser Winkel )> oder 46® sein kaxm); ferner besonders Siacci, p. 42, u. 393 
XI. Mitteil. ilb. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1888, p. 49; E. Yallier, Rev. d’art. 31 
(1888), p. 362; Guehhard, Nouv. ann. (2) 13 (1874), p. 436— 438; B. Badau, Fasis 
0. R. 66 (1868), p. 1032—1034; M. de BreUes, Paris C. R. 66 (1868), p. 896; 68 (1869), 
p. 1336 — 1338; 69 (1870), p. 394 — 397 n. 1239 — 1242; N. Sdbudslci, tJber die 
Losung des Problems des indirekten Scbiessens n. d. Winkel grosster Scbuss- 
■weite (russ.), St. Petersburg 1888, 83 ff., s. ancb Klussmann, Arcb. f. Art.- u. Ing.- 

Off. 96 (1889), p. 376. E. Vallier giebt folgende Regel: Piir ein Gescboss mit 
grosser Querscbnittsbelastung (Kaliber etwa )> 24 cm) - ist moglicberweise jener 
Winkel grosser als 45®; aber fiir jedes Gescboss mit relativ grosser Verzogerimg 
durcb den: Lnftviderstand ist derselbe <C45®, and zwar um so mebr, je mebr 
der Lnftwiderstand in Betracbt kommt. — Ansreiobende Versucbe, durch welche 
die Berecbnbngen genngend kontrolliert werden konnen, liegen nicbt vor. Die 
in Leitfaden viber das Scbiesswesen baufig anzutreffenden Zablen nber die grosst- 
moglicbe Scbussweite von Infanteriegescbossen sind mit Vorsicbt aufzunebmen, 
da sie in den seltensten Fallen auf genaner Messnng bernben. Gleicbes gilt 
natrirlicb von der Angabe, wonacb bei der neuen Krupp'schen 30,5 cm-Kanone 
L. 40 das Gescboss im bocbsten Punkt der zn ca. 44® Elevation geborigen Flug- 
babn eineHobe von 8635 m, also fast „die Hobe des Gaurisankars (8840 m)“ er- 
reicbt; vgl. die gelegentlicb der Dtlsseldorfer Ausstellung 1902 verteilte Scbrift 
„J7’. BTntjop, Gescbtitze“, P- 6- 


( 2 ) 



2. Das spezielle ballistisclie Problem (der ausseren Ballistik). 205 

die horizoiitale Komponente der Gescliwindigkeit nimmt mit waclisen- 
der Zeit t ab; der absteigende Flugbabnast besitzt eine vertikale 
Asymptote, wobei die Babngescbwindigkeit gegen emen Glrenzwert 
konvergiert, der durcb die Oleicbbeit von Luftwiderstand und Ge- 
scbossgewicbt cbarakterisiert ist; der Punkt der kleinsten Babnge- 
scliwindigkeit ■— ftir welcben die Beziebung bestebt A’ (v) + ^ • sm 0 = 0 
— liegt jenseits des Scbeitels*, nnd zwiscben diesem Pnnkt Ideinster 
Gescbwindigkeit und dem Scbeitel ist der Punkt grosster Kriimmung 
zu sucben, -welcber an die Bedingung 2 F (v) • sin 6 == 0 gekniipft 

ist. Ferner; die Plugzeit ist auf dem absteigenden Ast grosser als auf 
dem aufsteigenden; die vertikale Gescbwindigkeitskomponente wacbst 
auf dem ganzen absteigenden Ast und ist in zv5^ei Punkten gleicbei 
Ordinatengrosse auf dem aufsteigenden Ast grosser als auf dem ab- 
steigenden (Sabudshi) _ c.. e m • 

Im iibrigen ist klar, dass man, sobald die erste dieser funt Giei- 
cbungen (2), namlicb g-d(vcoBe) = v>F{vydd, integriert ist, also 
die Beziebung zwiscben v und 0 bekannt ist, x, y, t und s durcb 
Quadraturen erbalt. Wir bericbten im folgenden zunacbst tiber Yer- 
sucbe, der Funktion F(v) eine solcbe Form zu erteilen, dass die 
erste Gleicbung selbst durcb Quadratic integrierbar ist. 

2 b. Zuriickfubrung des Problems auf quadrierbare Differential- 
gleicbungen. J. L. d’Alembert zeigte, dass jedenfalls fur die folgem 
den Formen der Funktion F(v) 

F(y) = a b - v”; F(v) — a, -\-b • log V] 

F{v) = a ‘ -y B + F{v) == a (log vf B-logv -\-b, 

das Problem allgemein auf Quadraturen zuruckfiibrbar ist. (Dabei sind 
a, b, B, n Konstanten und a, b, B durcb eine Beziebung verknilpft.) 
Aucb regte d'Alembert dann dazu an, weitere Falle von Integrabilitat 
aufzusucben. In der That bat neuerdings F. Siaccpy 14 weitere 
Funktionen bekannt gegeben, welcbe die Zuriickfubrung des Problems 

27) Z. B. flir das deutsche Infanteriegewehr M. 1888 ist bei der Scbussweite 
2000m die Abscisse des Plugbabnscbeitels ca. 1220m, die Scbeitelordinateca. 86,6m; 
dabei der Abgangswinkel 6® 28', der spitze Aiiffallwinkel ca. 13045', die Au- 
fangsgescbwmdigkeit 640m, die Endgescbwindigkeit ca. 169 m, Plugzeit ca. 8,0 sec, 
bestricbener Baum bei 1,7 m ZielbSbe ca. 7 m. Uber die Zuverlassigkeit dieser 

Zablen vgl. iibrigens Nr. 2b. , i i 

28) Vgl. J. L. d’Alembert, Traite de I’equilibre et du mouvement des tiuicles, 

Paris 1744, p. 359. . 

29) Paris, C. R. 132 (1901), p. 1175 u. 133 (1901), p. 381, sowie aucb Riv. 

d’art. e gen. 1901, vol 3, p. 5 u. vol. 4, p. 5. 
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auf Quadrature]! gestatten. Drei dieser neuen Funktionen F(v) ent- 
kalten vier willkurliclie Konstauteu, die ubrigen 11 drei. Ob eine 
dieser weiteren Formen fiir die praktiscben Zwecke der Ballistik ver- 
Tvendbar sein kbnntej, ist nocb nicht untersucbt. 

Die Ton C. G. J. Jacobi fur F{v) — a bv^ gegebene Form 
der Losung ist die folgende: 

Zunacbst ergiebt sick aus der ersten Gleicbung von (2) zwischen 
V imd 6 die Beziebung: 


ivobei 


I = ig (®/4 + fl/2) 


1 


dl + G, 


gesetzt ist. G bestimmt sich durch Einsetzung von F und tp fiir v 
bezw. 0. Die ubrigen vier Gleicbungen (2) nehmen dann vermoge 
derselben Substitution die Form: 


an. 


g . dx — — • 


1 + 1 ®’ 



g. 

g . ds — ~ 


4- 



1 

1 


i ’ 


Ftir a — 0 und n — 3 oder n == 4: tuhrt die Integration dieser 
Gleicbungen auf elUptische Integrale. Dies baben A. G. Greenhill 
und JV. Sabudshi weiter verfolgt. Tabellen berecbneten P. A. Mac 
Mahon und Sabudshi 

Fiir a = 0 und n = 2 bat bereits 1753 L. Euler die Pormeln 
explicit entwickelt. Setzt man zur Abkiirzung 


tgd==p und P{p) =pyi +i)' + log(i) + yi +jp3)^ 
so wird 

6 A~P(p) 

30) J. f. Math. 24 (1842), p. 25 — Ges. Werke 4, p. 286; vgl. aueb Joh. Ber- 
noulU, Acta erud,, Lips. 1719, p. 216 ; W. Schell, Theorie der Bewegung und Krafte 1, 
Leipzig 1879, p. 368; St. JRobert 1, p. 94; Siacci, p. 26. 

31) Greenhill, Woolwich, Eoy. Art. Inst. Proc. 11 (1881), p. 131 u. 589- 12 
(1882), p. 17; 17 (1890), p. 181. 

32) Saiitdshi, Gher die Ldsung des Problems des indirekten Schiessens etc. 
(russ.), St. Petersburg 1888 und SaludsM 1, p. 560. Siehe auch L. Austerlitz, 
Wien. Ber. 84 (1882), p. 794 .(mit Beziiglich a = 0 mit ot = 0 irnd n~l 
vgl. Ingalls, p. 232 bezw. 234. 

33) Beztiglich Mac Mahon's Tabellen vgl. Greenhill, Pussn. 31. 

34) Berl. Ber. 1763, p, 348; ferner vgl. S. P. Poisson, Traits de mecanique 

2 voL, 2. ed., Paris 1833. ’ 
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und ferner 

1 r dp 1 c p ■ dp 

^ y Tj A — P(i3) ’ 

f ^ ^ r 

yF^Jl/A-Pip)’ 

■wo 

P(tg 9)) -}- = P(^) 

ist und /3 die Horizontalneigung der hier zum aufsteigenden Aste der 
Flugbalin gehorenden Asymptote bedeutet. Die zum absteigenden 
Aste geborige vertikale Asymptote (ygl. 2 a) hat die Entfernung 

e «3 

1 r dp . 1 r dp 
~tJ a-P(p)-^tJ aT^) 

tg(p 0 

vom Anfangspunkte, 

2 0. Angenaherte Losung der urspriingliclien Differential- 
gleichungen. Eine jede Differentialgleichung kann natiirlich stiick- 
weise durch Aneinanderreihung geradliniger Polygonseiten oder auch 
Kreis- resp. Parabelbdgen integriert werden. 

Dies that L. Euler bei seinen eben in Nr. 2 b entwiokelten 
Formeln, indem er fur P(p) Tabellen^®) berechnete, wobei er 6 von 
5“ zu 5° wachseii liess, und im ubrigen die Integralausdriicke fiir x, y 
und t durch die entsprechenden Summen ersetzte. Er schlug nun 
vor, eine ganze Schar von Flugbahnen in dieser Weise durch An- 
einanderreihung von geradlinigen Elementen zu berechnen, entsprechend 
verschiedenen Werten von A resp. /3. 

Diesen Gredanken Euler’s nahmen H, Er. v. Jacobi und Er. P. 
V. GrwmniU^'^) (1764), besonders aber J. G.F. Otto (1842) auf, welch 
letzterer ausgedehnte Tabellen berechnete, die mit einigen Modifika- 
tionen zum Teil noch heute fiir das Steilfeuer im Grebrauche sind®^). 

36) Aucb J. Bidion berechnete fiir P{p) Tabellen, vgl. Bidion, p. 8, Anhang. 

36) Fr. P. V. Grdvenitss, Abbandlungen uber die Bahn der Artilleriegesohosse, 
Rostock 1764, franz. von Bieffel^ Paris 1846, dazu vgl. Lardillon, Rev. d’art. 32 
(1888), p. 437 (Tabellen). 

37) J. C. F. Otto, Tafeln fiir den Bomben-wurf, Berlin 1842, Gebrauchsan'weisung 
p. 40; Vcdlier, p. Ill (Tabellen); andere Anordnung der Otto’schen Tabellen durch 
S. Braccialini, Rev. d’art. 27 (1885), p. 237 (hier ist anch der Pall beriicksichtigt, 
dass das Ziel nicht in M-iindungshbhe liegt) ; ferner Tabellen in bequemer Form 
s. bei Ingalls, Exterior ballistics in the plane of fire. New York 1886, und Journ. 
of Un. St. art. 5^ (1896), p. 52—74. Otto's Tafeln verlangert von v. Scheve, 
Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 92 (1885), p. 629; 93 (1886), p. 97, 271; 103 (1896), 
p. 236; ferner F. Mola, Riv. d’art. e gen. 1892, vol. 3, p. 263 u. Arch. f. Art. 
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Kreisbogenelemente statt der geradlinigen Elemente zur Kon- 
struktion der Elugbaim beaiitzte AM. Legendre Indes wies JDidion 

spater nacb^ dass dieses Yerfakren von Legendre keine genaiieren 
Resultate liefere als dasjenige von JEuler. 

Bashforth hat den erwahnten Gedanken EuWb fiir das ImbiscJie 
Gesetz durchgefiihrt. 

E. Vallier^^) beniitzt in seiner sogenannten „Methode der Ge- 
schwindigkeiten" zur Integration der genauen Differentialgleichungen 
eine erweiterte Simpson’sche Regel und weiidet diese ganz besonders 
auf die stiickweise Berechnung sehr grosser Flugbahnen an, bei denen 
die Luftdichte variabel ist. 

Auch wurden verschiedentlich BeihenenUoichelungen^'^) aufgesteUt, 
die y, v und t in Funktion von x oder s geben, so z. B. von J. H. 
Lambert 1767, J. G. Borda 1769, G. F. v. Tempelhof 1781, J. F. 
Frangais^^), J. P. G. v.Heim, v.Pfister, SiPiobert^) (von diesem in all- 
gemeinster Weise); zuni Teil wurden sie auch fiir Fehlerabschatzimg 
verwendet (Benecke, v. ZedliU)^^)i^ die Bedingungen der Konvergenz 
werden dabei nicht angegeben. 

u. Gen.-Off. 100 (1893), p. 1. SaludsU 1, p. 239 ii. 252 beriioksichtigt noch die 
Abnabme der Luftdichte mit der Erhebung fiber dem Boclen, Eev. d’art. 34 
(1889), p. 427; 38 (1891), p.46. Siehe auch Maye'OsTti-KXussmavm, p. 34; A. Bassani, 
La corrisp. 1 (1900), p. 116 (es wird P(p) dtirch eine Naherungsfunktion zum Zweck 
der Integration ersetzt) und 1 (1900), p. 275. Andere Tabellen auf Grund des 
quadratischen Widerstandsgesetzes von v. Wuich, p. 215 und Mitt. fib. Geg. d. 
Art.- u. Gen.-Wes. 1894, p. 424; ferner Siacci, p. 84 (Schussfaktoren) und Tabelle VII; 
analog Tabelle VITE von F. Chapel fur das kubische Gesetz. 

38) Dissertation sur la question de balistique proposee par I’Acad. Roy. 
des sciences et belles lettres de Prusse, Berlin 1782. Vgl. Pussn. 67. 

39) Vgl. JDidion, p. 159, auch Eussn. 68. 

40) Vgl. Bashforth, p. 45 1. und Mayevslci-Klussmann, p. 28. 

41) Valuer, p. 49 und Rev. d’art. 36 (1890), p. 42, 153 u. 37 (1890), p. 273, 
zugleioh tiberblick liber die Entwicklung der Methoden. 

42) Vgl. JDidion, p. 162; LigowsM, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 81 (1877), p. 79, 
163, 178 und 83 (1878), p. 203; ferner Neu7nann, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off 6 (1838) 
p. 213; 14 (1842), p. 49; 29 (1851), p. 93. 

^ 43) J. H. Lambert, Berl. Abh. 1767, p. 102-188; J. C. Borda, Paris, Hist. 

de I’Acad. 1769, p. 247—271; G. F. v. Tempelhof, Berl. Abh. 1788/89, p. 216 299; 

auch besonders als; Der preussische Bombardier, Berlin 1791; Frangaid Arbeit 
von J. JDidion veroffentlicht, vgl. Didion, p. 168. 

44) Heim, p. 205; v. JPfister, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 88 (1881) n 489- 

St Bolert 1, p. 125. ’ 

45) Benecke, Arch. f. Art- u. Ing.-Off. 90 (1883), p. 231 u. 406 (auch Kon- 

vergenzuntersuchungen) ; ebenda 103 (1896), p. 388. 
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2d. Graphiselie Ansfiilirungeii Merzu. Die in Nr. 2c be- 
sprocbenen Recbnungen kdnnen aucb dnrcb grapbisebe Konstruktionen 
ersetzt werden. 

So konstruiert J. V. Poncelet^^) die Plugbabn mittelst mebrerer 
Kreisbogen in folgender Weise; Keniit man die Grrdsse und Ricbtung 
der Babngescbwindigkeit des Mobiles im Anfangspunkt des ersten, 
geniigend klein gewablten Bogens, so wird zunacbst deren Grrosse 
fur den Endpunkt des Bogens mit dem Satz von der Arbeitsleistung 
berecbnet, der Kriimmungsradins des Bogens ergiebt sicb aus der 
Berecbnung der Norinalkomponente der ausseren Krafte u. s. f. 

0. Cram^’^) bant die Plugbabn aus Parabelbogen mit Hiilfe der 
Krupp’scben Tabelle auf. (F. Knipp selbst batte im Anscbluss an 
seine Tabellen die ballistiscbe Kurve durcb Naberungsrecbnung im 
Sinne von Nr. 2 c bestimmtj wobei er die Pormeln, abnlicb wie 
F. Siacci (vgl. Nr. 2f) etwas vereinfacbte.) 

Vielfacb -warden aucb von vornberein ganz bestimmte Kurven- 
formen gewablt, darin die Koeffizienten empiriscb bestimmt (und unter 
TJmstanden bieraus auf das Luftwiderstandsgesetz gescblossen) ; so sub- 
stituieren eine algebraiscbe Kurve 3. resp. 4. Grades ftir die ballistiscbe 
Kurve^®): G. E. Page 1848, Piton-Bressant (Kommission von Gdvre) 
1849, M. Prehn 1864, 0. BolUah 1879, A. Mieg 1884 (aritbinetiscbe 
Reiben), und besonders F. Belie 1884, Eine fiir die Anwendungen 
je nacb den Anspriicben an die Genauigkeit gen-iigende Annaberung 
liefert aucb der Ersatz durcb eine Hyperbel, um so mebr, als die- 
selbe 2 Asymptoten besitzt (vgl. die ballistiscbe Kurve fiir F(v) — 'bv^, 


46) J. V. Poncelet, Le^nns de m^canique industrielle 2, Metz 1828/29, p. 55; 
s. aucb Didion, p. 196. 

47) C. Cram, Zeitschr. Matb. Pbys. 42 (1897), Zusammenfassung p. 197. 
liber Verweudung M. cZ^’Oca^f^e^scberMetboden zur Punktionsdarstellung s. G.Pesci, 
Riv. marit. 1899, p. 113 und 1900, p. 1—52 des Beibefts; G. Bonea, Riv. marit. 
1899, und La corrisp. 2 (1901), p. 278; B. v. Portenschlag-Ledermayer, Mitt. ub. 
Greg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1900, p. 796; G. Bonca, Manuale del tiro, Livorno 1901, 
p., 296 ff. und G. Bonca u. G, Pesci, Abbacbi per il tiro und Abbacbi generali 
della balistica, Livorno 1901. 

48) Mitt, ub, Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1891, id. 1. Die Metbode und Ta- 
belle wurden aufgestellt und neuerdings wiedergegeben von W. Gross, Die 
Berecbnung der Scbusstafeln, Leipzig 1901. 

49) Vgl. besonders M. Prehn, Ballistik der gezogenen Geschiitze, Berlin 
1864, und Arcb. f. Art.- u. Ing.-Off. 74 (1873), p. 189; A. Mieg, Tbeoretiscbe 
aussere Ballistik, Berlin 1884; 0. DoUiaJc, Mitt. ub. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1879, 
p. 3 der Notizen; Helie 2, p. 267; ebenda, p. 262 u. Vallier, p. 186; vgl. bezuglicb 
Piton-Bressant-. Anonymus, Rev. d’art. 8 (1876), p. 219. 
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oben Nr. 8b); so verfabren A. Indra^'^), OUngJiaus, F. Chapel, 
J. Stauber^^). 

8e. (3-enaue Losung angenalierter Differentialgleiclitingen. Ein 
letzter Gredanke ist der, die Differentialgleicliuiigeii durcb Wegstreicbung 
YOU Grliedern so zu vereinfacbeiij dass die genaiie Litegration in ge- 
scblossenen Ansdriicken fiir ein mekr oder minder spezialisiertes F(v) 
beqnem moglicb wird. 

Joh. JBernoulli^^) legfce das Gesetz F(v) — b<if zu Grunde und er- 
zielte solcke gesclilossene Ausdriicke fiir die Elugbabngrossen y, 6, t, v 

in Ennktion von cc dadurcb, dass er — oder — bezw. irffend eine 
Potenz biervon, dnrcb 1 ersetzte. Sebreibt man zur Abkiirzung: 



2 


wo 

8 = (2» — und m = 
SO wird auf Grand des genannten Ansatzes 




tg^ == tgqj — — 


gx 




V cos 9 


cos* q> 

a,(i), ■ Gsii)- 


Dieses Verfabren bat, mit n = 2 bis n — 4; besonders JV. v. 
Wldch^^) weiter ausgebildet; er giebt fiir diese sog. modifisierenden 
Furiktionen Q, Cr^,G^ — so genannt, weil sie fiir den leeren Raum 
samtlicb — 1 werden — , praktiscbe Tabellen. 


50) Grapkiscbe Ballistik, 'Wien 1876. Hierbei gelangt Indra zur Hyperbel 
von allgemeinen projektivisch-geometrischen Betracbtungen aus. Dariiber vgl. 
auch Rev. d’art. 14 (1879), p. 129. 

51) E. Okinghaus, Die Hyperbel als ballistiscbe Kurve, Arch. f. Art.- u. Ing.-OfF. 
100 (1893), p. 241 mit Fortsetziing in den Jahrgangen 1894 und 1895; F. Ghapel, 
Paris C. R. 120 (1895), p. 677; J. Stauher, Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 
1897, p. 118. 

52) Acta erud., Lipsiae 1719, p. 1453 = Joh. Bernoulli, Opera 2, p. 393—402 
u. p. 513. 

53) Vgl. V, Wuich, p. 199. 
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Beziiglicli des Falls % = 3 liaben F. Chanel und von ZedliU 
gezeigt, dass die betreffenden Formeln einer ziemlicb weiten An- 
wendung fabig sind. Letzterer formt durcb Elimination von lYx die 
Grleicbungen zu einem andern System um, welches sicb besser znr Sclmss- 
tafelberecbnung eignet; anf dasselbe System war G. Bonca^^), von 
andren Gresicbtspunkten ausgebend, knrze Zeit znvor gefiihrt worden. 

J.G.JBorda^^) (1769), A. M. Legendre nnd LF.Frangais macbten 
eine Reibe anderer Naberungsvorscblage, um dieTrennung derVariabeln 
zu erreicben. Borda empfabl unter anderem, die Luftdicbte d durcb 

eine geeignete Funktion von 6 zu ersetzen, namlicb durcb 

° ° ’ cos Cp ’ 

was fur den Anfang der Babn stimmt. Auf diese Weise lasst sicb 

die Integration speziell fur qmdratisches Luftwiderstandsgesetz ermog- 

licben, Legendre'^'^) multiplizierte statt dessen die Luftdicbte d mit 



cos cp • tg® d\ 

1 -f- cos qo / ’ 


was fiir ^ + 9P nnd 6 — 0 gleicb 1 wird, sodass an drei Punkten 

der Babn die in Recbnung gefbbrte Luftdicbte der tbatsacblioben 
gleicb wird. Frangais ausserte gegeniiber diesem Verfabren Legendrds 
das Bedenken, dass der Legendrdsohe Multiplikator fiir d — jt/2 un- 
endlicb wird; er verwendet desbalb als Multiplikator der Luftdicbte 
den Ausdruck 


1 a tg® 6 
l/l -f- ^ tg 0® 


cos d, 


wobei die Konstanten a und 1) zweckentsprecbend zu bestimmen sind. 
JDidion der die Arbeiten von Frangais veroffentlicbte, zeigt, dass das 
Yerfabren von Frangais, bei ungefabr der gleicben Umstandlicbkeit 


54) Chapel, Eev. d’art. 17 (1881), p. 437 u. 18 (1881), p. 484 (Einfubrung der 
Scbussfaktoren, s. aucb Siaeci, p. 86 n. 455); v. Zedlitz, Arch. f. Art. u. Ing.-OfF. 
103 (1896), p. 388 u. Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1898, p. 881. 

55) (r. Eonca u. A. Bassani, Riv. marit. 1895, p. 569, dazu Siacci, Riv. 

d’art. e gen. 1896, vol. 2, p. 5; G. Eonca u. A. Bassani, Riv. marit. 1897, p. 217. 

56) Borda, s. oben Pussn. 43 und Journ. des armes sp(iciales 1846, p. 49; 
s. aucb Besout, Mouvement des projectiles, Paris 1788, p. 138 — 197. 

57) Legendre, Dissertation sur la question de balistique proposde par 

I’Acad. Roy. des sciences et belles lettres de Prusse, Berlin 1782; teilweise ab- 

gedruckt im J. dc. polyt. 4 Cab. 11 (1802), p. 204 (Abbandl. von Moreau) und 

Joum. des armes spdciales 1845, p. 537 u. 600 u. 1846, p. 32. 

58) S. JDidion, p. 159 (Kritik der Metbode von Legencb'e) u. p. 168 bezug- 
licb der Arbeit von Frangais; das JDidion’ Bche Yerfabren neuerdings wieder, 
mit Spezialisierung auf das quadratiscbe Gesetz, verwendet bei JEeydenreich 2, 
p. 85. 
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der Beredniung, eine grossere Grenauigkeit als dasjenige von Legendre 
ermogliclit. 

J. Lidion^'^') (1848) kniipfte wieder an das Verfakren von JBer- 
nouUi indem er fur cZs = — nicht einfacla dx sckrieb, sondern 

0dXf wo 0 ein Mittelwert von ist. Einen solcken Mittelwert 

findet er in der Weise, dass er das einzelne Stiick der Flngbaliii; 
Welches von 6^ bis 6^ reickt, in Gredanken dnrcb eine Parabel ersefczt, 
wie sie sicb im leeren Banm einstellen wdrde, imd das Verbaltnis 
von Bogenlange nnd Abscisse als sogenannten Eriimninngsfaktor wahlt: 

d = ^i) — ^n) 

^ X ' 2 — tg 00 > 

wo P die bereits oben (Nr. 2 b) aufgetretene Punktion ist. Fiir <? 
nnd die zugekdrigen Funktionen G, G^,G 2 , G^ stellt er Tabellen ant) 
in dem er als Lnftwiderstandsgesetz auf Grand seiner Versucbe: 

F(v) == -j- cv^ 

verwendet. Piir c = 0 wird die Didion’sch.e Losung folglicb derjenigeii 
YOU Bernoulli gleicb, abgeseben davon, dass & sicb noch mit 0 multi- 
pliziert vorfindet. 

Das BidMsche Verfabren, das langere Zeit viel bentitzt wurde; 
ist jetzt dnrcb das genanere, von Siacei angegebene, fast verdrangt^ 
tiber das seiner praktiscben Wicbtigkeit balber nunmebr insbesondere 
bericbtet werden soil. 

2f. Fortsetznng: Die Metlioden von F. Siacei. F. Siacci^^) fiibrte 
in seiner alteren Metbode (1880) die Trennung der Variablen und 
damit die Moglicbkeit der Integration abnlicb wie JDidion dadurcb. 
berbei, dass er an Stelle der Verzogerung F(v) die Funktion 

F(v • f? • cos 0) 
ff • cos 0 

nabnij eine Substitution, welcbe scbon von St. Moiert erwabnt und 
von N. MayevsM verwendet worden war; 0 ist bierbei identiscb 
mit dem BidM sdhen Krummungsfaktor. Als unabbangige Variable 
wablte er aber niebt die Abscisse x, wie Bidion, sondern die mit 0 multi- 
plizierte Horizontalkomponente r • cos -d der Babngescbwindigkeit v. 
Ferner verzicbtete er darauf^ entlang der ganzen Plugbabn den Luft- 
widerstand durcb ein einbeitlicbes Gesetz a • -y” oder av'^ dar- 

zustellen, sondern benutzte die JKayevsMBoho Zoneneinteilung^ und 

59) Vgl Bidion, p. 59 iF. 

60) Siaeci, Giom. d’art. e gen. 1880, p. 376 u. Riv. d’art. 17 (1880), p. 45. 
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zeigte; wie auch in diesem Fall fortlaufende Tabellen fiir die auf- 
tretenden Integrale bereclinet werden konnen. Hieranf sei niclit 
weiter eingegangen^ da dieser Gredanke bei seiner nnnniebr zn er- 
wabnenden spateren Metbode (1886) wiederkebrt, wo er ansfiibrlicber 
referiert wird. 

Bei letzterer®^) ersetzt Siacci F(v) dnrcb 


g ■ cos 0\ COS^gj 

^ \ COS 9 / cos 0 ’ 

wobei also als unabbangige Variable jetzt die sogenannte Pseudo- 
geschwindiglceif u 

V ■ cos 0 

u = 

cos gj 


gewablt ist; § ist ein anderer (von 93 und X abbangiger) Krummnngs- 
Oder Mittelwertfaktor®®), der nnr im speziellen Falle F(v) ==bv^ mit 
6 identiscb wird, und der dnrcb Abscbatzung des bei der Naberungs- 
losung des Problems begangenen Peblers erbalten wird. 

Siacci fftbrt nun weiter folgende Hiilfsfunktionen ein, fur die er 
ebenso wie fur /S — wieder Tabellen berecbnete: 


^ w = -/ w ; = -f^dr ■ 

Hierbei ist die Verzogerung F(v) durcb den Luftwiderstand 


= /5. 


8 -i 
1,206 


1000 

_ 


■C^Rf-fXv) 


gesetzt, was mit der Formel in Nr. lb bis auf den Faktor identiscb 
ist. Fiir die Berecbnung entnabm er die Funktionswerte f(u) dem 
MayevsM'Bokm Zonengesetz; erst neuerdings legte er sein einheit- 
licbes Luftwiderstandsgesetz®®) (vgl.lb) zn Grunde, wobei er nocb den 
Faktor /3 langs der Flugbabn als variabel ansah. 


61) Vgl. Siacci, p. 34 ff. u. Eev. d^art. 27 (1886), p. 316. Die iiltere Metbode 
von Siacci von 1880 mit den betreffenden sekundaren Pnnktionen ist bei der 
deutscben Artillerie nocb im Gebraucb, vgl. He^jdenreicTi 2, p. 90 ff. 

62) Bezuglicb des Krummungsfaktors /J vgl. Siacci, p.’soff., und Eiv. d’art. 
e gen. 1896, vol. 1, p. 341 u. vol. 4, p. 5; IP. Fouclielon, B;ev. d’ai't. 26 (1886), 
p. 467 (Tabellen); W. G.Hojel, Eev. d’art. 24 (1884), p. 262; E. VaUier p.45 A u’ 
Pans C. E. 116 (1892), p. 648. 

63) F. Siacci, Eiv. d’art. e gen. 1896, vol. 1, p. 341 ; iiber /? vgl. Eiv. d’art. 
e gen. 1897, vol. 4, p. 5 u. Eev. d’art. 36 (1890), p. 493, dazu E. Fasella, Tavole 
balisticbe secondarie, Genova 1901. 
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Mit Hiilfe dieser sogenannten Siacci^schen FmUionen stellt sich 
dann das Losungssystem, wenn man abkiirzend den Faktor 


/3 


8 • i 1000 


(2 By 


1,206 P 

setzt, in folgender einfacken Form dar: 
a) x = C,-[D(u)-~I)iV)]-, b) t 




cos cp 


[TW-TCF)]; 


e) y = !C. tgy .{l- - J(7)]}; 

a) tg0 = tg^{l-^.[/(«)-J(F)]). 

S. JBraccialini bat die Brancbbarkeit dieses Formelsystems — ins- 
besondere fiir die Berecbnung der Formkoeffizienten i aus Scliuss- 
•weite X, Abgangswinkel g? nnd Anfangsgescbwindigkeit V — noch 
dadurcb erbobt, dass er fiir die Ausdriicke 


T{u) — T{V) = r(u,Vy J(u)~J(V) = &(u,V)-, 


A(u)~A(V) 
P(u) — P (7) 


— j(v) = 0(u,r)) 


J(u)-~ 


A(u) — A(V) 
D(w) ~-D(7) 


= si(u,r), 


die man als selmndare lalUsUsche FmMonen zu bezeiclinen pflegt, 
Tabellen mit doppeltem Eingang (fiir u nnd F) berecbnete 

W. C.HojeP^) berecbnete, die primaren nnd sekundaren Funktionen 
SiaccV^ anfs nene, indem er seine eigenen Versuche iiber den Luft- 
widerstand zn Grunde legte; Vallier^^) bestimmte dazu den Kriimmungs- 
faktor |3 durcb anderweitige Feblerabscbatznng mittelst einer Reihen- 
entwicklimg mit zngeborigem Restglied, (dasselbe that SabudsM^'^) auf 
Grund des biqnadratischen Gesetzes hv^, wobei er entlang der Flug- 
bahn den Faktor h Yariiert) ®^). 


2 g. Kritiscbe Bemerkung. Dass alle diese Ansatze (Nr, 2 b — 2 f.) 
zur Losung des ballistiscben Problems keine wirkliclie Losung, sondern 
nnr eine mebr oder weniger grosse Annaberung an dieselbe darstellen 
nnd wesbalb es nicbt anders sein kann, wurde scbon oben erwabiit. 


64) S.Baccialmi, Giorn. d’art. e gen. 1883, part. 2, p. 659 u. Riv. d-’art. 
e gen. 1885, vol. 2, p. 97 a. vol. p. 5 u. p. 78; vgl. auch Braecialini, Bber die 
praktiscbe Losung der Probleme des ScMessens, Berlin 1884. 

65) Rev. d’art. 24 (1884), p. 262; vgl. auch Vallier, p. 6. 

66) Vgl. Vdllier, p. 46. 

67) Rer. d’art. 34 (1889), p. 427; dazu vgl. Pussn. 41. 

68) tlber sonstige, auf ahnlicben Grundsatzen aufgebaute Tabellen Tgl. Siacci, 
p. 66; dazu Saludslci 1, p. 345. 
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Verschiedenartige Losungsmethoden und Tabellen sind desbalb er- 
wiinscbt, weil es sicb uin sehr yerscbiedene Scbussarten niLd Probleme^ 
sowie um verscbiedene Anspriicbe an die Grenauigkeit bandelt. Die 
(gruppenweise) Vergleichung oiler MetJioden hinsicMlich ihres Gemuig- 
Jceitsgrades aber muss als gegenwartig nocb nicbt durcbfiibrbar be- 
zeicbnet werden, da bierfur geeignete einwandfreie Beobacbtungen iiber 
Flugbabnen nicbt vorliegen. 

Ein Hauptmangel in den bisber erzielten Naberungslosungen des 
ballistiscben Problems beziebt sicb auf den scbon oben bemerkten 
XJmstand, dass man in der heutigen Ballistik nocb scblecbt dariiber 
orientiert ist, wie eigentlicb der Luftwiderstand von der Form der 
SjoiUe des Geschosses und von seiner Stellung mr Fluglahntangente 
abbangt (vgl. Nr. Id). Einigermassen kennt man nocb die Abbangig- 
keit von der Spitzenform. Wie bedeutend aber der Luftwiderstand 
durcb die Stellung der Grescbossaxe gegentiber der Elugbabntangente 
beeinflusst ist, tritt am deutlicbsten gelegentlicb solcber Sebiess- 
versucbe zu Tage, bei welcben das Langgescboss starke Platter- 
bewegungen zeigt; in solcben Fallen pflegt die Scbussweite und die 
Trefffabigkeit im Gegensatz zu normalen Flugverbaltnissen erbeblicb 
vernaindert zu werden. 

Fiir die Abbangigkeit des Luftwiderstands von der Stellung ist 
jedenfalls der Drall, die Spitzenform^, die Gescbossfiibrung und das 
Tragbeitsmoment des Gescbosses um die Langsaxe, sowie um eine 
Senkrecbte dazu durcb den Scbwerpunkt massgebend. Das Ziel wiirde 
sein, Tabellen oder Formeln zu besitzen, aus welcben bei Angabe 
jener Grossen in jedem gegebenen Fall der Luftwiderstand ermittelt 
werden konnte. Diese Aufgabe stellt ein zentrales Problem der beu- 
tigen ausseren Ballistik dar; von der Losung desselben diirfte die 
weitere Entwicklung dieser Disziplin wesentlicb abbangen. 

tJbrigens ist man von der Losung dieses Problems besonders 
aucb aus dem Grunde nocb weit entfernt, weil das Flattern des Ge- 
scbosses (s. dariiber weiter unten Nr. 3g) aucb durcb Stosse bedingt 
wirdj welcbe das Gescboss beim Austritt aus der Gewebr- oder 
Gescbiitzmiindung senkrecbt zu seiner Axe erfabrt, und weil man 
iiber solcbe Anfangsstosse nocb wenig unterricbtet ist. Die Kombi- 
nation tbeoretiscber Erwagungen mit zablreicben systematiscben Be- 
obacbtungen diirfte allein die genaue Ermittlung der beziiglicben Ab- 
bangigkeiten ermoglicben. 

Enter diesen Umstanden kann nur die Yermutung ausgesprocben 
werden^ dass z. B. die neuere Metbode von Siacd-Hojel-ValUer oder 
die von Sal)udski samt zugeborigen Tabellen die ballistiscben Pro- 

15* 
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bleme mit einem wabrschemliclieii FeHer zu losen gestatte, welcHer 
den walirscbeinliclien BeobaclitungsfeHer nicM iiberscbreitet. 

Jedenfalls bilden ziir Zeit jeiie Nabemngsmetboden die Gfrund- 
lagen fiir die recbnerisclie BeFandlung der einzelneii scbiesstecbnisclien 
Anfgaben, insbesondere aucb. fur die Bereclinung der Scbusstafeln^ 
yon welcben sogleicli nacblier die Rede sein soil. Und zwar wird 
fiir Flachfeuer gegenwartig in erster Linie das Verfabren von Siacci- 
Hojel-JBraccialini, zum Teil mit den Modifilcationen von VaUier ver- 
wendet, — es findet sicb in der balistique exterieure, Teil der 
Encyclopedie scientifique des Aide-Memoire, Paris, mit Tabellen bis 
V == 1200 m/sec, und speziell fur Anlegung von Infanteriescbusstafeln 
z. B. in den Tabellen von v. Burgsdorff und v. BecMinghausen nieder- 
gelegt — , wahrend fiir Steilfeuer, ausser den scbon erwabnten Tabellen 
von Otto, Ingalls und F. Chapel die ausgedebnten Tafeln von N. 8a- 
budsJci und F. Bashforth benutzt werden. 

3 b. Scbusstafeln. Ein Beispiel je einer Scbusstafel fiir Infanterie 
und fiir Artillerie ist im Racbfolgenden gegeben. 

Mgekwrde Bclmsstaf el des deutschen InfanteriegeweJws M. 88 

(Kaliber 2B == 7,9 mm, Q-escbossgewicbt P = 14,7 g, Miindungs- 
gescbwindigkeit V = 640 m/sec, Luftgewiebt d = 1,225, Abgangs- 
febler = -j- 3,4' d. b. Abgangsv?^inkel — Elevationswinkel der Seelenaxe). 


Scbuss- 
■weite X 

Abgangs- 
winkel 9 

Auffallwinkel 

9>' 

Bestricbener 
Raum fiir 
1,7 m Ziel- 
bobe 

GrescboBs- 
gescbwindig- 
keit V 

Flugzeit t 

100 m 

00 4,5' 

QO 5,0' 

ganz 

564 m/sec 

0,17 sec 

200 „ 

00 9,9' 

QO 11,7' 

;; 

495 „ 

0,36 „ 

o 

o 

CO 

00 16,2' 

00 20,8' 

n 

437 „ 

0.57 „ 

o 

o 

o 

tH 

10 42,5' 

30 0,5' 

34 m 

252 „ 

2,80 „ 

2000 „ 

00 28,3' 

130 45,0' 

7 

* n 

159 „ 

8,01 „ 


Dazu: 


Ordinaten y der Flughahn (in Metern): 


Fur die 
Scbuss- 
weite X 

auf die Entfernungen x (in Metem) von 

m 

100 










500 m 
1000 „ 


0,83 

2,85 

1,34 

5,39 

1,47 

7,54 

i 


10,27 

9,48 

7,64 

4,48 

0 
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AhgekUrMe Schusstafel fur die schwere Feldlcanone C. 78 
(Kaliber 2B — 8,8 cm, Gewicbt P der fertigen Sprenggranate und 
des Scbrapnels 7,5 kg, Mundungsgescbwindigkeit V = 442 m/sec; 
Abgangsfebler -j- Grad). 



Zur Erldarung dieser Tafeln sei Polgendes bemerkt: 

Die Angabe des Pallwinkels (bei der Artillerie) dient zur Be- 
urteilung der Wirkung gegen gedeckte Ziele; die Mitteilung der 
Flugzeit erleicbtert die Beobacbtung des Augenblicks, in welcbem der 
Anfscblag der Granate erfolgen muss, und dient fiir die' Brennziinder; 
die Endgescbwindigkeit giebt Anbaltspunkte fiir die Bemessung der 
Gescliossenergie am Ziel; die Angaben: Grad (namlicb Anderung 

der Elevation um Grad) verlegt den Treffpunkt nacb der Hobe 
um . . ., bezw. andert die Scbussweite um . . dient fur Korrek- 
tionen, welcbe anzubringen sind. Wegen des sogenannten Abgangs- 
feblers siebe unten JSTr. 6 a. Alle Angaben gelten unter der Yoraus- 
setzung, dass das Ziel sicb in gleicber Hobe mit der Gescbiitz- oder 
Gewebrmundung befindet. Die Winkel werden bei der Artillerie 
meist in Graden angegeben, weil bierdurcb eine Bequemlicbkeit 
fiir das Recbnen erzielt wird (da tg = rund 0,001 ist). Fiir die 
Seitenverscbiebung infolge der Rotation (vgl. Nr. 3 g u. f) ist die Mitte 
des Yisierscbiebers mit „30“ statt mit Null bezeicbnet, damit die 
Unterscbeidung von recbts und links oder von -j- und — vermieden 
wird; es gilt die Regel, dass eine Yerscbiebung am Yisierscbieber um 
1 Teilstricb den Treffpunkt um ein Tausendstel der betreffenden Scbuss- 
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weite nach der Seite verlegt, also ist z. B. auf 4000 m die Seiten- 
verschiebung 28 m, (gemeint ist, wena 4000 m die totale Scliussweite 
der betr. Flugbalin ist). Den Tafeln sind meist nocb. Angaben fiber 
die Trefffahigkeit und mitiinter nocb. solcbe fiber die Wirkung im 
Ziel beigegeben, woven spater die Rede sein soil. 

Was die jBerechnufig der ScJiusstafeln anlangt, so erfolgt diese, 
— wenn man von einigen minderwertigen, zum Teil nocb beute ver- 
wendeten Verfabren absiebt — , meistens in der folgenden Weise: 

Man misst ffir eine Reibe von verscbiedenen Abgangswinkeln g? 
(darfiber s. weiter niiten Nr. 6 a) je die zngeborigen Mittelwerte der 
Scbussweiten ausserdem misst man getrennt die Gescbossgescbwin- 
digkeit in der Nabe der Mfindung, etwa zwiscben 0 und 50 Metern, 
oder das sogen. , dieses wird durcb Recbnung auf die Mfindung 
reduziert, womit X gegeben istj endlicb werden die meteorologiscben 
Elements bestimmt und bieraus d berecbnet. 

Setzt man nun z. .B. in der Grleicbung (c) des iSmccFscben 
Systems (vgl. Nr. 2f) y = 0, so erbalt man eine Beziebung zwiscben 
den gegebenen Rrossen X, cp, V und zwiscben u und 0^. Dazu bat 
man Gleicbung (a) zwiscben X, V, u und Daraus lassen sich 
und u durcb successive Annaberung bestimmen; (weit bequemer 
gebt dies mit Hilfe der sekundaren Eunktionen und der zngeborigen 
Tabelle, und dies ist der Hauptgrund ffir deren Einffibrung). So 
verfabrt man ffir jede der gemessenen Scbussweiten X Die so erhal- 


tenen Werte von liefern, da M, F und d bekannt ist, die Werte 
von ^-i. Diese Werte werden alsdann in Fimktion von X 
etwa grapbiscb dargestellt. Damit lassen sicb dann ffir jede beliebige 
Scbussweite X die ballistiscben Elemente berecbnen: Namlicb, aus 
Rleicbung (b) erbalt man die Flugzeit t, aus (c) die Ordinaten y, aus 
(d) die Neigung @ der Babntangente, und aus m cos gj = cos @, 
wo jetzt M, 9 , @ bekannt sind, ergiebt sicb die Endgescbwindigkeit 
Grewobnlicb berecbnet man die Elemente nur ffir die Scbussweiten 

von 200 zu 200 oder 500 zu 500 Metern und interpoliert die fibrigen 
grapbiscb. ° 

^ Zur KontroUe werden bei der Artillerie, jedocb keineswegs fiberall, 
emige Endgescbwindigkeiten v, Flugzeiten t und Auffallwinkel w' 
gemessen, bei der Infanterie werden durcb Aufstellung von Zwiscben- 
scbeiben ffir einige nicbt zu grosse Scbussweiten, etwa bis X = 600 m 

in mebreren Entfernungen » von der Mfindung die Flugbabnordinaten 
gemessen. 


bemerkt, class, wenn z. B. eine Infanteriescliusstafel 
die ballistisclien Elemente noeh fur 3000 und 4000 m Scbussweite 
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entlialt, diese Elemente nicM immer durch genaue Messung, sondern 
liaufig durch rechnerische Extrapolation erhalten worden sind. 

3. Gleichmassige Ahweiohungen des Geschosses tmd deren Ursachen. 

3 a. Angabe der Ursaehen. Sofern die Bahnen der Geschosse 
mit den Angaben der Schusstafeln nicht ubereinstimmen, spricht man 
von Ahweiohungen der Geschosse; von diesen sollen hier zunachst die 
einseitigen und zwar diejenigen besprochen werden, welche der theo- 
retischen Berechnung zuganglich sind, oder experimentell eliminiert 
vrerden konnen. 

Bedingt sind diese Ab’weichungen in erster Linie durch Ande- 
rungen der Anfangsgeschwindigkeit V, des Abgangswinkels (p oder 
der Luftdichte d, von denen die Anderungen von V und d besonders 
schv^erwiegend sind. Ferner kommen aber hier gewisse ^TJmstande in 
Betracht, von denen bei Berechnung der Schusstafeln ausdriicklich 
abgesehen wurde (vgl. Nr. 2 a). Es ist dies vor allem der Einfluss 
der Erdrotation, sowie der Einfluss des Windes und der Seiten- 
ab'weichung durch die Rotation des Langgeschosses um seine 
Langsaxe. 

Die genannten Einflusse lassen' sich im allgemeinen theoretiseh 
berechnen, dagegen werden die Wirkungen, die z. B. einseitiger Reflex 
des Sonnenlichts auf die Visierflache wahrend des Zielens hat, am 
besten experimentell eliminiert, etwa dadurch, dass man Vor- und 
Nachmittags schiesst und das Mittel nimmt. Auch die Tagesemflusse 
(Warme, Feuchtigkeit u. s. w.) lassen sich eliminieren, indem man 
Sommers und Winters Schiessversuche anstellt. tfbrigens ist der 
Einfluss einer Anderung im Feuchtigkeitsgehalt ^venig betrachtlich. 
Niederschlage aller Art verkiirzen die Schussweite. 

Im folgenden sollen nun der Reihe nach einige von den hiermit 
angedeuteten Ursachen der Geschossabweichungen ausfiihrlich be- 
sprochen werden. 

3 b. Anderung der Anfangsgeschwindigkeit. Deren Einfluss lasst 
sich, sofern sie klein ist, am einfachsten dadurch berechnen, dass man 
aus dem rechnerischen Losungssystem fiir die Elemente der Flugbahn 
die Differenzenformelne®) herleitet. So ist z. B. (bei bestimmten Yoraus- 


69) Ygl. Siacci, p. 105; Tallier, p. 67; Denecle, Arch. f. Art.- u. 9^ 

fl886), p. 1 und 94 (1887), p. 226; ferner Anonymus, Arcb. f. Art.- u. Ing.-Off. 97 
(1890), p. 274; V. Pfister, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 93 

Kriegstecbn. Zeitscbr. 3 (1900), p. 129 u. 201 und 4 (1901), p. 326; Sahudsh, Petersb. 
Art. Journ. 1889, Nr. 11, p. 941. 
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Mit dieser Tiieorie liaben sicli in erster Linie St. Hobert, JSf. MayevsM, 
M. de Sparre, N. v. Wuich, N. SahudsJci bescbaftigt. Die oben an- 
gefiibrten empiriscben Tbatsacben stimmen wenigstens zum Teil mit 
den Resultaten der Berecbnung liberein. Die Theorie weicbt insofern 
von der des gewobnlicben Kreisels ab, als es sicb bier um eine aussere 
ICraft (die des Lnftwiderstandes) bandelt^ deren Grrbsse und deren E/icb- 
tnng gegen die Gescbossaxe nnd deren Angriffspunbt auf der Axe mit der 
Zeit variabel ist. Die Eecbnung lasst sicb daber nur unter gewissen be- 
scbranbenden Yoranssetznngenj dnrcb ein Verfabren successive!* Annabe- 
rung durcbfubreii; es ’wird zunacbst eine erste Naberungslosung der Grlei- 
cbungen der Translation obne Riicbsicbt auf die Rotation aufgesucbt, 
dann "werden die betreffenden Ansdriicke fur den Ort des Grescbosses in 
die Grleiobungen der Rotation eingesetzt und diese naberungsweise ge- 
Ibstj die so eibaltenen Integrale werden endlicb dazu verwertet^ um 
liickwaits in den Naberungslosungen fiir die Gleicbungen der Trans- 
lation je ein Korrektionsglied binzuzufiigen. 

Das Recbnungsresultat ist in der That eine doppelgekriimmte 
Kurve fbr die Babn des Grescbossscbwerpunktes, welcbe^ vom Ge- 
scbiitz aus geseben, naob recbts und dann abwarts gebt und sodann, 
Tvie es scbeint, entweder ganz auf der recbten oder mebr auf der 
recbten als auf der linken Seite der Plugbabnvertikalebene verlauft. 
In letzterer Tbatsacbe diirfte die Hauptursacbe dafur liegen^ dass die 
Abweicbungen meist nicbt abwecbselnd nacb recbts und nacb links 
voi sicb geben. Diese Kurve ist das Analogon zu dem Kreis^ den man 
bei der Prazessionsbeweguug eines um einen festen Punkt sicb be- 
wegenden scbweren Kreisels wabrnimmt. 

So verbalt es sicb, falls beim Verlassen der Robrmiindung das 
Gescboss lediglicb eine Rotation um seine Langsaxe, die zugleicb 
Haupttragbeitsaxe und verlangerte Robraxe ist, besitzt. Vielfacb 
scbeint jedocb das Gescboss nieht zentriert die Mtindung zu verlassen 
die anfanglicbe Drebaxe nicbt mit der Pigurenaxe ubereinzustimmen,' 
sei es, dass Bucken oder Vibration des Robres oder Wirbelbeweguiig 
der PuRergase die Veranlassung bierzu bildet. Wird dieses nocb 
berucksicbti gt^s), so treten in den Ausdrticken fiir die Koordinaten der 


88) Darilber und iiber das Folgende vgl. C. Cram, Zeitschr. Math. Phvs. 
43 (1898), p. 133 u. 169 (p. 161 Zeile 10 v. o. lies -f '9’ statt —,0, mit Wirkung 
fur p. 162) ; ferner hesonders A. v. Obermayer, Mitt. ub. Geg. d Art - u Gen Wes 
1899 p. 869 dort neuere Experimente iiber die Ereiselwirkung von Geschossen- 
^r^er K. F. Harrts, Joum. of En. St. Art. 10 (1901), p. 63, 189, 303. Weiter 
ILFatz, Eev. Art. 24 (1884), p. 293; H.Mmer, Die Entwicklung d. preuss 
Eestungs- u. Belagerungsartillerie von 1816-1875, Berlin 1876, besonders p 162 
u, 175. . ' 
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Gesciiossspitze in Funktion der Zeit weitere Glieder auf, welcte 
eine andere, kiirzere Periode enthalten; letztere wird in erster 
Linie durck die Winkelgescli-windigkeit um die Langsaxe und die 
beiden Tragbeitsmomente des Gescliosses um die Langsaxe und um 
eine Senkrecbte dazu durcb den Scbwerpunkt, erst in zweiter Linie 
durcb den Luftwiderstand bestimmt. Die geometriscbe Bedeutiing 
dieser Glieder ist die, dass jene erste soeben besprochene Linie jetzt 
nur die Leitkurve bildet fiir Nutationsbogen, die von der Gescboss- 
spitze bescbrieben werden- diese ISTutationsbogen (welobe auck im luft- 
leeren Raum stattkaben miissten) sckeinen es meist zu sein, welcke 
sick der Beobacktung®®) zunackst darstellen — . Dieselben sind vor- 
wiegend von Einfluss auf die Treffsickerkeit und Sckussweite, wakrend 
die von iknen unabkangige Prazessionsbewegung insbesondere die regu- 
lare Seitenabweickung zur Polge kat. Dock sind versckiedentlick bei 
recAferotierenden Langgesckossen anfanglick Zm7csabweickungen be- 
obacktet worden; ■wakrsckeinlick erldaren sick diese durck die er- 
waknten ISTutationen; aolcke Linksabweickungen konnen sick dann 
anfangs einstellen, -wenn der Gesckossboden einen Stoss nack oben 
Oder nack reckts erkalten katte. 

Der strengeren Durckfukrung der Tkeorie steken zur Zeit 
folgende Mangel an den TJnterlagen entgegen: Bisker war es niekt 
moglick, zur Kontrolle der Ausdriicke fiir die Komponenten des Luft- 
widerstandes parallel und senkreckt zur Gesckossaxe und fiir die 
Lage des Angriffspiinktes der Resultanten auf der Axe Versucke mit 
grossen Gesckwindigkeiten und rotierenden Gesckossen anzustellen. 
Perner ist iiber die Anderung der Winkelgesckwindigkeit des Ge- 
sckosses um seine Langsaxe mit der Zeit nickts Gesetzmassiges be- 
kannt. Es kann nur vermutet werden, dass diese Winkelgeschwindig- 
keit langsamer abnimmt als die Translationsgesckwindigkeit®'^). tlber 

89) tilber Beobaclitungen, des fliegenden Gescbosses mit blossem Auge 
bericbtet Heydenreich 1, p. 7 u. 2, p. 96—98: „Die Pendelungen ■waren iiberaus 
stark imd schnell; 'etwa 4 bis 5 in der Sekunde; das Gescboss glioh von 
binten geseben einer rascb sicb drebenden Scbeibe von -wecbselndem Durcb- 
messer; ein Gescboss uberscblug sicb sogar etwa 1000 m vor der Mnndung . . 
ferner siebe JRutsJcy, Tbeorie u. Praxis der Gescbosse und Ziinderkonstruktionen, 
Wien 1871; H. Muller, Die Entwickelung der preussiscben Pestungs- u. Belage- 
rungsartillerie, Berlin 1876, p. 162. Tiber indirekte Beobachtungen an Gescboss- 
durcbscblligen in Papierscbeiben siebe z. B. Jansen, Arcb. f. Art.- u. Ing.-Off. 
97 (1890), p. 426 u. 497. Eine pbotograpbisch registrierende Vorricbtung im Ge- 
scboss giebt F. Neesen, Arcb. f. Art.- u. Ing.-Off. 96 (1889), p. 68; 99 (1892), 
p. 476 und 101 (1894), p. 253. 

90) Vgl. z. B. die Versucbe der MedmnalaUeilung des kgi. preuss. Kriegs- 
ministeriums , „tiber die Wirkung und kriegscbirurgiscbe Bedeutung der neuen 
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die Anfangsstosse ist wenig sicheres bekannt, jedenfalls niclits Gresetz- 
massiges. Endlicli ist die Berechnung der beiden erwalmten Tragbeits- 
momente, wenigstens fiir Artilleriegescliossej wenig sicber. Experimente 
wurden YOn SabudsU und von v. Obermayer^^) begonnen. 

Im tibrigen moge davon abgeseben werden, die ans der Tbeorie 
sieb ergebenden, sebr ninfangreicben Ausdriicke fiir die koniscbe 
Pendelung nnd die Abweicbiingen der Gfescbosse bier wiederzugeben 
nnd niir die empiriscbe Eormel von F. Selie^^) erwabnt werden, welcbe 
in der Praxis fiir die Berecbming der Endabweicbung ; 2 f des Grescbosses 
im Anffallpnnkt am meisten verwendet wird; es ist (in Metern) 

^ — AV^ • sin^ (p ; 

A ist annabernd eine Konstante fiir dasselbe Grescbntz, z. B. fiir die 
dentscbe Turmbanbitze mit 21 cm-Scbrapnel ist A = 0,0166; fiir die 
deutscbe sobwere Eeldkanone C. 73 ist A ~ 0,0030. 

Fiir die franzbsiscbe 16 cm-Kanone bei einer Ladnng von 3,5 kg, 
einem Kaliber von 0,1623 m, einer Lange von 0,371 m und einem 
Gewicbt von 30,4 kg des Gescbosses, sowie bei einer Anfangsgescbwindig- 
keit F=334m/see maobt Selie^^ folgende Angaben: 


Wabrer Abgangs- 
winkel (p 

Scbuseweite X. 
in m 

Seitenabweicbung 
in m 

Zabl der 
SchuBse 

5« 24' 18" 

1806 

7,2 

70 

100 17' 43" 

3108 

29,0 

90 

250 12' 0" 

5688 

182,0 

80 

350 12 ' 0" 

6579 

324,5 

60 


4. ZnfaUige GeschLOssabweicbnngen. Wenn aus dem gleicben 
Gescbiitz oder Gewebr mit gleicber Art von Munition unter scbeinbar 
gleicben ausseren TJmstanden nacb dem gleicben Ziel gescbossen wird, 
sind die aufeinanderfolgenden Flugbahnen trotzdem nicbt identiscb, 
sie bilden eine „Garbe“ deren Durcbmesser sicb nacb dem Ziel zii 
immer mebr vergrossert. Diese aucb als „Streuung“ der Projektile 
bezeicbneten Abweichungen haben ihre Ursacbe in kleinen unkon- 
trollierbaren Verscbiedenbeiten im Abgangswinkel <p, in der Miindungs- 


Handfeuerwaften^, Berlin 1894 (Scbtisse in Drabtnetze unter Wasser); Versucho 
bat Krall (Mitt. nb. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1888, p. 118) vorgescblagen und 
G.V.Boys (ebenda 1897, p. 836) begonnen; siebe m.GcL J. AUmmn, Erklarung u. 
Berechnung d. Seitenabweicbung rotierender Gescbosse, Wien 1897. 

91) Ygl, Selie 2, p. 94 n. 309. 

92) Selie 2, p. 67 u, 88 (Scbiessyersucbe yon 1860), 
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gescliwindigkeit V und im Luftwiderstand; kiervon sind z. B. die 
Versckiedenkeiten im Abgangswinkel unter sonst gleicken UmstarLden 
kedingt durck Ziel- imd Ricktfekler, diii'ck kleine Anderungen in der 
Vibration kezw. im Biicken des Rokrs und durck die beim Ausstromen 
der Pulvergase aus der Mundung entstekenden Seitendriicke auf das 
Gesckoss. 

Die Streuung der Gesckosse lasst eine Bekandlung durck die 
Wakrsckeinlickkeitslekre zu {,,TreffwalrscheinlicUeit‘‘). 

Zaklenangaben iiber die Streuung sind meistens den Sckusstafeln 
beigegeben. In der folgenden abgektirzten Tabelle ist mitgeteiltj 
welche Zielkoke, kezw. -Breite oder -Lange fur 100 oder fiir 50 Proz. 
Treffer erforderlicli ist, und zwar bei dem Infanteriegewekr bezogen 
auf eine senkreckte reckteckige Sckeibe, beim Peldgesckiitz bezogen 
auf den horizontalen Boden. Dabei ist vorausgesetztj dass das Ziel 
in der andern zugekorigen Abmessung so gross ist, dass Feklsckiisse 
in letzterer Ricktung nickt vorkommen konnen, ferner dass der 
mittlere Treffpunkt in der Mitte des Ziels liegt. Die betreffenden 
Zaklen fiir das Peldgesckiitz geben die doppelte wakrscheinlicke Ab- 
weickung oder die sogen. 50prozentige Streuung an. 


Deutsches Infanteriegewelii 
M. 88 

tofcale 1 _totale 
HiJhen- 
Streuung 


S chtiBswoit e 

50 m 
100 „ 
200 „ 
400 „ 
600 „ 
800 „ 
1000 „ 


6 cm 
11 . 
25 „ 
70 „ 
130 „ 
206 „ 
289 „ 


to tale 
Breiteii- 
Streimn g 


4 cm 
10 „ 
20 „ 
42 „ 
64 „ 
112 „ 
160 „ 


Deutsche schwere Felclkauone 
C. 73 (Aufschlagzunder) 

50 Proz. Treffer erfordern eine 

SohuBsweite 1 Ziolbroito | Zielliinge 


1000 m 
2000 „ 
3000 „ 
4000 „ 
5000 „ 
6000 „ 
6500 „ 


0,8 m 

1,8 

3.3 

5.4 

8,0 

11,2 

13,0 


20 m 
23 „ 
27 „ 
32 „ 
40 „ 
52',, 
60 „ 


Bemerknng 


i s 


. H P ^ CD 

3 8 ® H CQ S 

'«ai o h’S.d.g § 

g.|a d*| 1 1 

SI §1 g g 

S ....S x3 CO ±3 

fl-i-S ^ el I 

S P r§ -S CZ2 
.W)>n -S .g pj 2 Q 

N aDdS m fd ta ® 


Nack franzosiscken Sckiessversucken sind unter 100 Sckiissen 
folgende Anzaklen von Trefitern mit dem franzosiscken Infanterie- 
gevsrekr M. 86/93 zu erwarten: 


Entfernung 

(Meter) 

gegen ( 
liegend 

sinen Infani 
knieend 

ieristen 

stehend 

gegen einen 
Reiter 


17 

24 

24 

39 

400 

4 

6 

7 

14 


1-2 

2-3 

2—3 

6 
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Im iibrigen sei, was die Tkeorie der Streuung angeiit, nur auf 
die in der Ballistik in BetracM kommenden nnd der Reclinung unter- 
zogenen ProMeme nnd die iMteratur anfmerksam gemackt: 

a) Berechnnng des mittleren Treffpunktes nnd der wahrschein- 
licnen Abweicliung von demselben, aus einer oder aus mebreren 
Gruppen von Beobacbtungsreiben; Grenauigkeit seiner Bestimmung; 
Lage der Grruppierungsaxen®®). 

b) Wabrsclieinlicbkeit, eine bestimmte Placbe, Kreis, Recbteck ii. s. w. 
zu treffen, fiir die Palle, dass der mittlere Tre%unkt innerbalb oder 
ausserbalb der Placbe liegt®^). 

c) Langen- nnd Hobenstreuung beim Scbrapnelscbuss ; Streukegel 

d) Anfdeckung einer streuenden TJrsacbe, die sicb wahrend des 
Bescbusses vergrdssert oder verkleinert^^). . 

e) Entscbeidung dariiber, ob ein bestimmtes Scbiessresultat als 
sogenannter Ausreisser aus der Beobacbtungsreibe auszuscbalten ist 
Oder nicbt®®). 

rj- 1 gegen nicbt beobacbtungsfabige nnd gegen bewegte 

Ziele, Scbiessen aus Ktisten- und Scbifisgescbiitzen 


1 . ^ P- Pinion, Calcul 

des probabihtgs appliqud au tir des projectiles, Paris 1858, und J. dc. polyt. 16 

w P- v.Mmarelli, p. 65; 8a~ 

» Lebre von der Treffwabrscbeinlichkeit (russ.), St. Petersburg 1898, p 1-317 
(besonders empbend); K. JEndres, Arcb. f. Art.- u. Ing.-Off. 90 (1883), p. 113; 
GdeUa, B.rv. dart, e gen. 1884, p. 218; Vallier, Rey. d’art. 9 (1877), p. 201; 

t P- Lags der Gruppierungsaxen: ^ 

Rey. d ait. 22 (1883), p. 521 u. &aca, ebenda 24 (1884), p. 445 samt weiterer 
Litteratur und emer Bemerkung yon Gh. Schols-, H. Puts, ebenda 24 (1884), p. 5 
u. 105 und 32 (1888), p. 213 u. 313. ^ ^ 

1 ROA den Scbrapnellscbuss der Peldartillerie, Berlin 

1894 rmd Scbiesslebre fur die Peldartillerie, Berlin 1895 und Arcb. f. Art.- u. 

Arcb^f’ ^ P- Anonymus, 

/ioois (1885), p. 417; F. Silvestre, Rey. d’art. 18 (1881), 

W- V ’ f gemeinyerstandlicbe Vortrage iiber die 

Wirkungsfabigkeit der Gescbosse, AVien 1891, dazu Mitt. ub. Geg d Art - u Gen 

r ^ P-Pomlard, Rey. d’art. 36 (1890), 

p. 328 u. 411 und iard^ZZon, ebenda 46 (1896) p 366 

95) yallier, p. 166. 

96) Vallier, p. 160 und Rey. d^art. 9 (1877), p. 222. Vgl. aucb I D 2 15 

(BauseUnger). ^ ^ xo 

.on. P- G^cindolfi, Riy. d’art. e gen- 

Mitt’ S ‘ Ge^‘ T Art^ n 1^07, p. 645; F. Strnad, 

Mitt. ubJJeg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1897, p. 763; Indra, Mitt. iib. Geg. d. Art.- 

^4 nr'i ebenda 1901, p. 91 u. 189; 

tten S 7 -f "1; w- " I’- Streffleur’s 

osteri. unlit. Zeitscbr., Wien 1890, p. 184, 


6. Das Bindringea des Geschosses in das ausgedelinte materielle Ziel. 237 

g) Tteorie des Binscliiessens der Artillerie mittelst des Grabelver- 
fahrens ®®). 

h.) Theorie des Gruppenscliiessens der Infanterie 

5. Das Bindringen des Gescliosses in das ausgedelinte materielle 
Ziel^°®). Der Widerstand des Materials, in welclies das Gesckoss ein- 
dringt imd welckes wir ziinaclist als nackgiebig, also nickt als sprode, 
Toraussetzen wollen (Erde, Holz u. s. w.), ist erstens dadurcb bedingt, 
dass die Zusammenbangskrafte uberwundeii werden, zweitens dadurcb, 
dass den Teilcben des Materials ein grosseres oder kleineres Quantum 
der lebendigen Kraft des Grescbosses mitgeteilt wird, endlicb dadurcb, 
dass Warme erzeugt wird. 

Hieriiber wurden von Poncelet^'^^) und neuerdings von 

Resal^^^) langere matbematiscbe Entwicklungen durchgefubrt, die 

98) Mohne, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 100 (1894), p. 385 u. 481 und 102 (1896), 
p. 64 u. 257 und insbesondere 104 (1897), p. 172, sowie Kriegstechn. Zeitschr. 1 
(1898), p. 209 u. 399 u. 2 (1899), p. 115; Gallenberg, Uber die Grundlagen des 
Schrapnellsohiessens bei der Peldartillerie , Berlin 1898 und Kriegstechn. Zeit- 
schr. 2 (1899), p. 27 u. 93; Preiss, Kriegstechn. Zeitschr. 3 (1900), p. 81; 
E.Strnad, Mitt. rib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1892, p. 879; sowie 1887, p. 375; 
A. Weigner, Mitt. rib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1898, p. 821; ScMffler, ebenda 
1902, p. 97 (Forts, zu der Arbeit 1900, p. 429 und 1901, p. 823). 

99) Bohne, Kriegstechn. Zeitschr. 4 (1901), p, 119; v. MinarelU, p. 82; Parst, 
Kriegstechn. Zeitschr. 4 (1901), p. 330. 

100) Vgl. jDidion, p. 228; Siacci, p. 142; JV. Persy, Cours de balistique, 
Metz 1827; Besal, Paris C. R. 120 (1895), p. 397; H. G. Schumm, Journ. of Un. 
St. art. 4 (1895), p. 620; M. de BreUes, Paris C. R. 75 (1872), p. 1702 und 76 (1873), 
p. 278; G. Kaiser, Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1886, p. 171 (Kotizen); 

G. Parodi, Riv. d’art. e gen. 1887, vol. 1, p. 42; E. P. Jouffret, Les projectiles, 
Fontainebleau 1881, p. 142; G. Bonca, La corrisp. 1 (1900), p. 16 ff.; E. V. 
ebenda 1 (1900), p 200. Beziiglich schiefen Eindringens und Binflusses der Ro- 
tation: MayevsJci, Rev. d. technol. milit. 1866, 5 und 1867,6; Vallier, p. 220 und 
Paris C. R. 120 (1895), p. 136; Heydenreich 1, p. 8. Beziiglich der Theorie vgl. 
besonders v.WuicJi, Mitt. ub. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1893, p. 1 u. 161 und 

H. PuU, Rev. d’art. 34 (1889), p. 138 u. 193; ferner Sabudslci 1, p. 394—420. 

Betreffs des fruher verwendeten Bicochetschusses vgl. besonders JV. Persy, 
Gours de balistique, 3 Bde., Metz 1827, 1831, 1833; J. v. Badowitz, Arch. f. Art.- 
u. Ing.-Off. 1 (1835), p. 41; Amnymus, ebenda 5 (1837), p. 243; 17 (1845), p. 181; 
24 (1849), p. 186; 28 (1850), p. 153 u. 208; Lombard, Theorie du tir a ricochet, 
Brussel 1841; E. de Jonguieres, Paris C. R. 97 (1883), p. 1278; J. G.E. Otto, Mathe- 
matische Theorie des Ricochetschusses , Berlin 1833 u. 1844 (franz. Ubers. von 
BieffeV)-, weitere Litteratur im Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 28 (1850), p. 153. 

101) B. Bobins, ISTouveaux prineipes d’artiUerie , commentes par L. Euler, 
Iranzosische tJbersetzung von Lombard, Paris 1873, p. 365 ff. 

102) Introduction a la mdcanique industrielle, Bruxelles 1839, p. 619 ff. 

103) Paris C. R. 120 (1895), p. 397. 
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jedoch mit den Ergebiiissen der Versnche, wenigstens bei den neueren 
Feuerwaffen, nicht immer gut ubereinstimmen^ so dass sie hier fort- 
gelassen werden kbnnen. 

Beispielsweise ist die Form der vom Geschoss erzeugten Hoblung 
im Zielkorper in vielen Fallen wesentlicb anders als die errechnete. 
Ferner dringt z. B. ein modernes Gescboss meistens erst auf grdsserer 
Entfernung, 200 bis 400 m von der Miindung, am tiefsten in Sand, 
Erde u. dergl. ein — vielleicbt infolge von Staucbung des Ge- 
scliosses im Falle zu grosser Gescbwindigkeiten — , wie die folgende 
Tabelle^®'*') fiir das franzosiscke Gewehr ergiebt. 


Auf die 


Eindringungstiefe des Gescbosses in: 


Entfernung 

Sand 

Gartenerde 

Tannenbolz 

Eicbenbolz 

10 

m 

11 

cm 

25 

cm 

90 

cm 

20 

cm 

40 


18 

33 

39 

33 

82 

33 

19 

33 

100 

3 ? 

32 

33 

62 

33 

70 

33 

18 

33 

200 

33 

45 

33 

75 

33 

60 

33 

18 

33 

300 

33 

46 

33 

77 

33 

56 

33 

17 

33 

400 

33 

44 

33 

73 

33 

53 

33 

16 

33 

500 

33 

40 

33 

67 

33 

50 

33 

15 

33 

600 

33 

38 

33 

63 

33 

49 

33 

15 

33 


Weiter beobacbtet man bei Verwendung der modernen Infanterie- 
gescbosse gegeniiber fliissigen und balbfliissigen Korpern die sogen. 
Explosions- oder Expansivwirkung^®®), die nocb. einer vollig befriedi- 
genden Tbeorie barrt; wenigstens ist man niciit im Stande, fiir ein 
beliebiges gegebenes Gescboss und ein gegebenes Material des Ziel- 
korpers in einem bestimmten Fall, also z. B. fiir eine bestimmte Form 
des Zielkorpers xmd eine bestimmte Miindungsgescbwindigkeit des 
Gescbosses die eintretende Wirkung durcb eine Tlieorie vorauszu- 
bestimmen. 


104) Nach der franzos. Schiessinstruktion, Tabelle IV ; s. v. Minm’eUi, 
p. 143 imd Wilh, Waffenlehre, Berlin 1900, p. 173 (nach de la Llave). 

106) Daruber vgl.: A. v. Ohermaycr, Mitt. ub. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 
1898, p. 361 und Medisinalalteilung des preussischen Kriegsministeriums; tlber 
die Wirkung und kriegscbirurgiscbe Bedeutung der neuen HandfeuerwafFen, 
Berlin 1894, dort aucb. Litteratur; dazu JEJ. Einh, Eev. d’art. 26 (1885), p. 550 
und V. Minarelli^ p. 141 und G. Grans und K. B. Koch, Ann. Phys. Chem. (4) 3 
(1900), p. 247. — Die Angaben iiber die Grosse der Geschossenergie, welche 
erforderlich ist, torn einen Mann hezw. ein Pferd ausser Gefechb su setsen, diirften 
nur unter sehr beschrankenden Voraussetzungen zutreffen, [nacb. Versucben 
der franzSsiscben Artillerie 4 mkg fur einen Mann, 19 mkg fur ein Pferd, siehe 


6. Messungsapparate und MeBSungsmetlioden (der ausseren Ballistik). 239 

BezuglicB. der Dicke von Panzerplatten, welclie von einem ge- 
gebenen Grescboss bei gegebener Grescbwindigkeit nocb durohscWagen 
werden^ bat man friiber zahlreicbe empiriscbe Porm'eln^^®) aufgestellt, 
die mebr oder weniger mit den Versuebsergebnissen zu stimmen schienen 
(G. Bonca zablt 36 solcber Panzerformeln auf und fiigt selbst eine 
neue binzu). Die Einfiibrung neuer Materialien und Konstruktionen (ge- 
bartete Mckelplatten^®®®') an Stelle von scbmiedeeisernen Flatten etc.) 
bat jedocb vresentlicb andere Verbaltnisse zu Tage gefordert, die sicb 
einstweilen jeder matbematiseben Pormulierung entzieben. Z. B. dringen 
Stablgescbosse in die neuen Panzerplatten kaum oder nicbt ein, wenn 
sie nicbt mit einer Kappe von Scbmiedeeisen oder weicbem Stabl ver- 
seben sind u. dgl. 

6. Messungsapparate und Messungsmetboden 
der ausseren Ballistik 

6 a. Messung des wahren Abgangswinkels Die Ricbtung der 
rubeuden Seelenaxe vor dem Scbuss ist meist nicM identiscb mit der- 
jenigen der Anfangstangente der Plugbabn, sondern um den sogenannten 
AhgangsfeJilerwinkel s versobieden; der Grrund liegt bei Gewebren ganz 
oder zum grossten Teil in einer kraftigen Vibration des Laufes. Diese 
Scbwingungen in ibrem zeitlicben Verlauf, sowie die Verbiegungskurve 
des Laufes in einem bestimmten Augenblick wurden zuerst von C. Granz 
und K B. Koch ^ 0 ®) fixiert und experimentell untersucbt. Es zeigte sicb, 
dass die Laufscbwingungen sebr abnlicb denen eines Stabes erfolgen, 
welcber am einen Ende eingeklemmt ist; der Lauf scbwingt gleich- 

B. Wille, Waffenlebre, Berlin 1896, p. 279; n&ch ' A. Bassani, La corrisp. 2 
(1900), p. 692 0,1 mkg pro 1 qmm Gescbossquerschnitt far einen Mann]. Dio 
Temperatm-erhohung des Gescbosses innerhalb lebender Ziele soheint nicmale 
eine solche zu sein, dass die Geschosse zum Schmelzen gelangen kSnnten 
(90—95® C. bei grossen Knocbenwiderstanden) ; s. v. MinarelU, p. 145. 

106) Vgl. Bonca, La corrisp. 1 (1899), p. 16; E. ValUer, Eev. d’art. 46 (1896), 
p. 312; Kaiser, Mitt. ub. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1886, p. 171 der Notizen (dort 
aucb Litteratur), sowie Kaiser, p. 17. 

^ 106“) Darfiber flndet man die neusten Angaben bei Wille, Waffcnlehre, 
Berlin 1900, p. 353 u. 867, sowie in der bei Gelegenbeit der Aiisstellung in 
Dusseldorf verteilten Schrift „F. Krupp, Dtisseldorfer Ausstellung 1902, Panzer“. 

107) Vgl. Gram, p. 404 — 446. 

108) A. Weigner, Mitt. tib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1889, Heft 2; Cranz, 

p. 340; Eeydenreich 1, p. 41 Anm. (uber die Metbode von Siacei), desgleicben 
Saludshi 1, p. 438 f.; ferner Anonymus, Arch. f. Art.- u. Ing.-Off. 73 (1873), p. 272 
und Jansen, ebenda 97 (1890), p. 424. ' 

109) Speziell tiber Laufvibration : G. Granz u. K. B. Koch, Miinch. Abh. 19 
(1899), p. 747; 20 (1900), p. 591; 21 (19011. n. 569: dort auch Littftrn.tnr 
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zeitig im Grundton und in Obertonen; fur die Abgangsricbtung des 
Gesckosses sind in erster Linie die Ohertonschwingungen massgehend. 

Der Knoten wenigstens des ersten Obertons kann auci. durcb Aufstreuen 
von Sand auf einem langs des Laufs befestigten Kartonstreifen sicbt- 
bar gemacbt werden. Je Ideiner unter sonst gleicken Umstanden die 
Ladung gewaklt wird, desto mekr Sckwingungen des Laufes sind ab- 
gelaufen, bis das Gesckoss aus dem Lauf austritt; dieses Austreten er- 
folgt dann in einer andern Sck-wingungspkase und bei anderer Am- 
plitude, und cleskalb andert sick der Abgangsfekler a mit der Ladung. 

Bei den Infanteriegewekren neuester Konstruktion, mit sekr koken 
Miindungsgesckwindigkeiten, ist a sekr klein, weil sick im Moment 
des Gesokossaustritts die Laufsckwingungen nock in den ersten An- 
fangen ikrer Ausbildung befinden. Bei einem 6 mm-Gewekr fand der 
Gesckossaustritt statt etwas vor VoUendung der ersten Viertelssckwin- 
gung des ersten auftretenden ziveiten Obertons (welcker kier mass- 
gebend ist); bei einem 7 mm-Gewekr ungefakr im ersten Yiertel selbst; 
bei einem 8 mm-Gewekr etwas nack VoUendung der ersten Viertels- 
sckwingung dieses zweiten Obertons, wakrend die erste Sckwingung 
des ersten Obertons bereits einsetzt; bei einem 11 mm-Gewekr ver- 
liess das Gesckoss den Lauf bei normaler Ladung dann, wenn die 
erste Sckwingung des ersten Obertons (welcker kier fur die Abgangs- 
ricktung ausscklaggebend ist) im zweiten Yiertel ikrer Pkase stekt. 

Die Sckwingungen des Gewekrslaufs sind im allgemeinen elUptische. 

Yerursackt werden die Laufsckwingungen wesentlick durck den Ex- 
plosionsstoss; jedock treten sckon durck das Yorscknellen des Scklag- 
bolzens Sckwingungen auf. 

Der wakre Abgangswinkel und damit a wird entweder, wie meist 
bei der Artillerie, aus X und Y berecknet, oder es wird zunackst 
der Feklerwinkel a durck einen besonderen Besckuss aus Flugkohen- 
messungen an einer oder zwei Sckeiben ermittelt, welcke unweit der 
Mundung aufgestellt werden. Siacci ^^‘^) empfieklt, in den Entfernungen 
und vor der Mundung zwei vertikale Sckeiben aufzustellen: die 
mittlere als konstant angenommene Gesckwindigkeit zwiscken diesen 
Sckeiben und der Mundung sei so ist, wenn und die be- 
zuglicken Senkungen der Durckscklagspunkte unter der naturlicken |i 

Yisierlinie bei verglickenem Korn (Yisierlinie parallel der Seelenaxe) , 

vorstellen, 

tg£ 

110) Riv. d’art. e gen. 1891, vol. 4, p, 240 and Arcli. f. Art.- u. Ing.-Off. 99 
(1892), p. 609. 
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Nacli deutsclien Erfalirungen ist die Verwendung einer Scheibe vor- 
teilbafter. 

Durcb algebraisehe Addition des Abgangsfeblers £ zu dem durcb 
die Yisieruiig sich ergebeiiden Elevatioiiswinkel der Seelenaxe erbalt 
man den wabren Abgangswinkel (p, wie er in den Scliusstafeln an- 
gegeben wird. 

6 b. Messung der Anfangsgescliwindigkeit dnrch altere und 
neuere Apparate. Yon den alteren Apparaten, Hoblzylinder von 
Mathey, Qrdberf sokes Rad, Beboos’soke Scbeibe, balUstisches Pendel 
ist besonders das letztere, eine Erfindung von Cassini (1707) und Eohins 
(1740) hervorzubeben, die spater durcb Maguin und die ICoinmission 
Didion- Morin- Piobert (1836) erbeblicb Yervollkommnet wurde und 
deren Einricbtung als bekannt gelten dark 

mch Bidion^^^) gestattet das ballistiscbe Pendel, Anfangsgescbwin- 

digkeiten bis auf wenige Dezimeter genau zu ermitteln. 

Das ballistiscbe Pendel bat neuerdings wieder nacb Tbeorie und 
Anwendung einige Beacbtung gefunden {Badalmic, v. Minarsll'i) ^^®). 

Das ballistiscbe Pendel kann als der einzige eigentlicbe Qe- 
scbwindigkeitsmessapparat fiir Descbossgeschwindigkeiten bezeicbnet 
werden. Die alteren meclianiscben Apparate von Matliey, Grobert 
und Beboo0, ehenso die neueren elektriscben Apparate sind Cbrono- 
skope: es wird eine Strecke AB genau gemessen und die Zeit er- 
mittelt, welcbe das Gescboss braucbt, urn von A nacb B zu gelangen. 

Diese neueren (und mit einer Ausnabme elektriscben) Apparate^'n^) 
untersebeiden sicb dem Prinzip nacb 

a) dadurcb, dass in der Zeit, wabrend das Gescboss von A nacb B 
fliegt, entweder ein Gewicbt fallt (Wheatstone, Le Boulenge, Wafkin, 
mnchi), Oder em Pendel ^ bezw. Balancier scbwingt (Nam^-Leurs, 
Caspersen, Schmidt) oder die Magnetnadel eines Galvanometers eine 
Scbwmgung ausfiibrt (Pouillet) oder eine Stimmgabel vibriert (Beetz 
La Cour-Gaspersen, Se^ert, Smith, Or chore- Sguier) oder eine Trommel 
bezw. Scbe ibe sicb drebt (Breguet, Wheatstone, Mathieu, Siemens, 


r P- Sonnet, Dictionnaire des mathematiques ap- 

Pans. 1895 penMe ftaMschea dartber: ^,2, 

^ ^ (18*18). P- 18. 87 a. 146. 

112) Vgl. Didion, p. 261. 

1 ■' ^b. Geg. d. Art.-u. Gen.-Wes. 1901, p. 269; M Bada- 

hovic, Wien. Ber. 110*“ (1901), p. 511. ^ 

Cram, p. 432-446, dort anch Litteratur, Note 160; ferner s. Arch 
. Alt.- u. Ing.-Off. 30 (1851), p. 145; Jervis Smith, The Tram-ChronoeTaph 
London 1897; B.v. Helmholtz, Wiss. Abhandl. 2, Leipzig 1883, p. 865. 


242 


IV 18. C. Gram. Ballistik. 


Bashforth, Noble, Martin de Brettes) oder — und Her allein mit Ver- 
meidung jeder Bewegung tou sicttbaren Massen — ein Kondensator 
sicli entladet (Badakovic-Sabine)’ 

b) durcli die Art und Weise, wie die Markierung des Anfangs 
imd des Endes der zu messenden Flugzeit bewirkt wird; dieselbe er- 
folgt entweder und meistens direkt elektromagnetiseli oder durcb 
den Induktionsfunken (Siemens, Noble, M. de Brettes, Watkin) oder 
indirekt elektromagnetiscb mit Benutzung der Drekung der Pola- 
risationsebene des Lickts im magnetiscken Feld einer Spule (Crekore- 
Squier) oder optisck durck eine Sekattenwirkung des Gesckosses 

c) endlick durck das Verfakren, nack welckem zu Anfang und 
Ende des Vorgangs der elektriseke Strom unterbrocken bezw. ge- 
scklossen wird; letzteres gesckiekt namlick entweder durck den mecka- 
niscken Druck des Gesckosses selbst, weickes einen Drakt durckreisst, 
einen Draktrakmen durckscklagt^ zwei Flatten zusammendriickt, eine 
Platte drekt u. s. w. oder aber neuerdings durck die meckauiscke Wir- 
kung der Luftkopfwelle, welcke (fiir V > 340 m) das Gesckoss begleitet 
(Luftstossanzeiger oder Knallunterbrecker von Gossot- Wolff). 

Die Messung auf kiirzester Strecke AB ist bis jetzt mittelst Kon- 
densatorentladung von Badakovic durckgefiibi-t (im Minimum auf 
einer Strecke von 8,5 cm); kinaicktlick der Genauigkeit seiner Metkode 
giebt BadakorU auf Grund einer Vergleickung mit dem J3?ec7ce’scken 
Fallapparat an, dass nock 0,0(®)8 sec sicker zu messen sind. 

Zur Zeit wird fiir die Messung der Anfangsgesckwindigkeiten 
nock immer der Le JBowZew^'e-Apparat am meisten benutzt; die Prufung 
gesckiekt am besten durck den Kelmkolts -Wolff Pendelkompa- 
rator. W. Wolff fand, dass dasselbe Exemplar eines Le Boulenge- 
Apparates dieselbe Zeitdifferenz mit einer Genauigkeit von 0,0001 sec 
gleickmassig angiebt und dass, wegen gewisser sckwer bestimmbarer 
konstanter Fekler, die bei versckiedenen Exemplaren verschiedene 
Werte kaben, auf eine absolute Genauigkeit bei der Messung einer 
Zeitdifferenz mit irgend einem Le iBowZm^e-Apparat nur im Betrag von 
ca. 0,001 sec gerecknet werden kann. 

Eiivaknt sei nock, dass die Gesckossgesckwindigkeit ikren Maxi- 
malbetrag nicht an der Miindung anzunekmen, sondern sick von da 
ab, okne Zweifel durck die Nackwirkung der Pulvergase, auf eine 

115) A. F. Zahm, PMl. Mag. (6) 1 (1901), p. 530. 

116) M. Eadalcovic, Wien. Ber. 109 (1900), p. 276 u. 941. 

117) W. Wolff, Mitt. ilb. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1895 und Ann. Pbys. 
Cbem. (2) 69 (1899), p. 339 und E. Sarrau, Paris C. R. 119 (1894), p. 1068, 
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gewisse Strecke Liii nocli zu steigern sckeintj in einer nocli nickt 
gesetzmassig fixierten Weise; C. CreJiore und 0. Squier fanden bei 
ilirGn VGrsuchGn mit GrG’WGbrGii Gin Maximum in ca. 2 m Entfernung 
von dci Miindungj Madcikovic Grbielt mit oinom Gfewobr ein Minimum 
in 0^75 m und Gin Maximum in ca. 1^5 m Entfernung. 

6 c. Messung sonstiger Grossen. Von den Metlioden zur Messung 
der Totalflugzeit T (Lobner'^ Tei-tienubr, Telepbon u. s. w.), des Auf- 
fallwinkels cp' u. s. w. moge hier niebt die Eede sein. Abgeseben sei 
auck von meteorologiseben und praktiscli-geometrischen Apparaten 
und Metboden, meebaniseben Hiilfsmitteln zur Ausfiibrung von bal- 
listiscben Bereebnungen, Demonstrationsmitteln etc. 

Erwabnt sei nur, dass in neuerer Zeit die pbotograpbiseben Me- 
tboden, insbesondere die der elektrischen MomentphotograjpJiie, vielfacbe 
Bedeutung in der Ballistik gewonnen baben, z. B. fiir die Aufnabme 
des fliegenden G-esebosses samt den dasselbe umgebenden Luft- 
scblieren, fiir die Ermittlung der Eotationsgescbwindigkeit des Ge- 
sebosses^^®) in beliebiger Entfernung von der Miindung bei bekannter 
Transktionsgescbwindigkeit v oder umgekebrt, und fiir die Messung der 
Lanfvibration. Andere Anwendungen dieser Metboden werden in der 
inneren Ballistik zur Sprache kommen, zu der wir jetzt tlbergeben. 

II. Innere Ballistik. 

7. Einleitung. Aiifgabe der inneren BaUistik. Yon Arbeits- 
quellen, welche zur Portbewegung von Projektilen dienen oder dienten, 
kommen in Betracbt: 

Muskelkrafte (Lanze, Wurfbeil, Scbleuder, Scbleudermaschinen), 

Elastiscbe Krafte (Bogen, Armbrust, Ballisten, Katapulten)^ 

Spannkraft komprimierter Luft (pneumatisebes Gewebr^ Bynamit- 
gesebiitze von ZalinsU, Graydon, Bix u. a.), 

Elektrisebe Krafte, 

Cbemiscbe Erafte. 

118) G. Crehore u. 0. Squier, Journ. of Un. St. art. 4 (1896), p. 409 (dazu 
Arck. f. Art.- u. Ing.-Off. 102 (1896), p. 481 und Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 
1895, p. 839); ferner Mitt. tib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1900, p. 811 (deutsche 
Versuebsanstalt fiir Handfeuerwaffen in Halensee); v. MinarelU, ebenda 1901, 
p. 269; Erklarung durcb A. Indra, ebenda 1898, p. 1; Qranz bat fiir Hand- 
teuerwaffen pbotographiseb naobgewiesen , dass kurz nacb dem Gesebossaustritt 
die Pulvergase eine weit grossere Gescbvrindigkeit besitzen als das Geseboss 
(Anwendung der elektriseben Momentpbotograpbie auf die Untersuebung von 
Sebusswaffen, Halle 1901); vgl. aucb Heydenreich 2, p. 14. 

119) Vgl. F, Neesen, Verbandl. d. deutseb. pbvs. Gesellseb. 4 ri 902 l. n .380 
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Da die drei zuerst aufgefuiirten Arbeitsquellen teils kaum mekr, teils 
nur ganz Yereinzelt zur Verwendung gelangen und da die Benutzung 
elektriscber Kraffce nock niclit liber die ersten Anfange binausgekommen 
ist^ so beschranken wir uns im folgenden auf die Besprecbuiig der in 
den Explosivstoffeoi'^^^) aufgespeicberten chemiscJien Energie. 

. Bill Bxplosivstoff erfabrt durcb Entziindung oder durcb Scblag 
nnd Stoss eine cbemiscbe Umanderung, bei welcher grosse Mengen yon 
gasformigen Produkten entsteben. Sind diese Grasmengen in einem 
kleinen Baum eingescblossen, so wird bierdnrcb, sowie infolge der bei 
der cbemiscben Reaiktion auftretenden Warmeentwicklung anf die Um- 
fassungswande ein Druck ausgeiibt, welcher Arbeit leisten kann. 

Die von dem Explosivstoff geleistete Arbeit besteht in der eigent- 
lichen Sprengtechnik^^^) in der Uberwindung von Kohasionskraften; 
daher handelt es sich bei dieser um die Erzeugung von hohen Maximal- 
gasdrucken, welche nur sehr Imrze Zeit wirken; dieser Zweck wird 
mittelst brisanter Sprengstoffe erreicht, durcb welcbe z. B. Gresteins- 
massen gesprengt und dabei einerseits nicbt allzu sebr zertriimmert, 
andererseits nicbt allzu weit fortgescbleudert werden sollen. 

Im G-egensatz dazu wird in der GeseMts- md Gewehrhallistik — 
welcbe wir bier allein bebandeln^^^) — der Gasdruck dazu verwendet, 
dem Geschoss innerbalb des Eobrs nacb und nacb eine lebendige 
Kraft, insbesondere der Translation, zu erteilen, obne dass die Pestig- 

120) liber die Cbemie und Fabrikationsweise der Explosivstoffe vgl. ins- 
besondere JBeo’thelot und Gruttmann a. a. 0., sowie J. Daniel, Dictionnaire des 
matiferes explosives, Paris 1902. Neuere Litteratur Meruber findet man bei 
IViHe, p. 873. 

121) liber die Sprengtecbnik vgl. 0. GuUmann, Handbucb der Sprengarbeit, 
Braunschweig 1892; derselbe, Schiess- und Sprengmittel, Braunschweig 1900; 
Sprengvorschrift fur die Pioniere, Berlin 1896. 

Zur Mechanik der Explosionen s. ferner D. Mach, Wien. Ber. 92 (1885), 
p. 626 und B. Blochmann, Deutsche Marine-Rundschau. 1898, p. 197; dazu 
D. Budolph, Beitr. z. Geophys, 3 (1897), p. 273. B. Mach behandelt u. a. die 
Frage, weshalb eine frei auf einer Metallplatte liegende Dynamitpatrone nach 
unten durch die Platte ein Loch schlagt. B. Blochmann untersucht experimentell 
die Wirkungen der Explosionen unter Wasser; es ergeben sich zwei Druck- 
impulse, welche zeitlich vbllig getrennt sind und wo von er den ersten auf die 
Wirkung der Druckwelle, den andem auf die Translation der Wassermassen 
zuruckfuhrt. 

122) Beide Zwecke flnden sich in gewissem Sinne kombiniert bei der Kon- 
struktion der Sprenggranaten und Schrapnels-, bei den ersteren wird durch die 
Granatfiillung (der Hauptsache nach PikrinsEui'e) das Geschoss zertriimmert und 
dienen die Trummerstiicke als Projektile, bei den letzteren wird die Wandung 
des Geschosses gesprengt und werden die Fiillkugeln und Sprengstiicke zur Er- 
zeugung des Streukegels beniltzt. 
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keit des Rolirs und des Grescliosses gefahrdet wird. Hierzu bedarf es 
milder wirkender Explosivstoffe. Bekanntlicli sind die besten Spreng- 
mittel nickt gleicbzeitig aucb die besten Gescbosstreibmittel; mit der 
Brisanz eines ExplosivstofPes wachst nicbt zugleich aucb ie Flug- 
gescliwindigkeit des Greschosses. 

Es kommt vielmehr hierbei auf die Erzeugung einer moglicbst 
grossen Mundmigsgesekwindigkeit des G-esckosses bei moglicbst 
niedrigem Maximalgasdruck an; die Pulvergase sollen moglicbst gleicb- 
massig scbiebend auf das Grescboss wirken. 

Wtirde namlicb alles Pulyer in Gras verwandelt sein, ebe das 
Grescboss seine Bewegung begonnen bat, so wiirde der Grasdruek im 
Verlauf der Glescbossbewegung durcb das Robr nur abnebmen, da der 
den Pulvergasen zur Verfugung stebende Eaum zwiscben Grescboss- 
boden und Seelenboden mit dem Yorriicken des Geschosses nacb der 
Miindung zu immer mebr wacbst. Es gilt also, den Gasdruck mog- 
licbst auszugleicben, und da vollkommene Konstanz des Gasdruckes 
sicb, wie es sebeint, nicbt erreicben lasst, so ist das Bestreben darauf 
gericbtet, wenigstens eine annabernd gleiob grosse Spannung der Gase 
zu erbalten, wobei die durcb die Eaumvergrosserung und Arbeits- 
leistung bewirkte fortwabrende Yerminderung des Gasdruckes so gut 
es gebt kompensiert wird durcb fortwabrende Zufubr neuer Treib- 
gase. Zu diesem Zweck ist ein entsprecbend langsam verbrennendes 
Pulver erforderlicb, und die Yerbrennungsweise des Pulvers muss 
gegeniiber der Grosse der Pulverladung, des Yerbrennungsraumes, des 
Eobrkalibers, der Eobrlange, dem Tragbeitswiderstand des Ge- 
scbosses etc. so geregelt werden, dass das Pulver seine Yerbrennung 
fortsetzt, bis das Gescboss die Mundung verl&st, dann aber voll- 
standig veibiannt ist, jedenfalls aber derart, dass das Maximum der 
Miindungsenergie des Gescbosses erzielt wird. Daraus erbellt, dass 
ganz bestimmte Beziebungen zwiscben den eben erwabnten Grossen 
Gescbossgewicbt, Eobrlange, Eobrkaliber etc. besteben miissen und 
dass es fiir die Projektierung oder die Priifung eines Geschiitz- oder 
Gewebrsystems notwendig ist, die Yorgiinge im Eobr wabrend des 
Scbusses zu kennen, insbesondere fiir den Waffentecbniker, welcber 
jene Grossen teils durcb praktiscbe, teils durcb tbeoretiscbe Er- 
wagungen festsetzt. 

Die spemlle Aufgale der imeren Ballistic bestebt danacb in 
folgendem: Es soil in irgend einem bestimmten Fall der im Seelen- 
raum^ des Bohres lierrschende OasdrucJc, die Besclileunigung und Ge- 
seJiwindigkeit des Geschosses, endlicJi die Tem^emtiir der Pulvergase je 
als FunUion der Zeit oder aucli des Geschossiveges im Bohr ermitfelt 
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werden. An dieses Hanpiproblem scliliessen sich andere Probleme 
an; solclie M^eitere Probleme bezieben sicb anf die Erwarmung des 
Robres, anf die Inansprucbnabme Yon Robr and Laffette, auf die 
innerballistiscbeii Messungsmetboden n. s. w. 

Das eben gesebilderte Hauptproblem der inneren Ballistik setzt 
diese in Beziebniig ziir Thermochemie mid Tliermodynamik. Das Ideal 
warej dass, wenn das Gescbiitz oder Grewebr, das Gesclioss, das Ge- 
wiclit der Pulverladung, sowie die cbemiscbeii nnd pbysikaliscben 
Eigenscbaften des Pulyers bekannt sind, lediglicb auf tbeoretiscbem 
Wege der zeitbcbe Veidauf des Gasdrnckes^ der Bewegung des Ge- 
sehosses durcb das liobr iind der Gastemperatur ermittelt werden 
konnte. Yon diesem Endziel ist, wie sicb zeigen wird, die innere 
Ballistik infolge der grossen Kompliziertbeit des Problems and wegen 
der Mangel in den empiriscben Unterlagen nocb so weit entfernt^ 
dass gesagt werden kann, die innere Ballistik befinde sicb zur Zeit 
nocb mehr in den ersten. Anfangen ibrer Entwicklung, als dies bei der 
liusseren Ballistik der Fall ist. Mittels der Tbermocbemie- und Tbermo- 
dynamik liisst sich das Problem bis jetzt nur unter derartig speziellen 
Yorauasetzungen erledigen (vgl. FTr. 9), dass die betreffenden tbeore- 
tiacben Losnngen Mr die Praxis im allgemeinen nicbt verwendbar 
sind. Immerbin geben sie Mr mancbe Falle mid Zwecke erste Kabe- 
rungswerte, in ahnlicber Weise wie die ausserballistiscben Formeln 
fur den luftleeren Ranni z. B. Mr den indirekten und Bombenscbuss 
mitimter in erster Annilberung yerwendbar sind. 

Dagegen liegen empiriscbe Formeln und Tabellen vor, welcbe 
wenigstens in solcben Fallen, wo zu einem bestimmten Gescbiitz- und 
Gescbosssystem einige der Messung nicbt allzti scbwer zuganglicbe 
Grbssen, wie der Maximalgasdruek und die Miinduugsgescbwindigkeit 
des Gescbosses experiineutell gegeben sind, das innerballistiscbe Pro- 
blem naberungsweise zu Idsen gestatten. Diese Formeln und Tabellen, 
zusammen etwa mit den Festigkeitsformeln und den zur Pulyerunter- 
sucbung im konstanten Yolumen dienenden Metboden und Formeln 
bilden gegenwartig den wicbtigsten Bestand der inneren Ballistik an 
praktiscb braucbbaren Resultaten. 

Im folgenden sind die nacbstebend aufgefiibrten Bezeicbnungen 
festgebalten. Es bedeute 

to (qcm) den Seelenquerscbnitt, 

J (cdni) den variablen Raum zwiscben Gescbossboden und Seelen- 
boden; speziell den Yerbrennungsraum, den ganzen Seelen- 
raum. 

q (kg) das Gewicbt der Pulverladung. 
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Q (kg) das Grescliossgewiclit. 

(m) den vom Geschossboden in der Zeit t innerhalb des Eohres 
zuriickgelegten Weg^ dieser Weg gerecbnet von der Enhelage 
des Grescbosses im Robre ab, die Zeit t von dem Augenblick 
ab, wo sicb das Gescboss in Bewegung setzt; speziell den 
Gescliossweg bis zum Eintritt des Gasdruckmaxiinums, L den 
ganzen Gescbossweg bis zur Mundung, 

V, V (m/sec) die entsprecbenden Werte fur die Gescbwindigkeit. 
des Gescbosses im Robre. 

P> Pl> ^ (Atm.) die entsprecbenden Werte fiir den Gasdruck; den 
mittleren Wert des Gasdruckes. 

8. Thermoebemische und tbermodynamisclie Grundlagen. 

Eine vorbereitende Aufgabe zur Losung des innerballistiscben 
Problems bildet die Untersuchimg der m venvendenden Pulversorte cmf 
Hire hallistischen Mgenschaften (Warmegebalt^ Yorbrennungsgesebwindig- 
keit, speziliscbes Volumen, spezifiscber Druck, Kovolumen etc.). Diese 
Eigensebaften treten in verscbiedener Weise bervor, je nacbdem die 
Verbremmng des Pnlvers im konstanten Volumen der Versncbsbombe 
Oder im Seelenraum des Gescbbtzrobres beim Scbuss stattfindet. Mog- 
lich ist bis jetzt nur geworden, das Verbalten einer Pulversorte im- 
konstanten Volumen teils mit experimentellen, teils mit tbeoretiscben 
Hulfsmittelii einigermassen befriedigend zu ermitteln. Dock bieten die 
bierbei gewonnenen Resultate fiir die leim Schuss stattfindenden Ver- 
baltnisse und damit fiir die Auswabl einer Pulversorte wenigstens 
erste Anhaltspunkte. 

8 a, Warmegebalt und Artoeitsvermogen einer Pulversorte. Unter 
redumrtem Wdrmegehalt wird die Warmemenge in kg-Kalorien 
verstanden, welcbe infolge der Umwandlung von 1 kg des betreffenden 
Pulvers entstebt^ falls Arbeitsleistung ausgescblossen ist. TV^, wird 
am besten experimentell erbalteiP^s^. BereeJmet kann W,. nacb den 
Gesetzen der Thermochemie ^®'^) werden, falls der Explosivstoff in 
cbemiscber Hinsicbt ein bestimmt definiertes Individuuin darstellt 
(was keines wegs bei alien neueren Pulvern der Pall ist) und falls 

123) tiber die zugeborigen Apparate, kalorimetrisclie Bombe etc. vgl. be- 
sonders BertJielot 1, p. 221. 

124) Vgl. Berthelot 1, p. 174—387 u. 2, p. 3-129. Durcbgerecbnetes Bei- 
spiel (Nitroglycerin) samt Angaben iiber die Grenauigkeit der Berecbnung durch 
Vergleichung mit der direkten Messung s. Berthelot 1, p. 32 u. 33. Berner vgl. 
W.Nernst, Theoretiscbe Cbemie, 3. Aufl. Stuttgart 1900, p. 543 ff.; E. Vallier, 
Balistique des nouvelles poudres, Paris ohne Datum, Teil der Enoyclopedie des 
Aide-Mdmoire, p. 42 ft'. 



248 


IV 18. C. Cram. Ballistik. 


die YerbrennungsproduMe, welcke bei der Explosion entstelien, genau 
bekannt sind. Der Warmegelialt ist einfacli der Uberscliuss der 
Bildungswarmen der Yerbrennnngsprodukte liber die Bildungswarme 
des Pulvers^ bezogen anf 1 kg des letzteren. Das recbnerisclie Yer- 
fabren ergiebt sick ans dem folgeiiden Beispiel ftir Nitroglycerin. 

Eiir die Yerbrennung bei konstantem Drnck (z, B. an freier Luft) 
wird die Eeaktionsgleicbung in der Form angenommeii: 

2C3H5NSO9 = 6CO2 + 5H2O + 3N2 + 0 ; 502 . 

Die Warmetonungen von COg, HgO (fliissig) nnd CgHsNsOt) sind 
bezw. 94000, 69 000, 98 000 . Das Moleknlargewicbt von O 3 H 5 N 3 O 9 
betragt 227. Also werden bei der Explosion von 2 • 227 kg Nitro- 
glycerin 6 • 94000 + 5 • 69 000 — 2 • 98 000 oder 713 000 Kal. frei. 

Somit ist znnacbst _ iisoo^ = 1570 Kal 

' ' r 454 

Nun aber wird das Wasser wabrend der Explosion dampfformig; bierauf 
werden 5 • 18 • 540 Kal. verwendet, woraus sicb ergiebt 
py/- = 6 ^ _ ca. 1460 Kal. 

r 4 d 4 

Falls die Eeaktion bei konstantem Yolumen (z.B. im gescblossenen 
Eanm der kalorimetriscben Bombe) vor sicb gebt, so ist die betreffende 
Zabl nm einen kleinen Betrag^®^) zn erboben, weil alsdann die gegen 
den Atmospbarendruck geleistete Arbeit in Wegfall kommt. (Bei 
dem vorbegenden Beispiel fiir Nitroglycerin werden aus 1460 Kal. 
1480 resp. aus 1570 Kal. 1590.) 

Zu beacbten ist iibrigens, dass die Art der cbemiscben Umsetzung, 
also die Znsammensetzung der cbemiscben Gleicbung mit der Art nnd 
Weise, wie die cbemiscbe Eeaktion eingeleitet wird (dariiber s. weiter 
unten), nnd mit der Grosse des Yerbrennnngsranms, folglicb mit dem 
Gasdrnck variiert^^®); sowie, dass die Yerbrennnngsprodukte im Mo- 
ment der Explosion (also bei der boben Temperatur derselben) wegen 
etwa stattfindender Dissoziationen keineswegs immer dieselben zu seiii 
braucben, welcbe man nacb dem Erkalten in der kalorimetriscben 
Bombe vorfindet. Aus all diesen Grunden und da die Warmetonungen 
nicbt durcbaus sicber sind, kann die Berecbnung von W,^ mancbe 
TJnsicberbeiten mit sicb bringen. 

Die Ermittlung des Warmegebalts dient zur Berecbnung der Yer- 
brennungstemperatur der Pulvergase (dariiber vgl. Nr. 8 b), sowie des 
Nntzeffekts, welcben ein Gescbxitz oder Gewebr, als tbermodynamiscbe 

126) Vgl. dariiber Berthelot 1, p. 32; J.IL van ’tlloff, Vorlesungen iiber 
tbeoretische und physikaliscbe Ohemie, 1. Heft, Chemisclie Dynamik, 2. Aufl. 
Braunschweig 1901, p. 241. 

126) E. Vallier, Balistique des nouvelles poudres, Paris, p. 43. 
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Maschine betraclitet, beim Scbuss ergiebt und wovon sogleich nacbber 
die Rede sein soil. 

Haufig wird der Warmegebalt in mecbanischem Maass gegeben 
und heisst dann Arheitsvermogen oder Arbeitspotentia^ wird dieses mit 
A^ bezeicbnet,. so ist danach A^ = Wy • 427 mkg. Naturlicb verliert 
dieser Begriff des Warmegebalts erbeblich an Bedeutung, wenn yer- 
sucbt wird, denselben auf den Fall des Scbusses anzuwenden, wo es 
sich um eine cbemiscbe Reaktion mit Arbeitsleistung, namlicb um die 
Pulververbrennung im Innern des Seelenraums zwischen Stossboden 
und Grescbossboden, unter rasch wecbselndem Druck und Volumen, 
handelt. 

Trotzdem wird unter NutgeffeM eines Gescbiitz- oder Grewebr- 
systems in der Ballistik kurzweg der Quotient aus der niitzlicb ver- 
wendeten Energie zu der gesamten in der Pulverladung g auf- 
gespeicberten Energie A^ ■ g verstanden. Als nutAliclie Energie wird 
diejenige der Translationsbewegung des Gescbosses fur den Moment, 
wo das Gescboss die Miindung passiert, oder die sogenannte Miindungs- 

arbeit gerecbnet. 

Im ganzen findet sicb in jenem Moment die in der Pulverladung 
entbaltene Energie als Summe der folgenden Arbeiten wieder: 

a) Energie der Translationsbewegung des Grescbosses an der Miin- 
dung oder sogenannte Miindungsarbeit; 

b) Energie der Rotationsbewegung des Gescbosses (bei den ver- 
scbiedenen deutscben Gescbiitzsystemen im Minimum 0,24, im Maxi- 
mum 2,26% von a)^^'^)); Energie der Bewegung der Pulvergase (zu 


127) Vgl. Heydenreich 2, p. 9 und v. Wnich, Mitt. nb. Geg. cl. Art,- u. 
Gen. -Wes. 1901, p. 67. TJm Mer (gleicb mit fur die folgenden Nummern 
des Textes) eine Reihe zusaramengehoriger Zableu fur dasselbe Geschutz an- 
zugeben, so war z. B. fur die deutscbe scJiwere FeldJoanone G. 73/88: Robr- 
gewicbt mit Verscbluss 446 kg, Gewicbt der leeren Lafette 526 kg, Kaliber 
8,80 cm, Robrlange 2,100 m oder 23,9 Kal., Drall 3^® Grad (konstant), Drall- 
lange 4,40 m oder 60,0 Kal., Inbalt der Seelenhoblung 12,17 1, Inbalt des 
Verbrennungsraumes 1,83 1, Ausdebnungsverbaltnis (d. b. Seeleninbalt : Ver- 
brennungsraum) 6,6, Ladung 0,64 kg Gescbutzblattcbenpulver, Ladungsverbaltnis 
(Gescbossgewicbt : Laclungsgewicbt) 11,0, Ladedicbte (Gewicbt der Ladung in 
Kilogramm : Inbalt des Verbrennungsraumes in Litern) 0,35. Geschoss : scbwere 
Peldgranate C. 82 mit Kupferringfilbrung, Gewicbt des fertigen Gescbosses 7,04 kg 
(reduzierte Querschnittsbelastung 116 g/qcm), Liinge des Gescbosses mit Zander 
2,8 Kal., Weg des Gescbossbodens im Rohr 18,6 Kal., Gescbwindigkeit der Trans- 
lationsbewegung des Gescbosses an der Mundung 452 m/sec, zugeborige Energie 
73200 mkg, Pulververwertung (= diese Energie : Ladung) 114 mt/kg, Kutzeffekt 
32%, bocbster Gasdruck ca. 1350 Atm, mittlerer Gasdruck 719 Atm, also Druck- 
verbliltnis (mittlerer Gasdruck : Maximalgasdruck) 0,52 , Tourenzabl des Gescbosses 
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0,03 bis 0,33 % von a) angegeben, d. b. gescbatzt); Energie der Ruek- 
lanfbewegujig von Rohr und Lafette (iin 'wesentlichen Translations- 
bewegung, ca. 0,7 bis von a); bekaimtlioh in neuerer Zeit gleich- 
falls teilweise nutzbar verwendet); 

c) tiberwindung des Lnftwiderstandes iin Rohre; Hebimg des Ge- 
schosses entgegen der Schwere im Fall entsprechender Elevation des 
Rohresj Zusammendriickung des Geschosses beim Einpressen in die 
Ziige, beziv. bei Geschiitzen tJberwindung des Widerstandes, welchen 
das Piihrungsband dem ersten Einschneiden der Felder entgegensetzt; 
Arbeit der Reibnng des Geschossmantels bezw. des Fiihrungsbandes 
nnd Zentrierwulstes an der Seelenwandung,’ Erschiitterungs- nnd Ver- 
biegungsarbeit; Schallerregung ; Warmeabgabe an das Rohr und 
die Luft. 

Ein Rest bleibt an der Miindung unausgenutzt. 

Berechnen lasst sich die Energie der Rotationsbewegung des 
Geschosses, wenn die Drallverhaltnisse und die Milndungsgeschwindig- 
keit r bekannt sind; da dieser Betrag hochstens 2,3% von der 
Mundungsarbeit ausmacht (die Miindungsgeseh-windigkeit V andert 
sich, wenn der Drallwinkel in ziemlich weiten Grenzen variiert wird, 
nur um wenige Meter), so wird gewohnlich (bei der inneren Ballistik) 
die Translationsbewegung des Geschosses unabhangig von der Rotations- 
bewegung behandelt. 

Auch die Rucklaufbewegung liisst eine ahgenaherte Berechnung 
zu; doch unterliegt diese Berechnung nianehen Fehlern wegen der 
Reibung und wegen der Wirkung der aus der Mundung und zum 
Teil auch nach hinten austretenden Pulvergase; ausserdem ist es eine 
ziemlich willkiirliche Annahme, wenn, wie dies meistens geschieht, bei 
der Berechnung vorausgesetzt wird, dass die eine Halfte der Pulver- 
ladung mit dem Rohr nach riickwarts, die andere mit dem Geschoss 
nach vorwarts gehe. 

liber die sonstigen Arbeitsgrossen ist wenig sicheres bekannt. 
Der Widerstand der Felder gegeniiber dem Ftihrungsmaterial wurde 
bei alteren in Frankreich ausgefiirten Versuchen^^®) mit einer 7,5 cm- 
Kanone, in deren Bohrung die Geschosse eingepresst wurden, zu 28,3 kg 
(bei Bleifiihrimg) bis 271,5 kg (bei Kupferfuhrung) gemessen. Die 
Grosse der Reibung des Geschosses an der Seelenwandung ergab sich 
dagegen ziemlich klein. 

Der Mu tzeffekt bewegt sich bei Geschiitzen zwischen 17 und 35 % 

an der Mundung 103 pro sec, ebenda Energie der Geschoss drehung 145 mkfr 
Energie des Rucklaufes' 680 mkg. ' 

128) Vgl. dariiber Kaiser, p. 71. 
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und ist so goring, msbesondere weil die Rohrlange durch praktisclie 
Erwagungen, Riicksicliten auf Leichtigkeit, Bewegliclikeit, Bedienung, 
Fahrbarkeit etc. des Greschiitzes bedingt ist, (V wiirde in den meisten 
Fallen nocb wacbsen, wenn die Rohrlange yergrossert werden konnte). 

tJbrigens sei schon jetzt darauf hingewiesen, dass in cler Geschiitz- 
und Gewehrballistik der Nutzeffekt eine weit 'weniger wichtige Rolle 
spielt, als bei den Gaskraftmaschinen^^®), so zahlreich auch soiist die 
Analogien sind, welche zwischen der Theorie der Dampfmaschinen und 
Gasmotoren einerseits und der Theorie der Geschossbewegung in einem 
Geschtitz Oder Gewehr andererseits besteht. Das Ziel der Geschtitz- 
konstruktion besteht nicht darin, ein Maximum des Nutzehekts oder 
auch der Pulververwertung (niitzliche Geschossarbeit pro 1 kg Ladung) 
zu erreichen — man will nicht moglichst an Piilver sparen, da ja 
jedes Geschtitz nur eine bestimmte, verhaltnismassig kleine Anzahl 
von Schiissen (zum Toil 60 — 80) gestattet — , sondern man wiinscht, 
wie schon kurz bemerkt wurcle, bei moglichster Schonung des Rohrs 
eine moglichst grosse lebendige Kraft der Translationsbewegung des 
Geschosses, d. h. M moglichst geringem Maximalgasdruch ein Maxi- 
mum von V. Zu diesem Zweck muss bei moglichst Ideinem der 
mittlere Gasdruok p^ moglichst gross sein; das sogenannte Druchver- 
haltnis rj —p^'P^ soil ein Maximum sein, wobei 


Pm 


l, 08 as w 


Atm. 


129) Zur Vergleicliung der beiderseitigen Effekte werden mitunter Berech- 
nungen der folgenden Art angestellt: 

a) Ein Geschoss von 917 kg Gewicht, aus einem 100 Tonnen-Geschiitz mit 
einer Mitndungsgescliwindigkeit von 523 m/sec verfeuert, besitzt eine Miindtings- 
energie von 12 772 000mkg; dieae Arbeit v?ird von den Pulvergasen in ca. 0,01 sec 
verrichtet, es wurde somit anf 1 sec eine Arbeit von ca. 1300 Millionen inkg 
entfallen, was einer Leistungsfahigkeit von 17 Millionen effekt. Pferdestarken 
entspricbt. Da jedoch das Rohr nach ca. 100 Schuss unbrauchbar wird, so hat es, 
als Gaskraftmaschine betrachtet, im ganzen nur eine Sekunde in dieser Weise 
gearbeitet. Diese 100 Schuss kosten ca. 300 000 Jtl, zu deraelben Arbeit von 
1300 Millionen mkg braucht eine lOOpferdige Dampfmaschino 44 Stunden und 
bedarf hierfiir 4400 kg Steinkohle im Werte von 70 bleibt aber dabei erhaiten. 

b) Findet aus dem gleichen Geschtitz ein langeres Schiessen statt und fallt 
jede Minute ein Schuss, so werden pro Sekunde ca. 213 000 mkg Arbeit durch- 
schniftUch geleistet, entsprechend 2840 effekt. PferdestiU-ken. — Dariiber vgl. 
Riv. d’art. e gen. 1900, vol. 1, p. 123 und Wille, p. 791. 

Solche Berechnungen beweisen wenigstens das Eine, dass die Vergleichung 
eines Geschtitzes und einer Dampfmaschihe hinsichtlich der mechanischen 
Leistungsfahigkeit in Anbetracht des Gegensatzes zwischen einer nahezu 
kontinuierlichen Arbeitsleistung und der Erteilung eine.s nahezu momentanen 
Impulses und wegen der Verschiedenheit der Zweoke wenig Nutzen bringt. 
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ist (die Bezeiclinungen sind die in Nr. 7 definierten). Je grosser r}, 
urn so giinstiger verwertet sicli ancli das Pulver, namlicli mit Eiick- 
siclit auf die Haltkarkeit des Rolirs". 

8 b. Verbrennimgstemperatur der Piilvergase. Die ICenntnis 
der Maximaltempemtur der Pulvergase ist von Wicbtigkeit nieht nur 
wegen des damit in Zusammenbang stebenden Maximalgasdruckes 
(vgl. Nr. 8d), sondern insbesondere wegen der Frage des Ansbrennens 
der Robre (Scbmelztemperatur des Stables 1300® bis 1600® C.). 

Bei der Yerbrennung des Pulvers in lonstaniem Volumen wird 
diese Maximaltemperatiir t (oder absolut gemessen T'') aus dem redu- 
zierten Warmegebalt ermittelt; dabei ist zu berucksicbtigenj dass 
die spezifiscbe Warme der Pulvergase eine Funktion der Tempe- 
latnr t derselben ist^®®); es sei c^, wie man gewobnlicb annimmt, 
= a-[-ht, so ist^ wenn die Anfangstemperatur Null angenommen wird, 

t' 

{pj ^ hf) • dt^ 

so dass man hat ° 

-i —a). 

Eine Kontrolle fiir die Gfrossenordnung von f liegt zwar darin 
dass es moglicb ist, die Verbrennimgstemperatur aucb aus Druck- 
messimgen in gescblossenen Grefassen (vgl. Nr. 8d) zu berecbnen. Da 
librigens die Koeffizienten a und 1) wenig sicber bekannt sind und 
aucb die Druckmessungen maneben Bedenken unterliegen, so sind die 
Zablen fur t' wenig zuverlassig, die Angaben scbwanken zum Teil urn 
mebrere bundert Gfrad. Bei neueren Pulvern bewegen sicb die Werte 
der Yerbrennungstemperatur zwischen 2000® und 4000® C. 

Fiir die Maximaltemperatur der Pulvergase leim ScJmss ist mit 
dem so ermittelten Werte f natiirlicb nur eine obere Glrenze gegeben. 
Eine diiekte Messung der Temperatur der Pulvergase beim Schuss 
ist bis jetzt nicbt durcbgefiibrt; die Moglichkeit bierzu scbeint an- 
gesichts der neueren Hiilfsmittel nicbt ausgeschlossen. 

8c. Speziflsehes Volumen, spezifisclier Druck, Kovolumen, 
Ladediehte. Diese weiteren drossen werden bei der Berechnung des 
Maximaldrucks beniitzt, der bei der Yerbrennung eines Explosivstoffs 
im gescblossenen Yolumeu entstebt (vgl. 8d). 

Das speMfische Volumen do ist das Reziproke der Gasdicbte, d. h. 
es ist das Y olumen, welches die aus 1 kg des Pulvers sicb entwickeln- 

bieriiker mn fSoff, Chemisclie Dynamik, Braunschweig 1001 
p. 242, dort findet sicb aucb Litteratur iiber diesen Gegenstand. 
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den Grase bei 0° C. Temperatur und 760 mm Druck einnehmen 'wiirden 
(Wasser als Dampf gedaobt). Aucb diese Grrosse wird am sicbersten 
experimentell ermittelt. Soli die Bestimmung tbeoretiscb erfolgen^ 
so gescbiebt dies nach den bekannten Metboden der Stocbiometrie. 
Z. B. Nitroglycerin mit der (tbeoretiscben) Zersetznngsgleicbung: 

2 C 3 H 5 N 3 O 9 = 6 CO 3 + 5 H 3 O + 3 N 3 + 0,50, 
liefert pro 1 kg 

[(6 + 5 + 3 + 0,5) • 2000] : [2 • 227 • 0,0896] = 713 1 

Gase bei 0*^ C. und 760 mm, also = 713 1 pro 1 kg; bei Scbwarzpulver 
ist t)(, == 285 1/kg. Da indess uber die Zersetznngsgleicbung Unsicber- 
beit bestebt, so ist aucb t)o unsicber. 

Unter Kraft oder spemfischem Kruclz des Sprengstoffes^^^) oder 
der Pulversorte verstebt man den Ausdruck f~(pQ'%T'):213-, pf der 
Atmospbarendruck. f ist der Druck, welcben die aus der Ladungs- 
einheit entstandenen Gase bei der Verbremiungstemperatur erzeugen, 
wenn sie einen Baum gleicb der Volumeneinbeit einnebmen (vgl. 
Nr. 8 d). 

Das Kovolumen a ist ein Brucb (zwiscben ca. 0,5 und 0,92), 
der angiebt, welcber Teil der Ladung aucb nacb vollendeter Ver- 
brennung Riickstand bildet (und zwar Ruckstand im weitesten Sinne, 
inclusive die Summe der Molektile des Gases, da bei der Verdicbtung 
eines Gasvolumens t),, von 0 ° Temperatur und 760 mm Druck nur der 
Raum verkleinert wird, der bleibt, wenn man das Voliimen der vor- 
handenen Molektile, ca. 0,001 IJq, abziebt). Bei den Sprengstoffen, 
welcbe keine oder fast keine fasten Riickstande liefern, ist sonach 
a == 0,001 ( 1 /kg), z. B. 1 kg Nitroglycerin giebt, wie oben ange- 

geben, 7131 Gase (von 0° und 760 mm Druck), also ist a — ca. 0,71. 
Dagegen bei Pulvern mit festen Riickstanden ist cc die Summe des 
aus 1 kg Ladung hervorgebenden Yolums fester Riickstande und des 
Kovolumens der zu 1kg Ladung geborigen gasformigen Yerbrennungs- 
produkte; z. B. giebt 1 kg Scbwarzpulver nacb Sarrau 279 1 Gase 
(bo =279 1 /kg); femer liefert 1 kg Scbwarzpulver 0,209 1 festen Rtick- 
stand, somit ist a = 0,209 + 0,279 = 0,488 1/kg. 

Ladedichte^^^). Darunter findet man dreierlei verstanden, wes- 
balb genau zu unterscbeiden ist: entweder ist Ladedicbte das Yer- 
baltnis des Raumes, den die nocb nicbt verbrannte Pulverladung allein 

131 ) E. Sarrau, Recherches theoriques sur le cbargement des bouckes a feu 
Paris 1882 , p. 4 ; Berthelot 1 , p. 61 . 

132 ) Hieruber ygl. v. Wuich, Mitt. ub. Geg. d. Art.- u. Gen. -Wes 1888 

p. 337 u. 381 . ’ 
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oline Zwischenraume einnelimen wurde, zu dem gaiizen Verbrennungs- 
raum J^, oder zweitens das Yerhaltnis des Raumes, den die Pulver- 
ladung in Wirklichkeit mit den Zwiscbenranmen einnimmt, zn /o, oder 
drittens das Verbaltnis A der Ladnng q in kg dividiert durch Jq 
in 1. — 

Im folgenden yersteben wir, wie dies in Deutschland ilblich ist, 
unter Ladedichte die Grxosse 

^ (Ladung in kg) 

(Verbrennungsraum in 1) 

Der Warmegehalt bezw. das Arbeitsyermogen, die Verbrenniings- 
temperatur, das spezifische Volumen, der spezifische Druck und das 
Koyolumen werden als „Pulverlcomtanten‘‘ bezeichnet, womit an dieser 
Stelle nicht gesagt werden soil, dass diese Grossen thatsachlich fiir 
denselben Explosiystoff konstaiit seien. Die folgende Tabelle giebt 
diese und einige andere Zahlenwerte fiir mehrere in Deutschland 
gebrauchte Explosiystoffe naoh den Angaben des deutschen Militdr- 
versuchsamts 

Pulverhonsianten 

fiir die Verhrennung des Pulvers im honstanten Volumen, 
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133) Vgl. Heydenreich 2, p. 7. 
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8d. Gasdruck bei konstantem Volumen. Wenn das Pulver in 
der Versuclisbombe verbraniit ist und der Grewiclitsteil s der Ladung 
Gase bildet (von der Explosionstemperatur T' absoL), so hat der Gas- 
druck seinen maximalen Wert erreicht; derselbe ist zufolge dem in 
Pulverkonstanten umgeschriebenen ManoUe-Gay~Lussac'^(^&Q. Gesetze: 

Man nennt diese Gleichung die AbeVsche Gleichung. 

Sie wiirde von Noble, Abel, Sarrmt, JBerthelot und neuerdings von 
W. Wolff^^^) gepriift. Es hat sich gezeigt, dass sie den Gasdruck mit 
ziemlich befriedigender Genauigkeit wenigstens fiir die neueren festen 
und flilssigen Explosivstoffe angiebt und dass also die van der Waals- 
sche Korrektion zu dem Gesetz von MarioUe und Gay-Lussac in diesem 
Ealle nicht erforderlich ist. 

Beispielsweise fiir PiJcrinsmre 0gH2(NO2)3(OH) mit der (hypo- 
thetischen) Zersetzungsgleichung: 

20 6112(^02)3 (OH) == CO2 + H2O + 1100 + 2H2 + 3N2 
ist 

TF, = 468 Kal.; = 877 1; r' = 2700; 0,877; 

damit fiir 

A = 0,1, == 983 (berechnet)“kg/qcm, beobachtet 

(nach Sarrau) = 927 
A = 0,5, 7982 „ „ „ =7662 

A = 0,9, == 38310 „ „ „ — 

Der BucJcstand von Pulvern, fiir welche «<1 ist, befindet sich 
nach BertheloG^^) wegen der hohen Temperaturen im Moment der 
Explosion in Gasform, dagegen nach B. Bunsen und L. SchiscJdcoff, 
Noble und AbeN^^) im fliissigen Zustand. 

8 e. Art und Gescbwindigkeit der Verbrennung des Pulvers. 
Die neueren Pulver brennen im geschlossenen Raum nach liowentriscjien 
ScJiichten ah, so dass die Kornform gewahrt bleibt, Wiirfel bleibt 

134) Vgl. daruber Bertlielot 1, p. 63 Iff. ; Sarrau, Introduction a la tbeorie 
des explosives, Paris 1894 und Memoir, des poudr. et salp. 7 (1894), p. 148; Nolle 
u. Abel, Eesearches on explosives, London 1874; W. Wolff, Kriegstechn. Zeitschr. 6 
(1903), p. 1. Die altere Litteratur tiber den Gasdruck sehr vollstandig bei Callen- 
herg, Die Pundamentalwerke der inneren Ballistik, Berlin 1887. 

135) Bertlielot 1, p. 63. 

136) Vgl. B. Bunsen u. L. Schischhoff, Ann. Pbys. Cbem. 102 (1857), p. 321 ; 
ferner J. Link, Ann. d. Cbem. u. Pbarmazie 109 (1859), p. 53; Noble u. Abel, 
Paris C. R. 79 (1874), p. 204; Noble, Heat action of explosifs, London 1883/84. 
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Wiirfel, Rolire bleibfc Rohre. Dieses Gesetz^ welches Piohert fiir 
Schwarzpiilyer aufstellen zu konnen glaubte, hat sich nach den neueren 
Dntei’snchimgen Ton P. gerade fur Schwarzpulyer im all- 

gemeinen nicht, aondern nur fiir den Fall bewahrt, wo das Korn bei 
der Fabrikation derart gepresst wordeii war, dass das spezifische Ge- 
wicht ^ 1,85 ist, wahrend dasselbe fiir gewohnlich kleiner ist. Da- 
gegen gilt jenes Gesetz fiir die neueren Pulyer. Der Beweis wurde 
erbracht duroh Beobachtung erloschener Reste, und eine Bestatigung 
liegt darin, dass die Verbrennungsdauer des Korns proportional der 
Korndicke gefunden wurde. 

Versuche mit neueren Pulyern, welche in Jconstantem Volumen 
niittelst elektrisch gliihend gemachten Platiiidrahts zur Verbrennung 
gebracht wurden, haben folgendes ergeben: 

Die Daiter t der Verbrennung nimmt mit wachsender DicJce und BicMe 
des Korns und mit wachsender Ladedichfe A ab. Eine gesetzmassige 
Beziehung wenigstens zwischen t und A hat neuerdings W. 
auf Grund yon Versuchen mit mehreren neueren Pulversorten und 
mit versohiedener Form und Grosse der Pulyerkorner aufzustellen 
begonnen. [tjber den der Messung zu Grunde gelegten Begriff der 
Verbrennungsdauer t des Pulyera und die dabei gemachte Annahme 
vergleiche man die Abhandlung selbst, sowie Nr. 12 a.] 

Einige der Wolff^schen ZaKlen fiir parallelepipedisches Korn sind 
die folgenden: 


Pulverform 

A 

t 

gemessen 

1,093 cm X 0,987 cm X 0,174 cm 

1 0,098 

1 0,193 

0,0305 sec 
0,0178 „ 

0,663 cm X 0,587 cm X 0,049 cm 

1 0,098 

1 0,193 

0,0075 „ 
0,0039 „ 


Ist 2e die Dicke der abgebrannten Schichte des Korns, so heisst 

— die VerbrennungsgescJiivindigheit des Pulyers. Diese bestimint die 
fit 

DriscM0 oder Schdrfe des Explosiystoffs: je rasclier das Pulyer yer- 
brennt, urn so brisanter heisst es. Die Brisanz desselben Explosiy- 
stoffs ist sehr yerschieden je nach den Umstanden, unter welchen die 
Verbrennung yor sich geht. 


137) P. Vicille, Memoir, des poudr. et salp. 6 (1893), p. 256. 

138) Kriegstechn. Zeitsclar. 6 (1903), p. 1. tlber die befolgte FielZZe’sclie 
-wo-l insbes a.iicli A. JBrvnTc . Imiere Ballistik, Petersburg 1901, p. 140. 
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Dass die Verbrennungsgescliwindigkeit vom Bruch p nicht un- 
abhangig ist (wie Piobert bebauptet batte), sondern mit dem Druck 
wacbst, wurde von zablreicben Forscbern erwiesen; meist wurde znr 

Darstellung dieser Beziebung die Funktionsform ^ y ' 

wo s das spezifiscbe Grewicbt des Korns ist und % und I Konstanten 
bedeuten. h. Bobert und Franhland nabmen fur Scbwarzpulver A == f , 
Boux und Sarrau 1 = 0,6, Bovel X = 0,26, Gastan X = 0,0, Sebert, 
Hugoniot, Moisson, Maia, v. Winch, Kaiser A— 1; VieiUe fand, 
dass X von der Pulversorte abbange, und W. Wolff scbloss aus seinen 

Versucben, dass ^ nocb explicit von A abbangen miisse, = A). 

Im Fall des Schusses die Yerbrennungsgescbwindigkeit zu messen, 
war bis jetzt nicbt mdglicb; insbesondere lasst sicb die wicbtige 
Frage, in welcbem Moment die Pulverladung im Robr ganz verbrannt 
ist, zur Zeit nicbt experimentell beantworten. Urn bei diesem Stand 
der Binge dock einen einigermassen braucbbaren, quantitativen Aus- 
druck fiir die Verbrennungsgescbwindigkeit des Pulvers zu erbalten, 
bat man zu verscbiedenen Mitteln seine Zuflucbt genommen (vgL aucb 
Nr. 10 a, Formelu von Sarrau'). In der deutscben Artillerie bentitzt 
man^^°) das scbon erwabnte DruckverbMtiiis ri odei p„^:p^ als Brisanz- 
niodul, und zwar aus folgendem Grunde. Mutmasslicb ist ein friibzeitiges 
Eintreten des Maximaldruckes ein Anzeicben fiir ein rascbes Abbrennen 
des Pulvers. Da sicb nun zeigt, dass je friiber unter sonst gleicben 
Unistanden das Maximum des Gasdruckes eintritt, um so grosser aucb 

dieser Maximalbetrag p^ im Vergleicb mit dem mittleren Gasdruek 

1 

ist, so scbliesst man, dass die Verbrennungsgescbwindigkeit mit zu- 

und abnebme und nennt ein Pulver scharf, wenn vj < 0,46 (fiir Steil- 
feuergescbiitze verweudet, kleine Ladungen), bei p — 0,46 bis 0,60 
miitel, bei p > 0,60 mild (fiir Flacbbabngescbiitze verwendet). Als 
Stoff ist am scbarfsten Scbwarzpulver {p bocbstens 0,41), dann folgt 
das raucbscbwacbe nitroglycerinbaltige Pulver (Wurfelpulver, p ca. 0,62), 
dann das reine Scbiesswollpulver (Blattcbenpulver, p ca. 0,65). 

Siebt man diese Scbliisse als allgemein giiltig an, so ergiebt sicb 
zufolge den deutscben Versucben fiir den Fall des Scbusses folgen- 
des; Alle Umstande, welcbe den Druck vermebren, unter welcbem 
das Pulver abbrennt, vergrossern aucb die Verbrennungsgescbwindig- 
keit; u. a. wacbst diese letztere mit der Ladedicbte, mit der Vergrosse- 

139) Dariiber vgl. v.Wmcli, Mitt. tLb. Geg. d. Art.- u. Gen. -Wes. 1888, 
13. 337 u. 381; 1894, p. 589; 1897, p. 87. 

140) Vgl. Ileydem'eich 2, p. 11 u. 18, 
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rung des Geschossgewiclites und des Widerstandes^ welchen das Ge- 
schoss beim Einpressen der Piilirungsteile in die Ztige erleidet. Eerner 
liangt die Verbrennungsgeschwindiglieit ab Ton der Form der PulTer- 
korner (sie waclist bei gleicliem KorngewicM mit der Oberflacbe) nnd 
Ton der Znsaminensetzung des Pnlvers (am langsamsten brennt das 
BlattcbenpulTer, dann folgt das WiirfelpulYerj am rascbesten brennt 
das Scliwarzpulver ab). Im ubrigen hangt die Art der PulTerTer- 
brennnng yon der Art der Entzundnng (durch das Knallquecksilber 
der Zundhiitcbenj durcb Scbwarzpnlyer, welclies der eigentlichen 
Ladnng zum Zweck kraftigerer Znndung beigegeben wird^ durcli 
elektriscbe Ziindmig etc.)^ ferner, wie es scheint, yon yorbergeben- 
der Erwarmnng des Pulyers und yon dem Grad seiner Austrocknung 
ab. Beispielsweise kann durcb sebr kraftige Ziindung bewirkt werden, 
dass statt einer ruhigen Verbrennung; welche mit einer Gescbwindig- 
keit yon Brucbteilen eines Meters pro Sekunde yor sicb gebt, Deto- 
nation Oder Verpuffung erfolgt, deren Gescbwindigkeit nacb Kilometern 
gescbatzt wird. 

In welober Weise die Pulyerkoriier naebeinander yon der Ent- 
ziindung ergriffen werden, ob es angezeigt ist, zwiscben Verbrennungs- 
gescbwindigkeit des Korns und Portpflanzungsgescby'indigkeit der Ex- 
plosion yon einem Korn zum andern zu unterscbeiden, ist tiir den 
Fall des Scbusses nocb nicbt genugend sicbergestellt 

9. Theoretisohe Bebandlung des dynamiscben Problems. 

9 a. Pall der Detonation. Obwobl dieser Fall fiir die gewobn- 
licbe Scbiesspraxis yon geringer Bedeutung ist^ beginnen wir mit der 
Besprecbung desselben^ weil man geneigt ist, anzunebmen, dass die 
aus diesen besonderen Verbaltnissen sicb ergebenden Folgerungen zum 
Teil aucb fur solcbe Falle eine gewisse Gtiltigkeit bebalten, wo, wie 
beim gewobnlicben Scbuss, das Pulyer vor Beginn der Gescboss- 
bewegung nocb nicbt vollig yergast ist. 

Wir yerfolgen also nun die Bewegung des Gescbosses durcb das 
Eobr unter folgenden ganz speziellen Voraussetzungen: Wir nebmen 
an, dass als Treibmittel ein Stoff gewablt sei, welcber von vornherein 
gasfdrmig sei oder aber ein solcber Stoff, welcber zwar urspriinglieb 

141) Die von Berthelot, Vieille, Mallard und Le Gliatelier entwickelte 
Tbeorie der Exflosionswellen grundet sicb nur auf Versucbe mit konstantem 
Volumen. Gber diese Tbeorie vgl. BertTielot 1, p. 133; van t'Hoff, Obemiscbe 
Dynamik, Braunsobweig 1901, p. 246, dort aucb Litteratur. tiber eine neuere 
Verwendung dieser Tbeorie zu einer tbeoreti’scben LSsung des innerballistiscben 
Problems vgl. A. Ind/i'a, Die wabre Gestalt der Spannungskurve, Wien 1901. 
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fest Oder fliissig war, aber scbon vollstandig vergast sei, ebe das Gre- 
scboss sicb von seiner Stelle bewegte. Ausserdem setmi wir voraus, 
dass die Bewegung so rascb erfolge, dass die Znstandsan derung als 
eine adiabatische aufgefasst werden darf. 

In diesem Pall leisten die Base Arbeit und kublen sicb dabei 
ab. Beim Beginn der Grescbossbewegung ist der Gfasdruck der maxi- 
male [niimlicb iiacb Nr. 8d = ug) falls £=1 ist], 

der anfanglicbe Verbrennungsraum, q Ladung. Nacb t Sekunden vom 
Beginn der Grescbossbewegung an gerecbnet sei binter dem Grescboss 
der Baum J — aq, wabrend beim Beginn — ag, so ist, wie sicb 
aus dem Po?‘sS(95^’scben Gresetz ergiebt, nacb t Sekunden der Gasdruch 


P 





wo 5C tbeoretiscb = = 1,41 . Speziell an der Mtindung, wo 

das gauze Seelenvolumen, ist der Enddruck 


Pc=fi 


{Jp — ccgT 


was aucb durcb die Ladedicbte A und das sogenannte Ausdebnungs- 
verbaltnis Jq — ^ des Robrs ausgedruckt werden kann. 

Die MUndungstemperatur ergiebt sicb aus 



eine Beziebung, welcbe nocb etwas verscbarft werden kann, indem bei 
der Ableitung derselben die Veranderlicbkeit von mit der Tempe- 
ratur beriicksichtigt wird. (Beziiglicb der Abkublung durcb die Aus- 
debnung giebt Segdenreich an, beobacbtet zu baben, dass nacb 
langerem Scbiessen beiss gewordene Robre sicb unmittelbar nacb 
einem Scbuss innen kiibler anfublen als anssen; zum Teil sei sie so 
bedeutend, dass etwaige, nicht voUig verbrannte Pulverkorner aus- 
loseben 


142) Nacli Versucben von Kntpp mit successiv abgesclinittenen Roliren soil 
01 — 1,1 besser sein, Daruber und uber praktisebe Verwendung dieser Ans- 
driicke s. Mitt. iib. Geg. d. Art.- u, Gen.-Wes. 1883, Heft 5 u. 6, Notizen p. 65 
(Pormeln der Krupp'sch&n. Gnssstahlfabrik). Neuere, genauere Ermittlungen von 
'/. s. bei Heydenreich 2, p. 13; daruacb wird bei sebr rasclier Yerbrennung des 
Pulvers nabezu die tbeoretiscbe Grbsse ot == 1,41 erreicbt. 

143) Ygl. Heydenreich 2, p. 14; iiber Berecbnung der Mrindungstemperatur 
unter Bei-iicksicbtigung von moglicbst vielen Nebenumstauden s. P. de 8t. Eobert, 
Principes de tbermodynamique, Turin 1870, p. 261. 
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Die von den Gasen qeleistete Arbeit ist 


fq 




Um die Gesehossgescliwindigkeit zu bekommen, denken wir uns 
den Verbrenmingsranm als Cylinder von iiberall gleickem (Seelen)- 
Quersclinitt o. Es sei dann — aq — cnl, J — 
das Gescboss werde Ijn der Arbeit der Gase libertragen, so ist, da 
(cf. oben) die Energie der Translationsbewegnng bei weitem iiberwiegt, 
die GeschossgeschwindigJceit v gegeben diircli: 




n- 


i 

M) 

— oinX’*-!"! 1 if 

-*• 1 — — . no /'I / 

1 ( ' V"'! 

JL — 

~\r 

— ccg) J % — l"^^ 

\l+x) J 


nnd der Gasdrnck durcli p — !P^\} •(} -\- 

Noble imd Abel beliaupten (fur Scbwarzpulver), dass die Warme des 

Kiickstands, der sicli nacli und nacb bildet, hinreicbe, um die durcb 

Arbeitsleistung aufgezebrte Warme zii ersetzen, so dass das isother- 

miscJie Qesetz {% = 1) verweiidet "werden konne^^). Dann ist Ge- 

sclmindiglmt v und Gasdruclc p gegeben durcb 

W'U® Q 7 -1 fl x\ 

-sj- =i>6“Uog j ; 

^ “ f'-Y X ■ 

Etir die neueren Pulver scbeint diese Annabme jedenfalls nicbt zulassig. 

Tbatsacblicb trifft die zweite der obigen Yoraussetzungen, dass 
namlicb die Zustaiidsandei'ung adiabatisch erfolge, niemals genau zu. 
Yielmebr .erwarmen sich bekanntlicb die Robre scbon nacb wenigen 
Scbiissen ganz bedeutend, so dass zum Teil kiinstbcbe Kiililung er- 
forderlicb ist. Fiir die Lauferwarmung giebt J. A. Longridge (nacb 
Sarrmi) einen Ausdruck^ der aber, weil die Verbrennungszeit des 
Pulvers (siebe oben) entbalteud, sebr bypotbetiscber Natur ist. A. Indra 
glanbt aus tbeoretiscben Betracbtungen folgern zu miissen, dass der 
geringste Teil der Laufwarme durcb Mitteilung der Yerbrennungs- 
warme der Pulvergase berriibrtj der grosste Teil in Warme umgesetzte 
Yibrationsarbeit der Gase sei; J. Tobell findet umgekebrt, dass der 

144) Hierilber vgl. v. Wmch, Mitt. tib. Geg. cl. Art.- u. Gen.-Wes. 1894, p. 589. 

145) Beziiglicb der Berechnungen von U. Sarrau biertiber vgl. Longridge, 
p. 42; St. Bolert, Principes de tbermodynamiqne, Turin 1870, p. 251 bebandelt 
beaonders eingebend die Kanone als tbermodynamiscbe Mascbine; Indra, Neue 
ballistiscbe Tbeorieen, analytiscbe Tbeorieen der Warmeleitung in Gescbiitzrobren, 
Pola 1893, und Indra, men. Ber. 105 (1896), p. 823 (Messung der Temperatur 
einei* veo'dnderlichen Warmequelle) ; J. Tohell, Mitt. rib. Geg. cl. Art.- u. Gen.- 
Wes. 1888, p. 551 u. 1890, p. 401. 
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Flammenwirkung, also der Mitteilung von Warme seitens der Ver- 
Ibrennmigsprodukte der grosste Anteil zukomme, der Reibung zwiscken 
Grescbioss und Lauf ein kleinerer und dass die iibrigen Warmequellen 
kaiim 1% der ganzen in den Lauf ubergebenden Warme erzeugen. 
B. Th. Bumford und St. Robert erwahnenj dass ein Lauf sick bei blinder 
Ladung mekr erwarme, als bei sckarfer, am meisten aber, wenn bei 
sckarfer Ladung zwiscken Ladung und Gresckoss sick ein grosserer 
Hoklraum befinde; (dies sckeint sick aus der Abkangigkeit der Yer- 
brennungszeit des Pulvers von der Ladedickte einfack zu erklaren). 
An absckliessenden Yersucken uber die Lauferwarmung feklt esj 
A. Indra kat solcke Yersucke mit besonders konstruierten Quecksilber- 
tkermometern begonnen. Die Beiziekung elektriscker Metkoden sckeint 
am meisten Aussickt auf Erfolg zu bieten. 

9b. Pall der allmaliliclien VerTbrennnng des Pulvers. Dieser 
gewohnlicke Fall lasst sick iiberkaupt nur matkematisck in Ansatz 
bringen, wenn wir ein Yerbrennungsgesetz postulieren. Dieses Qesetz 
ist selbstverstandlick durchaus kypotketisck. Aber selbst wenn wir 
dasselbe annekmen, so kat die tkeoretiscke Bekandlung des dynamiscken 
Problems ikre grossen Sckwierigkeiten, so dass man spezielle An- 
nakmen einfukren muss; man darf also nickt koffen, auf diesem Wege 
allgemeine Resultate zu erreicken. Dies soil im folgenden kurz gezeigt 
werden. Wir setzen dabei zunackst, wie bereits oben, adiabatiscJie 
Zustandsanderung voraus. 

Hack t Sekunden, vom Beginn der Gesckossbewegung ab ge- 

rechnet, sei j)£o der Gasdruck im Seelenquerscknitt os; bedeutet B 

den Gesamtwiderstand im Rokr, so ist die Bewegungsgleickung des 

Gesckosses beziiglick des rukend gedackten Rokrs, indem wir die 

Weglange x als unabkangige Yariable waklen: 

/ \ Q X) 

(a) 


Yon der Pulverladung g kg seien bis dakin i kg verbrannt, also 
q — i nnverbrannt; das variable Yolumen J zwiscken Gesckossboden 

und Beelenboden ist also urn das Yolumen des unverbrannten 

Pulvers (vom spezifiscken Gewickt s) und um das Kovolumen ai des 
verbrannten Pulvers verkleinert; der Gasdruck ist somit nack dem 


Boisson'sdh&n. Gesetz 
(b) 




wobei J leickt in Funktion von x ausgedriickt werden kann. 

Encyklop, d. matli. Wissenscli. IV 2. 18 
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Die Pulverkorner seien von parallelepipedisclier Form, die Kan- 
tenlangen a, \ c, woliei c, also c die Korndieke ist. Bis zur 

Zeit i seien alle Kanten nm 2e kleiner geworden, so dass das Vo- 
lumen des verbrannten Teils des Pnlverkorns abc — (a — 2e)(b — 2e) 
(c — 2e) betragt; folglicli ist i eine Funktion von e, die wir in der 
Form annebmen: 


(c) ^ == 

wobei {Xg? f's Kornform nnd von der Masse der Ladung 

abhangen. 


de 


Die Verbrennungsgescbwindigkeit ^ sei angenommen in der Form 


(d) 


de 

dt 


'P' 


WO s, 7c nnd X als bekannt gelten. 

Denkt man sick {d) in (c), (c) in (b), (h) in {a) eingesetzt, so 
bestebt die nacbste Aufgabe darin, v in x anszudrucken. Dieses 
Problem mdsste in zwei Teilen bebandelt werden, entspreckend zwei 
von einander verschiedenen Perioden: Die erste Periode ist zn Ende, 
wenn das Korn ganz verbrannt ist, d. b. wenn 2e~c geworden ist; 
von da ab beginnt die Berecbnung nacb Nr. 9 a ftir reine G-asausdebnung 
obne weiteren Zngang von Pnlvergasen zn den vorbandenen. 

Sogar wenn die matbematiscben Scbwierigkeiten, welobe sicb der 
Brzielnng einer allgemeinen Lbsung dieses Gleiebnngssystems ent- 
gegenstellen, liberwunden wiirden, so ware damit dock kein genaues 
Resnltat erreicbt, da das Verbrennnngsgesetz (d) in Wirklicbkeit nicbt 
zntrifft (vgl. 8e), ferner der Widerstand B nnd die Yerbrennnngs- 
temperatnr T' nicbt konstant, ancb die Dicbte der Pulvergase sicber- 
lieb nicbt im ganzen Seelenranm dieselbe ist nnd da von einer adia- 
batiscben Zustandsandernng nicbt die Rede sein kann, sondem Warme 
in das Robr libergebt. 

Dm zunacbst nur die matbematiscben Scbwierigkeiten zn iiber- 
winden, bat man es mit Vernacblassignngen versncbt, deren Resultate 
aber sebr zweifelbaft bleiben. B. Xrupjp^^^) zerlegte die Bewegung in 
zwei Perioden, deren eine bis zum Eintreten des Drnckmaximnms, deren 
zweite von da bis znm Anstritt des Gescbosses aus der Mundnng 
reicbt; dabei macbte er die willktirlicbe Annabme, dass alles Pnlver 
verbrannt sei, wenn der Gasdrnck seinen grbssten Wert annimmt. 

Kaiser wablt das Yerbrennnngsgesetz ^ - B also A == 1, nnd ver- 


146) Vgl. V. Wuich, Mitt. tib. Geg. d. Art.- u. G-en.-Wes. 1894; p. 589; 
Kaiser f p. 69 ff. 
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naclirassigt — ai gegen eT", bezw. sieht sich aber scbliesslicb 
docb genotigt, einen Weg zu gehen, den sebon friiber 'E. 
eingescblagen batte, namlicb empiriscbe Daten beiznzieben. Sarrau 
gebt von der adiabatiscben Znstandsanderung fiir ein unendlicb langes 
Eobr ans nnd gelangt mit mebrfacben Vernacblassigungen zu einer 
Differentialgleicbnng 2. Ordnung nnd 2. Grrades; diese wird mit Eeiben- 
entwicklungen nnd mit ernenten Vernacblassigungen integriert; nnd 
darauS; vor allem aber aus den Resultaten grdsserer in Frankreicb an- 
gestellter Yersucbsreiben (Kommission von Gdvre) wird sodann ein 
Losungssystem gebildet, wovon die in Nr. 10 a zu besprecbenden 
Formeln ftir die Grescbossgescbwindigkeit und den Gasdruck das 
Wicbtigste darstellen. 


10. Praktische Losnng des dynamischen Problems. 

Wir kommen dazu, die aus praktiscben Yersucben abgeleiteten 
Formebi zu besprecben. Die Yergleicbung der von verscbiedenen 
Seiten angegebenen Naherungsformeln ist allerdings dadurcb un- 
moglicb, dass Zusammensetzung und Fabrikationsweise der Pulver- 
sorten meist verscbieden und seiten geniigend bekannt ist, und dass 
fiir den Widerstand, welcben das Gescboss beim Einpressen in den 
gezogenen Teil des Eobrs findet und mit welcbem sicb v und p ganz 
erbeblicb andern, nocb kein eigentlicbes Gesetz vorliegt. 


10a. Die Formeln von B. Sarran. Dieselben geben wir bier 
wieder, da sie in vielen Fallen gut zu stimmen scbeinen. Bs bedeute 
Q, q, L, A, CO, V dasselbe wie bisber, d das Kaliber, den 
Maximalgasdruck auf den Gescbossboden, denjenigen auf den 
Seelenboden, (beide etwas verscbieden, insbesondere wegen der Be- 
wegung der Pulverladung) , A, B, C, J), B gewisse Konstanten 
der betreffenden Pulversorte, wofiir Sarrau Tabellen (beziiglicb der 
franzosiscben Pulversorten) giebt. 

Dann ist die MundungsgescMvindigheit V des Gescbosses ent- 
weder gegeben durcb 

(a) r ^ A ■ , 

{Q ■ ilf ^ “ ' 

oder aber durcb 

(b) F = G T 

< 3 ^^ 


147) Vgl. JB. Sarrau, Rechercbes tbeoriques sur le ckargement des boucbes 
a feu, Paris 1882, p. 43 u. 46. tlber die Ableitung der Formeln vgl. A. Craudin, 
Rev. art. 17 (1880), p. 224 und Longridge a. a. 0. Bezuglicb der Polgerungen 
daraus s. bes. A. Brynlc, Innere Ballistik, Petersburg 1901. 
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Die Pormel (a) wird benutzt fiir milde Pulver. Bin solches liegt 

danE Yor, -wenn der ZaHeiiwert des Ausdmcks — - < 0,273 wird. 
Andernfalls liegt ein brisant wirkendes Pulver vor und wird die 
Pormel (b) benutzt. 

Der hochste Gasdmck auf den Geschosshoden ist 


(e) 

der 

(d) 


Pt 


T) ^ ' iQ ' 

■ 


D. 




der Maximalgasdruclc auf den Seelenloden wird erbalten durcli 




E‘ 


A • 


Diese Pormeln eignen sich besond era, wenn untersucbt werden 
soil, welelien Einfluss die Anderung einer der Q-rossen A, a, Q, d, L 
auf den Betrag von V, p^' ausiibt. (Fiir die Verwendung der 
Sarrau’ salien Tabellen sei darauf aufmerksam gemacht, dass denselben 
die Einlieiten dm, qdm, cbdm, kg, sec zu Girunde liegen.) 

Andere empirische Naberungsformeln^^®) von aknlicber Tendenz 
und zum Teil aucb von aknlicker Form, meist aus den artilleristiscben 
Erfakrungen in. den betreffenden Landern gewonnen, existieren von 
Ingalls, JSelie, Mata, Kaiser, Glennon; sie gelten zunacbst nur fiir 
Q-escliiitze. 


10 b. Neuere Experimente und. Diagramme. Neuere Klassen 
von Experimenter!, vermutlicb. von N. Maye^osTci, A. Nolle und F. Abel 
begonnen, geben direkt oder indirekt die Diagramme fiir die Geschoss- 
gesckwindigkeiten und Gasdriicke bei der Bewegung des Gescbosses 
durch. das Rohr und bieten damit fiir eine praktische Ldsung der 
kiermit betrachteten Falle eine neue Grundlage. 

Nolle und Alel benutzten den TVoSZe’schen Chronograph (vgl. 12 b), 
um die vom Geschoss im Rohr zuriickgelegten Wege x in Punktion 
der Zeit t zu erhalten; mittelst der suceessiven Differenzen warden 

daraus die Geschossgeschwindigkeiten ^ oder v, sowie die Beschleu- 

nigungen — - und damit die Gasdriicke je in Punktion von t oder auch 

von X gewonnen. 

Sibert und Hugoniot operierten mit dem 8eberfseh.m. Riicklauf- 
messer (vgl. 12d); hierbei werden zunachst die vom Rohr nach riick- 
w'arts zuriickgelegten Wege in Punktion der Zeit ^ gemessen und 

118) fiber die aiteren Formeln vgl. G. Parodi, Riv. d’art. e gen. 1887, vol. 4, 
p. 386 und ValUer, p. l91. 
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daraus die Grescliosswege, -Gescli'wmdigkeiten und -Beschleunigimgen 
und die Grasdriicke bereciinet. 

Einige Ballistiker bestimmten die GesckossgescliwirLdigkeiten v in 
Punktion von x dadurck, dass sie das Rokr nacli und nack verkiirzten 
und je die Miindungsgesckwindigkeit massen; in diesem Pall werden 
die Grasdriicke durck eine Differentiation, die Gl-esckosswege durck eine 
Integration erkalten. tFbrigens kat die Art und Weise, wie kierbei 
die sog. Miindungsgesckwindigkeit tkatsacklick gemessen wurde, nam- 
lick auf einer Strecke von 50 bis 100 Metern nack der Miindung, zu 
manckerlei Peklern (vgL 6) und infolgedessen zu Irrtiimern gefiikrt. 

Die nack irgend einer dieser Metkoden erkaltenen Diagramme fiir 
die Gresckossgesckwindigkeiten v und die Grasdriicke p im Rokr zeigen 
alle denselben Ckarakter; die Kurve der v steigt (bis zur Miindung 
kin) fortwakrend an, anfangs rascker, spater weniger rasck. Die 
Kurve der Grasdriicke p erkebt sick scknell bis zu einem Maximum 
von p, um von da ab zu sinken, dieser zweite Teil besitzt einen 
Wendepunkt. tTber den ersten Teil des Druckdiagramms, namlick 
zwiscken Anfang und Maximum, kerrsckt nook einige Unsickerkeit, 
Einige Autoren bekaupten, dass auok dieser Teil einen Wendepunkt 
aufweise, andere bestreiten dies. Jedenfalls aber kann die Gasdruck- 
kurve nickt mit p — 0 beginnen, da zu Beginn der Gesckossbewegung 
ein gewisser Gasdruck sckon gekerrsckt kaben muss. 

Derartige Diagramme, fiir altere und neuere Pulver, findet man 
in grqsserer Anzakl in den diesbeziiglicken Sckriften von NoUe, AM, 
Seheri, Eugoniot, Sabudslci, sowie in dem „Textbook of gunnery", 
London 1902. 

Als Beispiel sei in den umstekenden beiden Zeioknungen^^®^) 
ein Doppeldiagramm gegeben, welckes auf Grund von Versucken der 
deutsclien Artillerieprufungs-Kommission nack dem^^eSerfsckenYerfakren 
erkalten worden ist. Die Yersucke bezieken sick auf den deutscken 
15 cm Morser mit der Granate 0. 88 und 0,6 kg Ladung rauck- 
sckwacken Pulvers, und zwar die Kurven 1 auf feineres Wiirfelpulver 
von der Kantenlange mm, die Kurven 2 auf gfoberes, also lang- 
samer verbrennendes Wiirfelpulver mit Kantenlange 2 mm. Bei Yer- 
wendung des feineren Pulvers betragt derMaximalgasdruckjpg 1620 Atm., 
der Miindungsgasdruck P 160 Atm., der mittlere Gasdruck 500 Atm., 
der kockste Gasdruck wird nack = 0,0014 sec. erreickt, nackdem 
das Gesckoss den Weg x^ = 40 mm im Rokr zuriickgelegt kat, das 
Druckverkaltnis rj ist 0,31. Dagegen mit dem groberen Pulver ist 


148*) Entnommen aus Heydewreich 2, p. 24. 
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— 910j P — 185, Pm — 430 Atra., — 0,0030 sec., = 100 mm, 
== 0,47. Die noch welter, wenigstens in ikrem Anfang gegebene 



Kurve 3 (gestriciielt) be- 
zieht sicb anf den Fall 
der Detonation, also anf 
die Annabme, dass alles 
Pulver verbrannt ist, ebe 
das Gescboss seine Be- 
wegung beginnt, dann 
ware zii Beginn der Be- 
wegung der Maximal- 
gasdruck ca. 1980 Atm. 
vorhanden, von da ab 
wiirde der Druck rasch 


sinken (vgl. 9 a). 



Bei Benutzung des 
groberen Pulvers tritt 
somit das Druckmaxi- 
miim spater anf, der 
Betrag dieses Maximnms 
wird zugleich erniedrigt, 
der Milndungsgasdrnck 
erbobt, kiirz die Drnck- 
knrve verlauft flaclier, 


Oder das Druckverbalt- 


nis wird grosser als bei dem feineren Pnlver. Daraus wird, wie scbon 
knrz erwabnt, gescblossen, dass das grobere Pnlver langsamer abbrennt, 
(wenn ancb gesagt werden muss, dass tiber den Zeitpunkt, wann die 
Verbrennung beim Scbuss beendigt ist, trotz der zablreiclien bieriiber 
anfgestellten Hypotbesen und Bebanptungen, in Wabrbeit nicJits Ge- 
naues behannt ist). Als ein vorlanfiges Mittel znr Obarakteristik der 
Verbrennnngsweise einer Pnlversorte, bis namlicb genanere Gesetz- 
lifiassigkeiten bekannt geworden sind, eignet sicb aus den angefiibrten 
Griinden eben die Beobacbtung des mebr oder weniger flacben Ver- 
lanfs der Gasdrnckknrve; je flacber die Ifurve oder, was dasselbe ist, 
je grosser das Verbaltnis 1 ] zwiscben mittlerem und bocbstem Gasdrnck 
ist, um so langsamer verbrennt das Pnlver, nm so weniger brisant 
ansserfc sicb dasselbe in dem betreffenden Gescbiitz. 


VoUig abnlicben Gbarakter wie die mitgeteilten Knrven zeigen 
die scbon aus den Jabren 1869/71 stammenden, mit Scbwarzpulver 
erbaltenen Diasramme von jNoble und Abel^ und abnlicb verlaufen 
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aucli diejenigen Kurven fiir p, welclie die Zeit t statt des Gresclioss- 
wegs X zur Abscisse haben. 

Die von. MayevsM, Noble und Abel gesobaffene neue Grundlage wurde 
zuerst von N. SabudsW^^^) und weiterbin Yon E.VaUier in erfolgreicber 
Weise zur interpolatoriscben Darstellung der Vorgange im Robr be- 
nutzt. Mit Riicksicbt auf die Tbatsacbe, dass die Druck- und Ge- 
scbwindigkeits-Diagramme unter alien in der Praxis vorkommenden 
TJmstanden einen abnlicben Typus aufweisen, stellten Sabudslci und 
Vallier die Punktion p durcb einen geeigneten analytiscben Ausdruck 
naberungsweise dar und flibrten damit eine Losung des innerballisti- 
Bcben Problems in praktiseb braucbbarer Weise durcb. 

10 c. Die Formeln von E. Vallier. E. Vallier fiibrte, und das 
ist das Obarakteristiscbe seiner Losung, zum ersten Mai das erwabnte 
Druckverbaltnis (mittlerer Gasdruck dividiert durcb Maxinialgasdruck) 
als Parameter in das Losungssystem ein. 

Dm die Benutzung der Vallier'^Qlnm Pormeln und Tabellen zu 
erleicbtern, fiibren wir nacb Vallier ' b Yorgang das reziproke Druck- 
verbaltnis ein und bezeicbnen es mit y, d. b. es sei y =p^ Da- 
bei ist, wenn zum Gewicbt des Gescbosses das balbe Ladungsgewicbt 
binzugefugt wird (dariiber s. o.), der mittlere Gasdruck p^ zu be- 
recbnen aus: 

2 - CO - g - L 

Durcb Messung seien bekannt die Grossen Q, q, oj, L, V, p^\ so 
ist aucb p^ und y als gegeben zu betracbten. 

Zur Darstellung des Gasdrucks p in Funktion der Zeit t wablt 
Vallier die Form 

p =P^ - pip), wo p(i) = 0 ^ • 

i 

0 ist dabei zur Abkiirzung fiir y gesetzt. 

5 

149) Vgl. SahudsU 2, p. 7. Er stellt den Gasdruck durcb folgende Funktion 
des Gescbossweges x dar: 



a, 6, c werden empirisch bestimmt. 

150) JE. Valuer, Paris C. R. 128 (1899), p. 1306; 129 (1899), p. 268; 133 (1901), 
p. 203, 319; 136 (1902), p. 842 u. 942; M Vallier, Mdmor. des poudr. et salp. 11 (1902), 
p. 129. Dazu Heydenreich, Kriegstecbn. Zeitscbr. 3 (1900), p. 287 u. 334 und 
4 (1901)^ p. 292; V. Zedlits-Neiikirch, Kriegstecbn. Zeitscbr. 4 (1901), p. 525; 
7? OMnnham. Wien. Ber. 109 (1900'), p. 1159. 
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Ferner seien nach ValUer die Funktionen und in der folgen- 
den WeisG definiert 

fi(/) = r • cU, f^(z) = C f,(0) . cU . 


Bedeutet noch Z den Wert von fur die Miindung und sind im 
iibrigen die BezeicFnungen von 1 festgebalten, so lautet das ValUer- 
sche Losiingssystem folgendermassen: 



Fiir den Moment 
des 

Gasdrackmaximums 

Fiir den Moment 
des Passierens 
der Miindung 

Fiir einen beliebigen 
Moment der Bewe- 
gung des Geschosses 
im Robr 

Gasdruck 

Gescboss- 
gescbwindigkeit 
im Riobre 

a 

V 

P^PrPi^) 

r^^y.fx (^), 
fx{Z) 

Gesobossweg 
im Biobre 

Xu Tj‘ 

^ MZ) 

L 

X J /a (^) 

Zeit 

i . A{-Z) 

* y f, (Z) 

rp P >T fx {Z) 

y A{Z) 

II 


Zwisclien y und Z bestebt die Beziehung 


^ IA(Z)Y 

Es sei vorlaufig /3 als bekannt angenommen, dann ist, da y ge- 
geben ist^ aus der letzten Beziebung Z zu berecbnen, Mittelst der 
aieicbungen des Systems lassen sicb nun P, T, v^, x^, erbalten, und 
darauf fiir eine beliebige Zeit t oder ein beliebiges z der Wert des 
Crasdruclis p, der Grescbwindigkeit v und des Grescbosswegs x ermitteln. 

Fiir die samtlicben bier vorkommenden Funktionen bat ValUer 
Tabellen gegeben, also f^{Z), f^{Z), p{Z) etc. in Funktion von y, 
ebenso f^{d), p{p) etc.” in Funktion von 

Was den Exponenten ^ anlangt^ so bangt dessen Zablenwert von 
der Verbrennungsweise des Pulvers ab; /5 wird entweder durcb eine 
weitere Messungsgrbsse, die ausser den oben genannten vorliegt^, oder 
durcb eine empiriscbe Formel bestimmt: Wenn nocb der Miindungs- 
gasdruck P gemessen ist, so wablt man dasjenige fiir welcbes der 
mittels des Ausdrucks p^ • p (Z) berecbnete Miindungsgasdruck mit 
dem gemessenen P am besten tibereinstimmt; analog verfabrt man, 
wenn die Zeit T gemessen ist, welcbe das Gescboss braucbt, urn den 
Weg durcb das Robr zuriickzulegen. Ist kein weiteres Datum ausser 



11 . Die Beanspruolaung des Geschutzee und Verwandtes. 269 

den genannten Q, co, L, V, bekannt, so wird ^ aus der empiri- 
schen Beziehung (y — 1) /3 = 2 erbalten, die nur fiir sehr langsam 
yerbrennende Pulver nicbt mebr gilt. • 

Die vorbin genannten Tabellenwerte bat Vallier fur eine Reibe 
verscbiedener Werte von /3 anfgestellt, womit die ganze Naberungs- 
losung des Problems sicb bedeutend vereinfacbt. 

Dieser Ldsung zufolge stellen sicb die samtlicben innerballistiscben 
Elemente als Funktionen des Parameters y dar. 

Durcb Vergleicbnng mit empiriscben Daten (fiir einen spezieljen 
Wert von /3) bat Heydenreich^^^) dies bestatigt, ancb den Vallier’schen 
Tabellen entsprecbende empiriscbe Tabellen an die Seite gestellt; er 
fand dabei, dass die Vallier’^okm Pormeln die PIdbe des Miindungs- 
gasdrucks nnd die Zeiten zwiscben Maximaldnick nnd Gescbossanstritt 
fiir lange Robre geniigend genau angeben. Die HeydenreicKBQkQTi ans- 
geglicbenen Tabellen nnd zugeborigen Knrven, worin sicb langjabrige 
Beobacbtungen der deutschen ArUUerie-Friifmgslwmmission verdicbtet 
baben, eignen sicb zur einfacben Losnng von innerballistiscben Anf- 
gaben, bei denen es sicb um zablenmassige Soblussresultate bandelt, 
mit einer Grenanigkeitj welebe vorlanfig geniigen mass. 

11. Die Beanspruchnng des Gescliutzes nnd Verwandtes. 

11a. Festigkeit des Rolirs Unter Voranssetzung eines bomo- 
genen und beiderseits offenen HoblcylinderS;, der einem inneren Druck 
p^ kg pro qmm und einem ausseren p^ unterworfen ist, mit innerem 

151) Vgl. besonders Kaiser, p. 103 f., dazii L. BoUmann^ Wien. Ber. 59 
(1869), p. 10; ferner A. Fdppl, Vorlesungen iiber tecliniscbe Mecbanik, Leipzig 
1901, Bd. 3, p. 328; GadoUn, Mitt. ub. Geg. d. Art.- n. Gen.-Wes. 1876, p. 564; 
Moch, Rev, d’art. 28 (1886), p. 48, 147, 256, 369, 553; 29 (1886), p. 25 f.; 30 (1887), 
p. 265; Filloux, Rev. d^ait. 44 (1894), p. 106; JDuguet, Rev. d’art. 10 (1877), 
p. 209; 22 (1883), p. 132f.; 23 (1883), p. 21 f.; 24 (1884), p. 138f.; 26 (1886), 
p. 146, 398; 26 (1886), p. 22; KalaJcoutsM, Rev. d’art. 31 (1887), p. 289 f. u. 
32 (1888), p. 5, 166; P. Laurent, Rev. d’art. 22 (1883), p. 207; 26 (1886), 
p. 147f.; 27(1886), p. 530; 28 (1886), p. 31; 29 (1886), p. 162f.; 44(1894), p.4l2f.; 
45 (1894), p. 60f.; 46 (1895), p. 69; GreenMU, Journ. of Un. St. Art. 4 (1895), 
Nr. 1 (grapbiscbe .Bebandlung) u. A. Brynlc, Projektierung von Gescbiitzrobren, 
Petersburg 1901. Weiteres iiber Pestigkeit der Robre: MayevsM, Arcb. f. Art.- 
u. Ing.-Off. 41 (1857), p. 57 u. 163; Anonymus, Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 
1887, p. 436; numeriscbe Daten von J. F., Arcb. f. Art.- u. Ing.-Off. 1888^ 
p. 263. ti'ber SchrapnelkonstruMion siebe besonders Weigner, Mitt. iib. Geg. d. 
Art.- u. Gen.-Wes. 1896, p. 63, 143, 293 und 1899, p. 18; ferner Be la Llave, 
Sobre nestra artilleria de plaza, Madrid 1892; JResal, J. d. matb. (3) 1 (1876), p. 121; 
Holme, Kriegstecbn. Zeitscbr. 1 (1898), p. 8f.; PaschJcievitsch, Rev. d’art. 8 (1876), 
p. 446 und The resistance of guns to tangential rupture, aus dem Russiscben 
ubersetzt, Washington 1899. 
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erhalt man fiir die 

innen resp. anssen stattfindende Inanspruclmahme resp. in tan- 
gentialer jRiiclitung (innerlialb der Qiierscliiiittsebene)^ oder aucli fiir 
die spezifischen Durclimesserandernngen Ad.:d^ iind ^d^'.d^ folgende 
Ausdriicke, in denen JB wie nblick den Elastizitatsmodul bedeutet: 

Adi:di=:=J.:E= 

Oder bei Vernacblassigung von jp^ gegen p.: 


resp. ansserem Dnrcbmesser resp. d^ (x 


Ad. 

17 


^Pi 2x^+1 
SPJ 'i 


1 ^ 


^ Ja' ^ 3JE(%^ — 1) ~ + ^)i^J 

Oder wieder bei Vernacblassigung von p^ gegen pr. 

^ dg 

~~ ■ 

Sicberbeit gegen bleibende Deformation, mit Riicksiobt aiif die grdsste 
Beansprucbnng der inneren Teile des Kobrs, ist bei einem einfachen 
Epbr nnd dem Gasdruok nacb Winlder dann vorbanden, wenn 

a - d 

Oder aucb nacb G. v. Bach mit Beriicksicbtigung der Axialspanmmg, 
wenn: ^ 


d. 


‘•y^-aT 


'4- 


gewablt wird, wobei J' die grosste zulassige Inansprucbnabme des 
Materials auf Zng ist, — nacb JSlaiser = 8 kg pro 1 qmm fiir ge- 
wobnlicbe Grescbiitzbronze, J' = 30 fiir Nickelstabl. 

Da : /. == 3 : ( 25£2 _j_ 1 )^ so werden die ansseren Scbicbten 
weniger beansprucbt, als die inneren^ eine Vergrosserung der Wand- 
starke iiber ein gewisses Maass binaus (circa 1,5 Kaliber) giebt danacb 
keinen nennenswerten Zuwacbs an Widerstandsf abigkeit mehr. Handelt 
es sicb daber urn grosse Driicke, so werden bei Gescbiitzen leringte 
Robre angewendet. Auf einen ersten Cylinder wird eine zweite Ring- 
lage im warmen Zustand aufgezogen, deren innerer Dnrcbmesser im 
kalten Zustand etwas kleiner ist als der aussere Dnrcbmesser der 
ersten Rmglage; beim Erkalten findet Znsammenziebung statt, und 
anf den inneren Cylinder wird von anssen ein Druck ansgeiibt; durcb 
diesen ansseren Druck wird der erste Cylinder tangential auf Druck 
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beanspruclit, durch den inneren Gasdruck dagegen auf Zng; auf diese 
Weise konnen beide Beansprucbimgen fur eine ganz bestimmte Ring- 
scliiclite, etwa die aussere, sick auflieben. Die Theorie beringter 
Robre (mil dem WertJieim'Bch.e'n. Wert I- fur das Verbaltnis der spe- 
zifiscben Velum- und Langenanderung) bat zuletzt besonders eingebend 
Kaiser durcbgefiibrt. Die diesbeziiglicben Formeln, samt einem durcb- 
gerecbneten Zablenbeispiel, durcb welcbes die Vorteile der Ringkon- 
struktion deutlich bervortreten, moge man in Kaiser's Werk nacb- 
sehen. Dort ist allgemein die Tbeorie der Robre mit n Lagen und 
die damit in Zusammenbang stebende (von Longridge begriindete) 
Tbeorie der SfaMdrahtroJire, sowie die Konstruktion ohne anfanglicbe 
Pressung und die Konstruktion der Schild^a^fen und VerscJdusse be- 
bandelt. 

B^iobeh^^^) bat die Frage aufgeworfen, ob die statiscbe Tbeorie 
der Elastizitat bier nocb anwendbar ist. Er findet durch tbeoretiscbe 
(dynamiscbe) Betracbtungen, dass wenigstens bei nicbt sebr grossen 
Gescbiitzen die bisberige Verwendung der statiscben Tbeorie keinem 
Bedenken unterliegt; im tlbrigen aber sei die dynamiscbe Be- 
ansprucbung grosser als die statiscbe. 

In der Mascbinenbautecbnik ist man anderer Meinung^®®) iiber 
den Einfluss der Zeit auf die Festigkeit, namlich dass bei solcben 
Kraften^ welcbe nur ausserordentlicb kurze Zeit wirken, das Material 
holier belastet werden darf als bei kontinuierlicb wirkenden Kraften, 
weil die Formanderungen sicb in der kurzen Zeit weniger auszubilden 
yermogen. 

Eine experimentelle Beantwortung der Frage aber, in wie weit 
die auf Grund der Elastizitatstbeorie aufgestellten Formeln auch auf 
Krafte anwendbar sind, welcbe nur sehr kur^e Zeit wirken, war bisber 
nicbt mbglicb; wenn z. B. bei Infanteriegewebren yersucbt wurde, die 
kurz dauernde Robrerweiterung beim Scbuss dadurcb zu messen, dass 
urn das Robr ein Bleiring gelegt und dessen innerer Durcbmesser vor- 
und nacbber ermittelt wurde, so stebt zu yermuten, dass bierbei eine 
andere Wirkung als die in Frage stebende gemessen wurde, namlicb 
diejenige der Transyersalscbwingungen des Laufs. 

lib. Ziige, Durcb diese soli, wie scbon oben bemerkt, 

dem Gescboss eine Rotation um die Langsaxe zum Zweck der Stabilitdt 
bei dem Flug durcb die Luft und damit eine erbohte Trefffabigkeit 

152) Mitt. lib. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1900, p. 33. 

153) C. Bach, Elastizitat und Pestigkeit, 3. Aufl., Berlin 1898, p. 129—132. 

154) Vgl. Kaiser, p. 96; dazn Vallier, La corrisp. 1 (1900), p. 408. 
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verlieiieii werdeii, Bilden in der ebenen Abwicklung der innereii 
Seelenoberflacbe die Zngkanten parallele Geraden, so beisst der Drall 
konstant {Brallwinkel d == Winkel zwiscben diesen Geraden und der 
Seelenaxe, BfalUmge = zugeborige Scbraubengaiigsbobe); andernfalls 
veranderlicbj Progressivdrall. 

Da eine l.nderung der RotationsTerbaltnisse den Verlaiif des 
Gasdrucks nnd der Translationsgescbwindigkeit des Gescbosses tbat- 
sacblicb nicbt erbeblicb modifiziert, so kann die Gescbossrotation in 
vielen Fallen nnabbangig fur sicb bebandelt werden. 

Anwendnng konstanten DraUs kann, wenn mit Riicksicbt auf die 
Stabilitat der Drallwinkel bedentend gesteigert werden muss, je nacb 
der Masse des Gescbosses den FTacbteil mit sicb bringen, dass das 
Gescboss anfangs zu stark auf Drehung beanspritcM wird, es kann 
die Sicberbeit der Fiibrung des Gescbosses in den Ziigen leiden. (Ob 
das Gescboss den Ziigen gefolgt ist oder nicbt, lasst sicb an den 
Triimmerstiicken desselben, bezw. bei Infanteriegescbossen durcb Auf- 
fangen im Wasser ziemlicb genau beurteilen.) 

Beim Progressivdrall werden die grossen anfanglichen Leisten- 
driicke vermieden; andererseits werden aber, wie G. Kaiser hervor- 
bebt, dadurcb, dass bei der Bewegung des Gescbosses in der Bobrung 
der Drallwinkel fortwabrend zunimmt, die Gescbossleisten fortwabrend 
verstellt und daber abgescbliffen, wesbalb nur ein einziges und zwar 
moglicbst scbmales Piibrungsband verwendet werden kann. 

Wird Progressivdrall gewahlt, so ist die Gestalt der Drallkurve 
von geringerer Bedeutung, — der paraboliscbe Drall bat den bis- 
berigen Erfordernissen der Praxis gegeniiber ausreicbende Resultate 
gegeben — ; wicbtiger ist die Wabl des ricbtigen Verhdltnisses ^wisclien 
Anfangs- und Enddrallwinlel und 8^ und deren Grosse selbst; 
beide miissen im ricbtigen Verbaltnis gesteigert werden. Die leicbt 
punktweise zu berecbnende Drebbescbleunigung muss in ibrem Yer- 
baltnis zur Translationsbescbleunigung und damit zum Gasdruck so 
bemessen werden, dass nicbt gleichmtig das Gescboss auf Staucbung 
in Folge von Tragbeit und Robrverengung und auf Abwiirgen maximal 
beansprucbt wird. Je scbarfer das Pulver ist, um so kleiner muss 
also der Anfangsdrallwinkel sein, und zwar bat die Erfabrung^®®) 
das Gesetz ergeben: 

di : dg = 2,00 9? — 284b?2 -(- 1,84 7?® 


166) Vgl. JSeydenreich 2, p. 66. Die Versuche, welche dieser Formel zu 
Grunde liegen, sind nicbt veroffentliobt. 
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Oder, wie Heydenreich angiebt, meist aucb geniigend genau 

= 0,21 + 0 , 65 ,, 

WO Tj das Druckverbaltnis (s. o.). Die DrallkurTe ist somit festgelegt, 
weirn dg bestimmt ist; dieses letztere bestimmt sick aus der Bedingung 
der Stahilitdt des Gescbosses in der Luft, wovon in der ausseren Ballistik 
(Nr. 3g) kurz die Rede war. 

Q-egenwartig sind folgende (End-)Dralllangen bezw. -Drallwinkel 
in Debrauch^®®): 



Bei der 
Gescbosslange 


Dralllange 


Oder Drallwinkel 

fiir Kanonen 

12,6 

bis 

2,8 Kal. 

45 

bis 

35 

Kal. 

4 

bis 

5,1 

Grad 

[3,0 

bis 

;; 

35 

bis 

25 

}} 

5,1 

bis 

7,2 


fiir kurze Kano- 

(2,5 

bis 

3,0 „ 

35 

bis 

25 

;; 

5,1 

bis 

7,2 

pp 

nen, Haubitzen 

1 










und Morser* 

14,0 

bis 

5,0 „ 

25 

bis 

15 

}} 

7,2 

bis ; 

Ll,8 


fiir 










Infanteriegewebre 


- 

- 

37,1 

5 bis 

30,4 

p} 

4,8 

bis 

6,0 

pp 


tiber den Widerstand, welcben die Ziige dem (Jescboss da.rbieten, 
baben insbesondere SabudsM und Kaiser eingehende (Naberungs-) 
Berecbnungen angestellt. 

Neben diesem Widerstand kommt nocb der anfdngliche, durcb 
Einpressen des Grescbosses in die Rohrverengung entstebende Wider- 
stand erbeblicb in Betracbt (s. o.), wabrend der Widerstand der Luft 
vor dem Gescboss, die Reibung an der Mantelflacbe des Grescbosses 
und endlicb die Grewicbtskomponente desselben aucb bei grossen Er- 
bebungen nacb Kaiser dagegen zu vernacblassigen sind. 

11c. Rxiebstoss, Inansprucbnabme der Lafette. tiber den Buck- 
stoss und dessen Dampfung und Verwendung, sowie iiber die ver- 
scbiedenen Konstruktionen der Lafetten — Robrriicklauf-, Eeder- 
sporn- etc. Lafetten — vgl. die Litteratur, die in der Aninerkung ge- 
geben ist^®®). 

166) Daruber vgl. Wille, p. .331. 

157) Vgl. Kaiser, p. 406; Sabudsld 2, p. 18 ff.; Besal 2, p. 383. 

158) Vgl. Piobert, Traits d’artillerie, Paris 1859; J. L. Lagrange, Sur la 
force de la poudre (1793), berausgegeben 1832 von Poisson, J. dc. pol. 13 (1832); 
aucb Lagrange, Oeuvres completes 7, p. 603; P. Laurent, Rev. d’art. 23 (1833), 
p. 207 ; ferner 8oclc, Mitt. ub. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1899, p. 83 ; Anonymus, Rev. 
d’art. 23 (1883), p. 57; Ucliard, Rev. d'art. 23 (1883), p. 281; Wostroioslcy (Lafetten- 
tbeorie), Mitt. ub. Geg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1897, p. 609 und 1898, p. 439; PiUz, 
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Betreffs der alteren Lafettenkonstruktionen liat besonders "Poisson 
ausgedehnte Bereclinungen uber den Rilcklauf angestellt, deren Resul- 
tate jedocb bier nicbt Platz finden konnen. Die neueren Lafetten- 
systeme warden am eingebendsten Ton P. Vallier bearbeitet. 

13. MeBsungsapparate imd Messungsmetboden der inneren 

BaUistik^s®). 

13 a, Statiscbe Metboden znr Messnng des Gasdrncks. Dem 
Prinzip nacb einander abnlicb sind das Podman-M-Bmer, der Vchatius- 
Meissel und der Nohldachie Staucbapparat. Bei letzterem wird die 
dnrcb den Grasdruck beim Scbuss bervorgebracbte Staucbung eines 
Staucbkbrpers (Knpfercylinders ) verglicben mit den Zusamnien- 
pressungen, welcbe Stancbkorper von moglicbst derselben Bescbaffen- 
heit bei bestimmter Belastimg iinter einer Hebelpresse (oder bei An- 
wendnng von hydranliscbem Druck oder einem Rammbar, Bunn) er- 
litten baben. 

Vieille verbindet mit dem Stempel, welcber auf den Kupfer- 
zy Under anfgesetzt wird and auf welcben man die Pulvergase direkt 
einwirken lasst^ eine Begistriervorricbtung, mit deren Hilfe die Dauer 
der Staacbang gemessen werden kann. Bei Experimenten mit der 
Yersacbsbombe lasst sicb alsdann aas der Staacbangszeit ein erster 
Ndherungswert fur die Verbrenmmgs 0 eit des Palvers gewinnen. Da 
indes die Verbrennungszeit mit der Staacbangszeit nicbt identiscb ist, 
sondern die Staacbang erst beginnt, wenn einiges Pulver scbon ver- 
brannt ist, also scbon ein bestimmter Drack berrscbt, so mass bei 
diesem Verfabren iiber den ersten Teil der Verbrennungszeit eine 
Hypothese gemacbt werden. Aaf diese Weise sind die Verbrennangs- 
zeiten t erbalten, von denen in 8e die Rede war. 

Die Manooneterwage von Beprez berubt aaf einem abnlicben Ge- 
danken, wie er bei den Redazierventilen Yerwendung findet: Das 
Gescbatzrohr wird mit einem seitlicben Kanal versehen; in diesen 
wird ein Differentialstempel bezw. eine Stablplatte eingesetzt, auf 
welcbe von der einen Seite ber der Gasdrack auf eine kleiiie Flacbc; 

Eev. d’art. 32 (1888), p. 113 und Paris C. E. 80 (1875), p. 295; Vallier, Theorie 
et trac6 des freins bydrauliques, Paris 1900 und Paris C. E. 129 (1899), p. 705; 
B. Kahn, Mitt. rib. G-eg. d. Art.- u. Gen.-Wes. 1902, p. 551. 

169) Maudry, Mitt. rib. Geg. d. Art.-u. Gen.-Wes. 1882, p. 106; 1883, p. 393; 
1885, p. 389 (Velocimeterstudien, n&chSeT)ert und Sugoniot) Krall, ebenda 1888, 
p. 118 der bTotizeu; Dunn, Journ. of Un. St. Art. 7 (1897), p. 1; Mitt. rib. Geg. 
d. Art.- u. Gen.-Wes. 1879, p. 363; Seydenreich 1, p. 16 ft. und Kriegstecbn. 
Zeitscbr. 6 (1901), p. 292; C. Grehore u. G-. 0. Squier, Journ. of Un. St. Art. 5 
(1896), p. 825. 
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von der andern eiii Gregendruck (Federdruck oder kydraulisclier Druck 
Oder Druck komprimierter Luft) auf eine grossere Flacke wirkt; wird 
beim Scbuss die Platte nach aussen gedriickt, so tiberwiegt der Gas- 
druck. Dieses Verfabren wird gleicbzeitig mebrfacb z. B. auf 10 Diffe- 
rentialstempel angewendet^ deren Grosse im Verbaltnis 1:2:3 u. s. w. 
bis 10 verscliieden ist und welcbe in eine gemeinsame Kammer mit 
Pressluft von bekanntem Druck munden; zugleicb registriert ein elek- 
triscber Cbronograpb die Momente, in welcben sich die einzelnen 
Stempel der Reibe nacb in Bewegung setzten; man bat also damit 
den Gasdruck annahernd in Funktion der Zeit. 

13 b. Dynamisclie Metboden zur Messung des Gasdrncks. Nacb 
CavaUi{1^4S>)-Ndble{1^12) wird die Kanone an verscbiedenen Stellen 
angebobrt und werden in die Bobrungen Gewebiiaufe gescbraubt, 
aus welcben durcb den Gasdruck Kugeln gescbossen werden; deren 
Geschwindigkeit wird z. B. mit einem ballistiscben Pendel bestimint. 
Bei jedem Versucb wird nur je eine der Bobrungen offen gelassen. 

Beim Accelerometer von Depreg befindet sicb wiederum seitlicb in 
der Robrwandung ein Kanal, worin sicb ein Kolben leicbt beweglicb 
befindet; dieser Kolben wird durcb den Gasdruck herausgescbossen; 
seine Bewegung wird jedocb nach einer kurzen Strecke gebemmt, 
indem die Energie des Kolbens dazu verwandt wird, eine grosse 
Masse emporzuscbleudern; auf diese Weise kennt man die End- 
gescbwindigkeit des Kolbens und seine Bescbleunigung und folglicb 
die bescbleunigende Kraft, den Gasdruck. Dieses Verfabren lasst 
sich auf verscbiedene Stellen des Rohrs gleicbzeitig anwenden. Der 
Accelerograph von DepreB unterscbeidet sicb von dem eben bescbriebenen 
Apparat nur dadurcb, dass die Bewegung des Kolbens nicbt sofort ge- 
hemmt, sondern mittelst berusster Platte auf einer Strecke von 4 — 5 cm 
registriert wird. (Neuere Modifikationen bei Mata und Holden) 

Krall scblagt vor, die Bewegung des Gescbosses dnrcb den Lauf 
mittelst einer pbotograpbiscben Platte zu registrieren, welcbe im Ge- 
schoss selbst angebracbt ist und auf welcbe von vorn durcb ein kleines 
Loch Licit fallt. 

Sebert konstruierte eine abnlicbe Yorricbtung, wobei jedocb die 
Registrierung nicbt pbotograpbiscb, sondern mecbaniscb erfolgt: inner- 
balb des Gescbosses wird ein Stablstab von quadratiscbem Querscbnitt 
entlang der Gescbossaxe angebracbt; dieser Stab bildet die Fiibrung 
fiir einen Laufer, der eine Stimmgabel mit Spitzen tragt. Infolge 
der Tragheit des Laufers wird bei der Bewegung des Gescbosses 
durcb das Rohr der Laufer samt der Stimmgabel auf dem Stab nacb 
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hinten gleiten, wobei die Stimmgabel — welcbe vorber durcb einen 
Keil gespannt worden war ■ — ■ scbwingt und auf dein einseitig be- 
russtea Stab eine Kurve zeicbnet. Aucb das Bmdrmgen des Grescbosses 
in Erde u. s. w. soli auf diese Weise — durcb das Vorgeben des 
Laufers — registriert werdea. 

Beim Chronograph von Noth ist das Robr an einer Reibe von 
Stellen angebobrt and durcb diese Bobruagea sind Drabte gasdicbt 
eingefubrt. Das Greschoss bewirkt bei seinem Durcbgaag durcb das 
Rohr der Reibe aacb das Offaea von ebenso vielea elektriscben Stroai- 
kreisea, als Bobruagea Torbandea siad; das Offnen dieser Strome, 
welcbe in primaren Spulen you Induktioasapparatea flossea, bringt 
das Auftretea voa Induktioasstromea ia dea sekuadarea Spulea uad 
damit von Induktioiisfunken lait sicb, welcb letztere auf rotierendea 
berussten Scbeibea Markea erzeugea. So erbalt man die Grescboss- 
wege im Robr ia Fuaktioa der Zeit uad daraus die G-escbwindig- 
keitea, Bescbleuniguagea uad Gasdriicke. 

C. Crehore uad 0. Squier vermeiden das Aabobren des Robrs da- 
durcbj dass sie am Gescboss eiae laage Holzstaage axial befestigea, 
welcbe aus dem geladeaen Robr berausragt mid eiae Reibe von 
Metallringea besitzt; bei der Vorwartsbeweguag des Gescbosses and 
damit der Stange scbleifea auf dieser zwei Scbleiffedern, wodurcb eia 
elektriscber Strom abwecbselad gescblossen uad unterbrocbea wird. 
Zur photograpbiscbea Eixieruag der Gescbosswege in Fuaktioa der 
Zeit wird dasselbe Verfahrea verwendet, welches aucb fxir die Flug- 
zeitenbestimmung bei Gescbossen ausserbalb des Robrs dieat uad bei 
welcbem uater aaderem (s. o.) die Drebuag der Polarisationsebeae des 
Licbts im Magaetfeld beautzt ist (^polarizing pboto-cbroaograpb“). 

Der BiicMaufmesser von Sehert. Das rucklaufeade Geschiitz (bezw. 
Gewebr) aimmt eia Stablbaad mit, auf diesem Band, welches berusst 
wurde^ zeicbnet eiae elektromagnetiscb angetriebene Stimmgabel ibre 
Kurven. Neuerdiags ist das Robr auf eiuem Scblitten befestigt, mit 
welcbem zusammea das Robr obae erbeblicbe Reibung in einer Fiib- 
ruag beim Sebuss riickwarts gleitet, wabrend das Gescboss durcb das 
Robr aacb vora gebt. Eiae scbwingeade Stimmgabel^ welcbe mit 
dem Robr fest verbunden ist, scbreibt auf einer berussten oder mit 
einer diiaaea Kupfersebicbt galvaaiscb uberzogenen and am Uater- 
gestell befestigtea Messiagplatte bei ibrem Zuriickgebea ibre Scbwin- 
gungen auf. Aus den erbalteaen Kurven werdea die Wege uad damit 
die Gescbwiadigkeiten uad Bescbleuniguagea des Robrs in Fuaktioa 
der Zeit eatnommen, uad bieraus die entsprecbeaden Grdssea fiir das 
Gescboss berechaet. 
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Ziir Zeit wird Yorzugsweise die StauchvorricMung, der Uchatius- 
meissel und der jRo(?maw-Apparat und bei wissenscliaftlieben Unter- 
sucbungen der BucMaufmesser zur Bestimmung der Grasdrucke benutzt. 

13 c. Kritische Bemerkung iiber Messung des Gasdrucks. Eine 
Kritik der ersteren^ iiberbaupt der auf statiscben Prinzipien be- 
rubenden Grasdruckmesser, baben insbesondere Sarrm, Vieille, Sebert, 
Hugoniot, Hojel, v. Wuich, W. Wolff gegeben^®®). Die Staucbyorricbtung 
(ebenso das Rodmanmesser und der Ucbatiusmeissel) liefern bei den 
gebraucblicben Messmetboden des bocbsten Q-asdruckes, wie es scbeint, 
durcbweg etwas zu Ueine Werte dieses Grasdruckes. Der Einfluss der 
Zeitdauer der Druckwirkung auf die Girosse der Staucbung ist ein 
betracbtlicber; je langer bei einem bestimmten Druek die Belastung 
unter der Hebelpresse wabrte, urn so grosser ergab sicb das Mass 
der Staucbung; bei boben Drucken (ca. 2000 Atm.) trat erst nacb 
langerer Belastungsdauer ein Stillstand ein. Wegen der bieraus folgen- 
den XJngleicbmassigkeiten wird in Deutschland gegenwartig eine Be- 
lastungszeit yon 30 Sekunden als normal angeseben. Nun aber wirkt 
beim Scbuss der zu bestimmende Maximaldruck nur einen Brucbteil einer 
Sekunde lang und kann daber wobl nicbt die gleicbe Wirkung der 
Staucbung beryorbringen, wie wenn derselbe Maximaldruck 30 Sekunden 
lang gleicbmassig gedauert batte. Wenn also aus gleicben Staucbungen 
auf gleicbe Krafte gescblossen wird, so wird ein Febler begangen; der 
Gasdruck wird yoraussicbtlicb m Mein bemessen. 

Eine andere Peblerquelle kdmite daraus entsteben, dass dem 
Stempel, welcber auf den Kupferzylinder aufgesetzt wird und diesen 
zusammendriickt, durcb den Gasdruck beim Scbuss eine gewisse leben- 
dige Kraft erteilt wird. Hierdurcb allein konnte die Staucbung yer- 
grossert werden; es konnte die Staucbung m grosse Werte des Gas- 
druckes anzeigen. v. Wuich bat insbesondere diese Peblerquelle 
recbneriscb bebandelt und E. Sarrau glaubt gefunden zu baben, dass 
dieselbe bis zu Drucken yon 4500 Atm. zu yernacblassigen ist. 

Man ist zur Zeit bemiibt, die Grosse der yerscbiedenen Pebler, 
einscbliesslicb des aus der Reibung des Stempels entspringenden, zu 
ermitteln und fur die Beniitzung des Staucbapparats Korrektionstabellen 
aulzustellen. 

Aucb der BucMaufmesser ist nocb mancber Verbesserung bediirftig 


160) tiber die Kritik der statiscben Druckmesser vgl. besonders Sarrau u. 
Vieille, Paris C. R. 95 (1882), p. 26, 130, 180; v. Wuich, Mitt. iib. Geg. d. Art.- u. 
Clen.-Wes. 1896, p. 1 und Vieille, Memor. des poudr. et salp. 1882, p. 356 und 
Paris C. R. 112 ('1891'). u. 1052: IF. WoW. Krieerstecbn. Zeitschr. 6 flOOS), p. 1. 


278 IV 18. G.Cram. Ballistik. 

und, wie es seheint, fahig; die Bereciinungen, welche angestellt zu 
werden pflegen, um aus der Eucklaufbewegung des Rolirs die Gre- 
scliwindigkeiten und Beschleunigungen des Greschosses iind damit die 
Gasdrucke zu ermitteln, sind keineswegs einwandfrei. 

12d. Andere Messungsapparate und Messungsmetlioden. Von 
den zaklreichen zur Prtifung Ton Explosivstoffen dienenden Bprouvetten 
und Brisanzmessern Terschiedenster Art, ebenso von den fiir die Be- 
stimmung der speziellen Bulverkonstanten verwandten Hiilfsmitteln sei 
Mer nicht iveiter die Rede. Piir die Messung des Rticklaufs von Scbuss- 
■waffen, fiir die Beurteilung der Gasabdicbtung von Gewekrlaufen, 
soTVOkl nacb vorn zwiscLen Gesckoss und Lauf, als aucbi nach. binten 
zwiscben Hiilse und Verscbluss etc. gewiimen die Metbodeii der elek- 
triscben Momentpliotograpliie immer mehr Bedeutung. 

ScWusswort. 

In dem vorliegenden Referat ist uberall darauf aufmerksam ge- 
macM, dass in der ausseren wie in der inneren Ballistik das syste- 
matisclie Experiment mit ricbtiger Beurteilung der Pebler eine viel 
grossere Rolle spielen muss, als man ibm in friilieren Dezennien bei- 
mass. Diese Erkenntnis bat sicb bistoriscb erst allmablicb beraus- 
gebildet und ist vielleicbt aucb jetzt nocb nicbt uberall durcbgedrungen. 

Ein cbarakteristiscbes Beispiel fiir diesen Entwickelungsgang bietet 
die Gescbicbte der Ballistik in der paraboliscben Tbeorie der Gescboss- 
flugbabn. Gegen das Ende des 17. und Anfangs des 18. Jabrhunderts 
findet sicb diese Tbeorie fiir die Gescbossbewegung in der Luft fast all- 
gemein angenommen; in der Gescbicbte der franzosiscben Akademie der 
Wissenscbaften^®^) vom Jabre 1707 best man sogar, nacb Aufzablung der 
Werke der verscbiedenen Matbematiker, welcbe sicb mit der Bewegung 
der Gescbosse bescbaftigten, folgende Worte: „I1 ne parait pas que 
Ton ait presentement rien a desirer sur la pratique de cet art (de 
lancer les bombes). PeutMre seulement pourrait-on encore perfectionner 
I’instrument qui sert a pointer la piece ou le mortier. Mais la geo- 
metrie etant quiUe, pour ainsi dire, envers la pratique, est en droit 
de pousser plus loin la speculation et de donner quelque chose a la 
simple curiosite quand Vutilite est satisfaite.“ Blondel und Belidor 
versucbten die Einwande, welcbe gegen die Hypotbese der parabo- 
liscben Tbeorie im widerstebenden Mittel erboben wurden, zu wider- 
legen. Der letztere bebauptete sogar, Versucbe angestellt zu baben, 

161) Paris, Hist, de I’Acad. 1707, p. 123; vgl. aucb St. Eobert 1, p. 148 und 
IM. Johns. Gescbicbte der Kries'S'wiHSftTiHcba.ftp.ri MiinrliPTi n laaa 
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weiciie (liese Einwande (3iitkrafteteiL In Walirkeit ist dies daniit 
7>ii erklaren, (kiss man (li(3 nnbekanute Anfangsgescliwindigkeit des 
GeBcliosses sms der .Beobachtimg der Schussweite diu*cli Reclinuiig 
ableitetc, woboi sicb natiirlieb keineswegs die wabre Aiifangsgescbwin- 
digkoiii crgab; iiibrie man alsdatm di('sen Weri der Anfangsgesckwin- 
digkeii. in die (tleieliung fiir die fkn-abid (‘in, so (irbielt man eine 
Lini(‘, wfdcin* bei (kmiscdben Abgangswinkt‘1 von d(3r wirklicben Flug- 
bahn vurn Anlangspimkt inn znm Endpnnkt. ('ingeBclilosstm %var, da- 
7 , wischen aber nieht un(uindili<‘l» vt>n ihr abweiclien konnt(‘, was man 
nieht waiter in lFberI(‘gung 7.og. 

T)h8h (lie (Tbm'einHtIrnmung dor Selji(iKHr(‘Rultat(3 mit dmi Ibisub- 
taten dfn* lieiduuuig unr dann ein Beweis fiir die Ritditigkeit der 
'Tlmoriti sein kumi, wemn die Konstanttm imabMntjig von den Foiineln 
einer Theorie ermittelfc sind, ist jefczt, zwar fast allgemfaiii erkannt; alkin 
nodh immer wird z. B. di(j eigentlitdif; MiindnngBgcJscbwindigkeit des 
Besebn8Sf‘H dureli liedtiktioii dtn* (entlang (din'r grrt.sserett Luffcstreoke) 
gemessenen G(JHch()HHges(5bwindigkeit auf diii Mlindung mittcdat R-ecb- 
ining erbalten, imd wcnalen insbciHombjrij Ijuftwiderstandskm’ifizitmten 
nnd „I''ormworl;(‘F von (leHcboHsmi dnreJi (:fi(n(dning(m dossed hen Rech- 
nnngssysi.eniH iioHiinmit, wolelioH wivitnrbin zur Bcnajchnung dor S(jbnss- 
W(‘i{;(‘, dor Flnghahn, d(‘r (b'scdiosHgesobwindigkcdt an lj(di(3bigor Stolle, 
d(‘r I’lngzoit, dvs Aurfailswinkels V(>rw(mdoi wird n. s. w. Bei der 
Kont.rolle eim'r diheorio dnroli Hogonannte oinpirisoin' Daton ist daher 
Vorsiohi notwendig. 

Das Ziel einer ( Vinadnigtoii ininn'cn und anssonm) Ballistik wiirde 
Boin, (lass, niudi Angabo dor KoiiHianbrn df'S flo.s(diiifcz(‘S oder Oewobrs, 
de;-; Uc,sohfms(*.s nnd d(‘H IkdvnrH, Howi(( dor inobjorologisduni Elfimont(‘, 
die bag(s Btollung nnd Cb^Hchwindigkoit des {.b^sohoKHC's naoh GrossfS! 
nnd biohtung fiir irgtmd (*ino Z(‘it, obmiBo di(! (frosse dos (las 
drnckH n. s. w. bis anf (‘inon wabrKtdndnliolHm Efdiksr vora.nHbor(}cdinot 
wordf‘ii kiinnfu*, w(do.her kloin<*r als der fiir irgcnid oine praktisedie 
Vi‘rweiuinng znrassigo wahrsodndnlifiln? B('ol mehtnngabdibn' ist. Dimmi 
Zid irirtl sidi die litiUidik^ wi(^ wir wiecbn'hob'n , vrrnmflich mn m 
hidir niihtniiy jr nidtr die [hdermchmif/smdJukin}, uuidin dip AMrommiip 
in drr Hdduwjsrrphnnug nnippudd, naphtjpakmi ivprdtm, je ntdir also dip 
IMinunij siph mit drr mp.nmidpn Ikohaddung vprlmidpf. Dalxii scheinfc 
os, class vorliintig die* lotztoro di(5 filbr(‘ndo Hollo zn iiberiielinien babe. 
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Vorbeiiaerkting. Der Yorliegende Artikel bekandelt die Ent- 
steliimg -and Eortpflanzung „endliclier Storungen" in bliissigkeiten^ 
insofem dieselben strengen analytiscben Metboden zugangiich sind. Es 
sind dies Unstetigkeiten in der Geschwindigkeit und Dicbte bez,w. den 
Besckleunigungen erster oder boherer Ordnung, die auf gewissen sicb 
in der Fltissigkeit fortbewegenden Flacben liegen. Hierbei werden 
aber bauptsacblicb nur solcbe Erscbeinungen (Wellenbewegung in 
Gasen) in Betracbt gezogen, bei welcben die Bewegnng der Oberfliicbe des 
Mediums vorgescbrieben ist. Die Unstetigkeiten in Fliissigkeiten mit 
„freier Oberflacbe" wo also der Druck auf einem Teile der Ober- 
flacbe vorgescbrieben ist (die unstetigen Erscbeinungen bei Flutwellen, 
„bore" und „mascaret‘^^b Wasserspriinge), sowie die ganze Er- 
scbeinung der Turbulenz des Wassers bildeten bis jetzt den Gegeii- 
stand meistens nur empiriscber Untersucbungen und kommen dalier 
in dem nacbsten Artikel fiber Hydraulik (IV 20^ FovchheiMeT^ zur 
Bebandlung. Ebenso sei beziiglicb der tecbniscben Anwendungen un- 
stetiger Erscbeinungen (bydrauliscber Widder) auf denselben Artikel, 
sowie aucb auf IV 21 (Qruhler) verwiesen. 

Insofern selbst bei beliebig kleiner Zabigkeit — die in den ersten 
Nrn. 1 13 geradezu Null gesetzt wird — der Flussigkeit die Reibiings- 

krafte bei den endlicben GeschwindigheitsuniQx&G\m^m zwischen den 
Nacbbargebieten (den sog. Stosswelleiz) endlicb bleiben und so Anlass 
zur Erzeugung von Eeibungswarme geben, ist die Bebandlung der 
Stosswellen obne Riicksiobt auf die Tbermodynamik nicbt moglicb, 
sodass bier das Yorliegende Referat mit den entsprecbenden Referaten 
Yon Bd. V (Tbermodynamik von G.K Bryan, und Tecbniscber Warme- 
tbeorie von TV. ScJiroter und L. Brandtl) in Beziebung tritt. 

Dem Yorwiegend pbysikaliscben Interesse, das die Stosswellen 
bieten, stebt das besondere matbematiscbe Interesse der Bescbleunigungs- 
wellen gegeniiber, da diese in engen Zusammenbang mit der Cbarakte- 
ristikentbeorie der partiellen Differentialgleicbungen zweiter Ordnung 
und den sog. Randwertaufgaben bei diesen Gleicbungen treten (vgl. 
bier II A 5, E. v. Weber und II A 7 c, A. Sommerfeld). Flierauf wird 
im Yorliegenden Referate im besonderen im Falle der eindimensio- 
nalen unstetigen Gasbewegung eingegangen (Nr. 6 und 7). Vorab 
stebt die Entwickelung der sog. Kompatibilitatsbedingungen, die aus 
analytiscben- Gr unden fiir die verscbiedenen Unstetigkeiten gemeinsam 
gefiibrt wird. 


1) G^. H. Banoin, The tides and kindred phenomena in the solar system 
London 1890; dentsch von A. Pockels, Leipzig 1902, p. 61 ff. 
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1 . liber die Moglicbkeit unstetiger Bewegungen in kompressiblen 
idealen Bliissigkeiten^). Es sei in einer gegebenen, ausseren korjper- 
liclien Kraften unterworfenen Gasmasse der Anfangszustaiid (die 
Gescbwindigkeitskomponenten u, v, w und die Dickte q als Funk- 
tionen von x, y, z zur Zeit t = 0) gegeben; das Gas soli sich inner- 
balb eines Gefasses bewegen, dessen Form sicb mit der Zeit in be- 
kannter Weise andern kann, dann ist die Bewegung des Gases durcb. 
folgende Gleicbungen gegeben®): 

S u ^ ^ y i y 1 dp 

St~^ J8x’ Jt 

dq I d{qu) I d{QV) , dipw) ^ 

dt'^ dx ^ dy ds ~ 

(2) P == 

nnd an der Oberflacbe: 



( 3 ) 


fix, y, t)^0. 


Gleicbnng (2) ist die von der Beschaffenbeit des Gases abbangige 
Zustandsgleicbimg; (p und f sind gegebene Punktionen ibrer Argiiin elite. 

Da ii,, V, w und p fdr ^ = 0 bekannt, so sind durcb die Glei- 
cbungen (1) aucb die Werte von ^ ^ festgelegt; 

diese miissen an der Oberflacbe aber aucb die kinematiscbe Be- 
dingung befriedigen^ welcbe aus Gleicbung (3) durcb zweimalige 
Differentiation nacb t bervorgebt: 


( 4 ) 


df 8u .df Sv I 

"T ay w + 


df 8w 

dz ()'t 


V, w, X, y, z, t), 


d. b. es wird zur Zeit ^ = 0 an der Oberflacbe durcb (4) aucb die 
ISTormalkomponente der Bescbleunigung gegeben. Diese wird im all- 
gem einen nun nicbt mit dem aus der Gleicbung (1) gewonnenen 
Werte ubereinstimmen, da man offenbar sowobl den Anfangszustand 
als aucb die Bewegung der Gefasswande unabbangig von einander ganz 
beliebig festsetzen kann. Es widerspricbt daber im allgemeinen Glei- 


cbung (1) der Gleicbung (3), d. b. es konnen 


8u Sv dw 

Ji’ Jt’ It 


nicbt als 


stetige Funktionen von x, y, z, t so bestimmt werden, dass die Glei- 
cbungen (1), (2) und (3) befriedigt werden, vielmebr erleiden sie bei 
^ = 0 an der Oberflacbe einen Sprung. 


2) So lange die Zustandggleichung der PKissigkeit niclit spezialisiert wird, 
gelten die folgenden AuseinandersetzungeD. fiir beliebige ideale, kompressible 
Fliissigkeiten; der Kiirze balber werden wir jedocb von „Gasen“ sprechen. 

3) Vgl. IV 15, Nr. 8 {A. E. H. Love), p. 6.3 Formel (1); s. daselbst aucb die 
Erklarung der Bezeichnungen. 
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Wiirde zufallig der Anfangszustand so gegeben sein, dass an der 
Oberflaclie ^ zwar keinen Sprung erleiden, so ware ein 

solcber in den imnier nocli moglicb; die letzteren konnen 

namlich einerseits anf Grund des gegebenen Anfangsznstandes aus den 
nacb t differentiierten Gleichnngen (1) berecbnet werden, miissen 
aber aucb die nacb t differentiierte Gleicbung (4) befriedigen. Ebenso 
kann bei zufallig gewabltem Anfangszustand eine Bescbleunigung 
nock boberer Ordnung unstetig werden; eine Losung, deren samtlicbe 
Ableitungen nacb t stetig sind, giebt es iin allgemeinen nicbt. 

Befindet sicb zur Zeit t = 0 die Unstetigkeit der Bescbleunigungs- 
komponenten an der Oberflacbe des Gases, so werden im Verlaufe 
der Zeit im allgemeinen andere Teilcben mit Unstetigkeit bebaftet 
sein; diese Ortsanderimg der Unstetigkeit mit der Zeit wird die „Fort- 
pflanzung“ derselben genannt. 

Werden also im allgemeinen selbst bei stetigen Anfangs- uiid 
Randbedingungen scbon Unstetigkeiten in einem Gase entstehen, so 
gescbiebt dies um so mebr, wenn die Anfangs- oder Randbedingungen 
selbst unstetig sind. Dies fiibrt zur Bebandlung von unstetigen Be- 
wegungen, bei welcben bereits in den Gescbwindigkeitskomponenten 
und in der Dicbte Unstetigkeiten auftreten, fiir die also die Glei- 
cbungen (1) selbst nicbt mebr gelten. Biemann bat sogar bewiesen, 
dass solcbe Unstetigkeiten (Stosswellen) aucb aus ganz stetigen Anfangs- 
und Grenzbedingungen entsteben konnen^) (vgl. unten Nr. (>). 

3. Die identisclien Bedingnngen und die kinematiscben Kom- 
patibilitatsbedingungen. Wir stellen nun zunacbst die Bedingungen 
auf, die aus der Forderung entsteben, dass die Unstetigkeiten im Ver- 
lanfe der Bewegung stets auf Flacben verteilt sein sollen. 

Wir bezeicbnen mit oc, y, 0 die Eoordinaten eines Flussigkeits- 
teilcbens zur Zeit t, das durcb die iupran^e’scben Parameter cbarak- 
terisiert ist®), und mit 

^ (a, h, c, /) = 0 

4) Uber die Fortpflanzung ebener Luftwelleu von endlicbev Sohwingungs- 
weite: Gott. Abhndl. (math. Klasse) 8 (1860), p. 43==Werke, Leipzig 1876, p. 144 
(Lnftwellen). Die Moglichkeit, dass die Dicbte eine Unstetigkeit erleiden kanii, 
wurde scbon von G. G. Stokes bemerkt, jedocb nicbt weiter ausgefilbrt (Phil. 
Mag. 33 (1848) = Math, and Pbys. Papers 2, p. 51); 8 . EarnsJmv (London, Phil. 
Trans. 150 (1860), p. 133) findet dasselbe Eesultat. 

5) Es empfieblt sicb, die Bedeutung der Parameter nicbt zu spezialisieren, 
da im Palle, wo Unstetigkeiten auftreten, a, b, c nur fur einen Teil des Gases 
die Anfanffswerte von os, v, z bedeuten. 
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im Raume a, h, c die Flaclie 0 , auf der die eventuellen Unstetig- 
keiten in den Ableitungen von x, y, 8 nacli a, h, c, t sich. zu jeder 
Zeit t befinden nnd zwar sollen diese Ableitungen beim Durcksetzen 
der Flaclie 6 endlicbe Spriinge erleiden, wabrend, v?enn wir uns mit 
a, b, c beliebig nabe zur Flacbe be-wegen, alles stetig imd differentiier- 
bar variieren soil. Die Flacbe 0 teilt daber in jedem Augenblicbe 
den Raum a, b, c m zwei Teile, welcbe wir durcb die Ziffern 1 und 
2 unterscbeiden wollen; besitzt eine Grrosse SI verscbiedene Grrenz- 
werte, falls wir uns iiber den Teil 1 oder iiber 2 zu demselben 
Punkte der Flacbe 0 nabern, so seien diese Grrenzwerte mit nnd 
^^2 bezeicbnet und nacb E. B. Ghristoffel der Sprung 
mit [/i] bezeicbnet. 

ist die erste unstetige Ableitung einer der Funktionen x, y, 8 won 
der Ordnung, so sagt man, die Unstetigkeit selbst sei Ordnung. 

Die Forderung nun, dass die TJnstetigkeiten in emem bestimmten 
Augenblick auf einer soloben Flacbe 0 liegen, giebt — in der Ans- 
drucksweise von J. Hadamard'^) — die identiscJien Bedingungen. 

Unstetigkeiten milter Ordnung scbliessen wir aus, da dies die 
Spaltung des Masseiipunktes, welcber durcb die Parameter a, h, c 
festgelegt ist, bedeuten wiirde. 

Bei Unstetigkeiten erster Ordnung erbalt man so fiir die Spriinge 
der Differentialquotienten von x, y, 8 nacb a, b, c 



wo cc, (5, y die Ricbtungskosinus der Normalen der b lacbe (a, b, c) 0 
sind und Vq drei Proportionalitatsfaktoren bedeuten, die als 

Komponenten eines Vektor betrachtet werden koimen«). Dazu 
treten die Spriinge der drei Gescliwindigkeitskomponenten 


(B) 

wo ii, gi, Vi als Komponenten eines neuen Vektors gedentet 
werden konneii, so dass die Spriinge der 12 Differentialquotienten 


6) Ann, di mat. (2) 8 (1877), p. 94. 

7) Leoons, p. 81. . , . ■ d j. 

8) KacUmard, L 69 ons, p. 88. 8 bedentet Differentiation im System 


der nn- 
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von cc, y, 0 nach. a, h, c und t in. jedem Pimkte der gegebenen TJn- 
stetigkeitsflache durch zwei Vektoren bestimmt sind. 

Bei Unstetigkeiten JioJierer Ordnung unterscheiden wir die Ab- 
leitungen nacb ibrem Lidex, d. In. nacb. ibrer Ordnung in 
Es gelten ganz allgemein die Beziebungen^°): 


( 7 ) 


== 

= Vj^aP^^y'^ 

_j_ _j_ y 7i; = 0, 1, 2, . . . , n). 


/ 

1 — 

8 

<0 

1 ... 




r < 5 ” 2 / 1 








Samtlicbe Ableitungen desselben Index I sind biernacb darcb einen 

Vektor Vjt) bestimmt; die Spriinge der Difleren- 

rentialquotienten Ordnung von x, y, s werden daber durcb n + 1 
Yektoren bestimmt. 

Die Tveitere Porderiing nun, dass die Unstetigkeit, welcbe in eineni 
gewissen Augenblicke t sicb anf einer bestimmten Plaohe befindet, 
aucb in den ndchsten Augenblicken sicb auf einer Placbe befinden 
soil, dass sicb also die Unstetigkeit im Yerlaufe der Zeit „nicbt 
auflose^ ergiebt zwiscben den Spriingen der Differentialquotienten 
von Xf ?/, ^ nacb a, h, c, und den Spriingen der Gescbwindigkeiten 
bezw. Bescbleunigungen die sogenannten Unematischen KompatMitcits- 
bedingungen^^): 

Es muss namlicb zwiscben je zwei Vektoren und fiir 
h — 1, 2, . . . , n die Beziebung 

( 8 ) 

besteben, wo 


9) Hadmiard, Lefons, p. 87. 

10) Hadamard, Lemons, p. 96; fur Unstetigkeiten zweiter Ordnung scbon 
bei H. Hugoniot, Paris C. R. 101 (1885), p. 1118 und 1229. 

11) Fur Unstetigkeiten erster Ordnung -wurden die kinematischen Eompati- 
bilitatsbedingungen von JE. B. Christoffel (Ann. di mat. (2) 8 (1877), p. 82, 95 
u. 199) angegeben, der sie „pboronomische“ Bedingungen nennt. JS. Hugoniot 
(Paris C. R. 181 (1885)^ p. 794, 1118, 1229) bat die kinematiscben Bedingungen 
zuerst fiir Unstetigkeiten zweiter Ordnung aufgestellt. Oanz allgemein fin den 
sie sicb bei Hadamard (Lemons, p. 108). S. aucb P.Appell, Traite de mdcanique 
rationelle, 3, p. 297 und G. 0. SousloVy Moskau, Matb. Sammlung (russiscb) 24 
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d = 


8 'll) 

It 


1 / /d tp\ ® I / 8 'jp\ ^ . /8 t/)\ ^ 

V \da/ \8b) ' \dc j 


die Fortpflanzimgsgescliwindigkeit der XJnstetigkeit im Eaume a, b, c 
bedeutet (vgl. Nr. 4), d. b. also alle Yektoren sind 

gleick- oder entgegengesetzt gericbtet und das Verbaltnis eines jeden 
zu dem Yorliergebenden ist gleick der negativ genommenen Fortpflan- 
zungsgesck'windigkeit der Unstetigkeit. 

Zusammen koniien die identiscken Bedingungen mit den kine- 
matiscken Kompatibilitatsbedingungen durck folgende symbokscke 
Grleickungen dargestellt werden: 


( 8 ) 


[ ([^] <20 + [^] <*» + [^] dc + [-^] dt)’ ® 

= lQ{ada + ydc — 6dty, 

([^] + [-s] ^*)' y 

— ^^iada + + ydc — ddty^ 

= v(ada + ^dh + ydc — Odty^ , 


welcke identisck in da, db, dc, dt erfiillt sein mussen. 

P. Buhem^^) stellt sick nock die Aufgabe, die Fortpflanzungs- 
gesckwindigkeit einer Unstetigkeit Ordnung durck die Spriinge 
der unstetigen Elemente auszudriicken. Es sei TJ eine solcke in ikren 
Ableitungen Ordnung unstetige Funktion von a, b, c, t, dann ist, 
wenn [P] = F gesetzt wird, 


fur n — 1 

(10) ^ lUaj + U&j ^ \8e) i \8t) ’ 

fiir n — 2 

dW 


d^AV = 


8t^ 


fiir n = 21c 


d^’‘A,V 


8^^V 
8t^^ . 


(11) 

(12) 

WO die 7c-mal angewandte Operation A bedeutet; endlick 
fiir n — 21c 1 


(13) 


02(2/t+l) 




8 a 


- + 


81 


8g 


j 




8t 


Sh+t j ‘ 
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Die Dormel (11) findet sicli bereits bei Eugoniof^^). Die Ausdrilcke 
fiir 6 sind gegenuber Drebung der Koordinatenaxen invariant. 

3. Die dynamiscben Kompatibilitatsbedingungen. Wir stellen 
den Pall der Unstetigkeiten in den Grescbwindigkeitskomponenten und 
der Dicbte (Unstetigkeiten erster Ordnuiig) voran. Um bier diejeuigen 
Funktionen p, p, v, w auszn-wahlen, denen eine pliysikaliscbe Be- 
deutung zugescbrieben werden kann, greifen wir zu den Prinzipien 
der Mecbanik znriick nnd fordern, dass diese im ganzen Gase iiberall 
ancb an den Unstetigkeitsstellen erfiillt sein sollen; auf Grnnd dieser 
Prinzipien folgen daim fiir die stetigen Steben die gewohnlicben Diffe- 
rentialgleicbiingenj wabrend fiir die Unstetigkeitsstellen andere, so- 
genannte dynamische Kompatibilitatsbedingungen besteben mtissen. 

K. JDuJiem^^) macbte den Versucb, die Bewegungsgleicbnngen imd 
die Kompatibilitatsbedingungen aus dem E Alembert' schen Prinzip ab- 
zuleiten, seine Beweisfiibriing ist jedocb nicbt einwandsfrei, aucb 
bekommt er niebt die dynamiscben Kompatibilitatsbedingungen. In 
den „Recbercbes'^ benutzt er daber zur Aufstellung derselben eine be- 
sondere Form des E Aleinberf scheu Prinzips, in welcber er fiir den 
Pall, dass die Gescbwindigkeit wabrend des Zeitelementes dt eine 
endlicbe Anderung Mg — ~ erleidet, an Stelle der 

Bescbleunigungskomponenten die (unendlicben) Grossen 

— w.^ 

dt ’ dt ^ di 

setzt. 

Das Problem kann mit Hiilfe des Eamilton' ^(AiQia. Prinzips der statio- 
naren Wirkuiig obne besondere weitere Hypotbesen gelost werden ^®) : 

Es sei gleicb ein beliebiges elastisches Medium gegeben; TJ{x, y, z) 
sei das Potential der in x, y, 8 auf die Volumeneinbeit wirkenden 
ausseren Krafte und TU die ,,innere Energie der Volumeneinbeit''^ oder 
jjinnere Energiedicbte^^l sie wird eine von der pbysikaliscben Be- 
scbaffenbeit des elastiscben Korpers abbangige, gegebene Funktion 
der 9 Grossen: 

8x Sx dx §y 

da^ db^ dc’ da’'" ’ Kc‘ 

Das Eamilton'^Qh.& Prinzip der stationaren Wirkung bei gegebener 
Oberflacbe kann dann so formuliert werden: 

Es soil die erste Variation des Integrals 

13) Paris C. R. 101 (1886), p. 794. 

14) Cours (1891), p. 60—98. 

15) 1. s&*. (1903), p. 75. 

1 fr A/Tq+Fi /h o 


3. Die dynamischen Kompatibilitatsbedingungen. 
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k 

(t { (tI) + (H) + 

verscliwinden, wenn x, y, 0 als Funktionen von a, h, c, t so variiert 
werden, dass ihre Werte fiir t == und t = unverandert bleiben 
und fiir die Oberflacbe 

^ {a, b, c) = 0 

die Gleicbung (3) 

f{x, y, s,t) = Q 
zu jeder Zeit t erfiillt sein soli. 

An Stelle von gdxdyd^ kann Q^dadbdc gesobrieben werden 
(Kontinnitatsgleiclinng) und J wird in ein Integral nacb a, b, c, t 
iibergelien. ist bier eine gegebene Funktion von a, b, c, welcbe 
wieder im allgemeinen nicbt den Anfangswert von () bedeutet®). 

Wir nebmen an, wir babeii x, y, 0 diesen Forderungen ent- 
sprecbend als stetige Funktionen von a, b, c, t bestimmt, ibre ersten 
Ableitungen nacb a, b, c imd t seien jedocb in jedem Augenblicke 4 
auf der Fldche 0 

ijj {a, b, c, if) — 0 
im Raume a, b, c unstetig. 

Aus dem Versobwinden der ersten Variation folgen dann fiir 
alle Werte von a, b, c, t, welcbe der Gleicbung yj == 0 nicbt ge- 
niigen, die gewobnlicben JBewegungsgleichungen: 


(14) 




_1_ 

du\ 

+ 

8 

f 


) + 

8 

( 

fTTF 

) + 

8 

/ (JIFX 

■ Qo 

[d'W 

ox) 

8a 


8x^, 

8i 

[Qo 

dXf^j 

8 c 

^^0 8xJ 


(8^y 


dU\ . 

8 

/ 


) + 

8 



) + 

8 

( 8W\ 

— Qo 

\8t'^ 

dyJ 

-h 

8 a 

[Qo 

^'ya 

81) 


8y^ 

~'8c 

8yo} 


(8^s^ 

+ 

dU\ 

_1_ 

8 

1 

8W 


8 

/ 

8W 


8 

1 8W\ 

^ (^0 


ds) 

8 a 

[Qo 

d 0a 

) + 

81) 


8 Zfj 

) + 

'8 c 

VO 8zJ 


0 , 

= 0 , 

= 0. 


Fiir die Fliiobe 6 ergeben sicb als dynamische KompatibiUtdts- 
bedingungen: 


(16) 


Qo 


Qo 






- dir i 
dTr -| 
dTV 


^^0 


+ t 
+ [ 


^ + I 


dW - 

SXf, _ 




dW -\ 

dXgJ 
SWl 
^0 SyJ 


„ r8z-\ r dTTn , r SWi „ , r dWi 


a, /3, y sind wieder die Ricbtungskosinus der nacb dem Raumteile 2 
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gericliteten Normale der Flache 6 im Punkte a, 1), c zur Zeit t imd 
e die ,,Fortpflanziingsgesc]iwindigkeiF^ der Unstetigkeit im Raume 
a, b, c. Zu bemerken ist bierbei, dass die innere Energiedichte W in 
den Grebieten 1 und 2 nicbt dieselbe Funktion der Deformations- 
grossen sein wird (vgl. Nr. 8). 

Im Falle eines elastisclien Kbrpers'^^) werden 

^"0 ^ ^ == \ = i;, etc. 


die Spannungskomponenten; die Grleichungen (15) gehen dann in die 
folgenden 


(16) 


liber. 


[^] = “ + TO ^ + [XJ r, 

<-.«[§f] = K]« + TO/3 + [rjy, 

[«] “ TO “ + TO ^ + TO r 


F6r eine idecde Miissigheit wird TV eiue Funktion der Dilatation 


(17) 



dx §x dx 
Sa dh S7 
S y 8y Sy 
8a 8b 8c 
8z 8g 82 
8a 8b 8c 


allein. Wablt man den angenblicklicben Zustand des Grebietes 1 als 
Anfangszustand (x = a, y = h, 0 = c zur Zeit t), bezeicbnet die ent- 

sprecbenden Werte von und 6 mit und und setzt — o ~ = n 

... ci! fo ^ 

SO werden jetzt die Gleicliungen (16) mit Riicksicbt auf die identischen 
Redmgungen (10) 


(18) 




wo jetzt a, ft f die Richtungskosinns der Flaebe sind, auf weloher 
die rou der Unstetigkeit bekafteten Teilchen zur Zeit t liegen 

Dw GHeickingen (16) bezw. (16) und (18) sind die sogenanuten Im- 
pulsgkKhmg m, weloke fur die eindimensionale Gasbewegung ron B. Bie- 


18) Bezeicbnnngen nacb 17 U, m-. 19 (M. Abraham). 
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mann^^), fiir ideale Fliissigkeiten gaiiz allgem ein von E.B. Ghristoffel^^) 
und fiir unendlicli kleine Beweguiigen elastiscker Korper ebeiifalls von 
E. B. Christoff el aufgestellt warden. 

Im Falle einer Unstetigkeit erster Ordnnng ergeben also die 
dynamiscben Kompatibilitatsbedingungen eine Beziebung zwiscben den 
Spriingen in der Gieschwindigkeit und dem Druck bezw. der Dicbte 
Oder Dilatation, welclie an den Stellen gelten, an denen die Diffe- 
rentialgleicbungen (1) nicbt erfiillt sind. Im Falle von Unstetig- 
keiten boherer Ordnung sind diese Bedingangen identiscb erfiillt^ so 
dass bier das Hamilton' Prinzip keine besonderen Bedingungen 
liefert. 

4. Pbysikalisclie Interpretation der Kompatibilitatsbedingungen. 
Die in den Nrn. 2 und 3 gegebenen analytiscben Beziebungen zwiscben 
den unstetigen Elementen gestatten eine bequeme pbysikaliscbe Aus- 
drucksweise: 

Es seien fiir das Gebiet 1, in welches neben clem Gebiete 2 der 
Raum in einem Augenblicke t durcb die stetig differentiierbare Flacbe 
r^ia, 1), c, t) — 0 geteilt wird, die Koordinaten der Massenpunkte 
durcb das stetig differentiierbare System von Integralen der 

Bewegungsgleichungen gegeben, fiir das Gebiet 2 durcb ein gleicbes 
System auf der Flacbe c, t) = Q seien = 

yt===y- 2 ) = ^27 wabrend es Ableitungen von x,^, y^, nacb a, h, 

c, t geben soil, die mit den entsprecbenden von x^, in dem 

namlicben Punkte a, h, c der Flacbe ^(a, &, c, t) = 0 zur Zeit t 
nicbt Libereinstimmen. Die identiscb en und kinematiscben Kompati- 
bilitatsbedingungen besagen dann, dass im nacbsten Augenblick t-}- dt 
die Bewegung immer nocb durcb die beiden Integralsysteme x^, 
und x^, y^, dargestellt wird, aber nicbt mebr fiir die Gebiete 1 
und 2, sondern fiir die durcb die Kacbbargrenzflacbe 

i{j(a, h, c, t dt) — 0 

gebildeten Gebiete 1' und 2', d. b. die eine der beiden Bewegungen 
bat sich — in der Ausdrncksweise H. Hugonioifs^^) — in die andere 
fortgepfland und beide sind im Augenblick t mit einander hompatihel. 

Es ist -aber zu beriicksicbtigen, dass die Wabl des Anfangs- 


19) Laftwellen, Werke, p. 154 (1860). 

20) Ann. di mat. (2) 8 (1877), p. 86. 

21) Ann. di mat. (2) 8 (1877), p. 197. 

22) Eugoniot, Paris C. R. 101 (1885), p. 794. Im wesentlicben befindet 
sich der Begriif der .Kompatihilitat schon bei Bieviann (LuftweRen Werke 
p. 154—256). 
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ziistaiides, nainentlich. der Entsclieid dariiber, in welcliem der Grebiete 1 
Oder 2 a, b, c die Anfangswerte von x, y, 0 bedenten sollen, fur Un- 
stetigkeiten erster Ordnung nicbt gleicbgiiltig ist, vielmehr zwiscben 
den die TJnstetigkeit cliarakterisierenden Grossen 0, Vq die 

Bezieliungen^®) : 

(19) kflT ^ 


h 


{^0 


( 1 ) 

l2) 


( 1 ) 

{I 


1.® p.'*' i + + 

besteben, wo die oberen Indices darauf binweisen, dass als Anfangs- 
zustand der augenblicMiche Zustand des Bereicbes 1 resp. 2 an- 
genommen wurde. Indem 1 -j- gerade die Dila- 

tion ist, die in Bicbtung der Normalen von 6 beim tlbergang des Zn- 
standes 1 in den Zustand 2 — das ganze als Deformation eiiies Mediums 
aufgefasst — erfolgt, so wird (19) durcb Einfiibrung der Dicbten pj 
und P 2 fiir die Gebiete 1 und 2 

(21) p^d(b= p^0(2) 

Oder nnter Benutzung der dynamiscben und kinematiscben Kompati- 
bilitatsbediiigimgen durcb Elimination von 


(22) d(i) = . £1 

^ 92 — Pi Cl ’ 

(weun man den augenblicklioben Zustand des Bereicbes 1 als Anfangs- 
zustand wablt), oder allgemein 

(23) d == 1 / -^/ , 25N 

^ Co (“2 — “ 1 ) ^ 

Die Abbangigkeit der Eortpflanzungsgescbwindigkeit 6 von der 
Wabl des Anfangszustandes lasst es oft bequemer erscbeinen, statt 
der Flacbe y) (a, b, c, if) = 0 die Elacbe E 

W (x, y, 0 , t) = 0 

im tbatsacblicben Baum x^ y, 0 zu betraobteUj die die zur Zeit t mit 
„Dnstetigkeit'^ bebafteten Massenteilcben verbindet und deren Ver- 
scbiebungsgescbwindigkeit T 

dW 



23) Hadaniard, Lemons, p. 107. 

24) JRiemann, Luffcwellen, p. 154; fiir die dreidimensionale Bewegung bei 
Ghristoffel, Ann. di mat. (2) 8 (1877), p. 84. 

25) Fill- das eindimensionale Problem bei Biemann, Luftwellen, p. 154; all- 
gemein bei E. Jouauet, Paris C. R. 132 (1901'). n. 673. 
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von der WaM des Anfaiigszustandes nur von dem augen- 
|f ^liclien Zustande abliangt. Man nennt die Flache U eine Welle, 
^1- 55 war eine Stossivelle, sobald die Unstetigkeit anf o' erster Ordnnng 

i ^ '^(^schleimigungswelle wenn sie zvyeiter and hoherer Ordnnng ist. 

"VVahlt man den augenblicMiclien Znstand des Bereicbes 1 als 
S n ’‘>-'tiggzi:istand a, 1), c, so fallt die Flaclie 6 in diesem Angenblicke 
jjH ' ziisammen, jedoch niclit mebr im nachsten Angenblicke (nacb. 
S i ilfixif der Zeit dt)-, es gilt vielmebr die Beziebung: 

Komponente der Stromnngsgescbyrindigkeit des Gases 
jin Gt'eBiete 1 in Ricbtnng der nacb 2 gericbteten Normalen n der 
\y(‘ll<2jxif[acbe bedentet. T ist daber die Gescbwindigkeit, mit welcber 
j^i(!-li (Pie Welle im Ranme in Bezng anf unser festes Koordinaten- 
j4.YHtexi;i fortbewegt, wabrend 6^^') die Gescbwindigkeit bedentet, mit 
-vvelclxer sicb die Welle reMiv ^ur Gasmasse im GeUete 1 fortpflamt 
Der spezielle Fall 6 — 0 entspricbt einer Welle, welcbe sicb mit 
iier Stromungsgescbwindigkeit des Gases im Ranme fortbewegt; diese 
j^ogexxaniite stationdre Welle ist inindestens zweiter Ordnnng, da aus 

c-m 2’-0w + r.,= 0« + 7„, 

01r = 0(2) = 0 

V = V 

Itug-fc. 

•Man unterscbeidet nun die Unstetigkeiten nacb def Bichtimg des 
Vide tors § 0 , der die RicMung der Unstetigkeit liefert, in longitudinale, 
vvmixi. .'po senkreebt zu 6, nnd transversale, wenn tangential zn 
tlcrselben stebt. Da die Riebtung der Unstetigkeit von der Wabl 
tins jViifangszustandes nnabbangig ist, spriebt man aucb von longi- 
liidinaleii nnd transversalen Wellen, so dass man als Anfangszustand 
«i(>u ixrrgenblicklicben Znstand wablt nnd den Vektor anf die Welleu- 
Iliicl Le 2J beziebt. 

Jm iibrigen folgt ans der Gleicbung (24) fiir Unstetigkeiten 
libhoi-er als erster Ordnnng aucb, dass wegen [FJ = 0 0(b == 0(2)^ 

r= VqO)== 7 /^( 2 ) -wil'd. Bei solcben Unstetigkeiten 

tn'giolrt die Definition der Dicbte (Gl. 17) — Gleicbung (21) 

ist. dnnn (bei einer Unstetigkeit Ordnnng) 2 ®) dnreb die andere 


5 ) 


log 


Jo 




(jp — ]— g — |- f — !"■ — 1) 


2G) Madamard, Le 90 ns, p. 113. 
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zu ersetzen, aus der zusammen mit den kineraatisclieii Kompatibilitats- 
bedingungen iind den recbts und links von der Unstetigkeitsflacbe 
geltenden Grundgleicbungen der Hydrodynamik nebst deren Ab- 
leitungen bis znr n — Ordnmig die bekannte Formel von P. S. 
Laplace fiir die Fortpflanzungsgescliwindigkeit des Scballes 

(26) 6 „ yH >7)^ 

kervorgebt. 

Fiir Glase speziell ergiebt sicb.^ dass sick in iknen neben statio- 
naren transversalen Unstetigkeiten (6 == 0) nur longitudinale Wellen 
{6 =j= 0) fortpflanzen konnen^®): 

I = ^ = ^0 ^0 

K (3 y 

ist die Grbsse der Unstetigkeit. 

Man untersckeidet atick Jwmprimierende und dilatierende Unstetig- 
keiten®®), je nachdem bei einer Bevregung, bei der die Unstetigkeiten 
uber die Flacke 6 kin aufgekoben waren, die Massenteilcken sick 
durckdriiigen oder von einander lostrennen werden. Komprimierende 
Unstetigkeiten werden auch positive, dilatierende auck negative genannt®®). 
Rieniann^^) nennt die positiven Wellen erster Ordnung speziell Ver- 
diehtungsstosse. 

Der Ckarakter der Unstetigkeit, d. k. ob komprimierend oder 
dilatierend, ist von der Wakl des Anfangszustandes unabkangig. 

Bei positiver Unstetigkeit Ordnung ergiebt sick, okne Riick- 
sickt darauf, ob Kompatibilitat lierrsckt oder nickt, die leickt inter- 
pretierbare Beziekung: 



wakrend fiir eine negative Unstetigkeit das Zeicken > gilt. 

Herrsckt Kompatibilitat, so ergiebt sick fiir eine Welle 

^ 27) K Sugoniot, Paris 0. E. 101 (1885), p. 1119; das Vorzeichen von 6 
bestinimt sicli inuner durck die Beding'ungen (9), in welclien 6 nur linear vor- 
kommt. Hugoniot (ebd. p. 1229) beweist die Giktigbeit der Formel (26) aucli 
fill* den Fall, dass p=qi(Q, a, b, c), dass also z. B. das Gas im Anfangszustande 
nickt gleicker Temperatnr ist. 

28) P. Duhem, Paris 0. E. 132 (1901), p. 1303. 

29) Eiemann, Luftwellen, p. 157. 

30) Sadamard^ Le 9 ons, p. 118. 

31) Bieonann, Luftwellen, p. 153. Negative Stosswellen, VerdiinnungsstOsse, 
konnen zwar in Gasen kervorgerufen werden, sick aber in iknen nickt fort- 
pflanzen, da sie sick sofort anflSsen. Vgl. weiter unten Nr. 8. 
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Ordnung unter Benutzung der Bezieliimg (25) fur h~n — 1 : 
eine Welle Ordnung ist kompiiinierend oder dilatierend, je 

nackdem sie sicli nach jenem Grebiete fortpflanzt^ in welcbem die 

n — 1*® Ableitung von log y nach der Zeit die grdssere oder kleinere 

ist. Eine Welle erster Ordnung ist positiv oder negativ^ je nach- 
dem sie sich nach dem Gehiete kleinerer resp. grosserer Dichte fort- 
pflanzt. 

5. Analytische Formulierung des Problems der unstetigen insbes. 
eindimensionalen Gasbewegung. Seine Beziehung zur Oharakteri- 
stikentheorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung. Unter der Annahme, dass die entstehenden Unstetigkeiten im 
Sinne Hiigoniot’s kompatibel sind, -wird die analytische Formulierung 
des Problems der unstetigen Gasbewegung nach dem Yorigen — bei 
gegebenem Anfangszustand des Gases und gegebener Bewegung der 
Gefasswande — die folgende sein. 

Gesucht werden die Funktionen: 

h c, t), ij^(a, h, c, i), ^^{a, h, c, t), 
h, c, t), y^{a, h, c, t), ^^{a, h, c, t) 

und 

t — 0(a, h, c). 

Gegeben sind die Werte von x^, y^, zur Zeit = 0 

und zwar mbge der Anfangszustand im Gebiete 1 gewahlt sein, sodass 

K)o = a; ( 2 / 1)0 = ^^ Wo = C 

ist; ausserdem ist fiir die Oberflache: 

I, c) = 0 und 9 (( 3 ^ 2 ) 0 ; (^ 2 ) 0 ; (^ 2 ) 0 ) == ^ 

die Bedingung 

Vu 0 == 0 resp. f(xs, y^, ^ 2 ; 0 = 0 

vorgeschrieben. 

Fiir 

t — b, c) > 0 

miissen x . , y . , li . , fiir 

t — b, c) < 0 

miissen x^, y^, den Lagrange’ s.Qh.eii Bewegungsgleichungen geniigen. 
Fiir die in den vorhergehenden JSfummern mit 
xp (a, b, c, t) == 0 

bezeichnete Flache 

t = 0(a, \ c) 


32) Hadamard, Le 90 iis, p. 120. 
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mussen 


^2? Vx ^1 


sein und zwischen den Ableitungen von x^, y^, y^, die dyna- 

misclien und Mnematisclien Kompatibilitatsbedingungen besteben^ welclie 
die zur Bestimmung you Oia, c) notigen Differentialgleichungen 
liefern. 

Fiir eine Unstetigkeit erster Ordnung werden diese Gleicb-ungeii 
fur 0 


mm 


/S$\ 

\Ja, 

dh S a 

r -, 8 ^ 8 $ 

M 


(^0 


KJ- M 
‘-•KJ- W 
(-•KJ- w 


da 8b 
\8b) 


8 c 8 b 


41^]- M(^)^ 


L<rc J 

■ 4 lf] 


Idinlicbe Bedingungen, in welcben ebenfalls nur die Ableitungen 
Yon und die Spriinge der unstetigen Elemente Yorkommen , konnen 
aucb fiir WeUen holierer Ordnung aufgestellt werden. 

Daunt 1 st also das Problem der unstetigen Gasbewegung auf die 
Ldsung zweier Systems you partiellen Differentialgleichungen zuriick- 
gefuhrt: die gegebeiien Eandbedingungen (27) beziehen sich dabei auf 
erne selbst noch nicht bekannte Placlie, welche durch Differeutial- 
gleichungen definiert wird, in welcben die Randwerte der Ableitungen 
beider Systems you gesucbten Punktionen Yorkommen. 

- In dieser Allgemeinheit ist das Problem bis jetzt nicbt in Angriff 
genommen worden, wogegen das spezielle Frohlem der eindimensionalen 
imstet^en Gasbeweguny eine eingehendere Behandlung erfabren bat. 

■j. tT' o* rroUem folgendes; Das Gas wird in einem Cylinder 
mi (esiea Seitenwanden eingeseblossen gedacbt; es wird voransgesetzi 
ass le eweguug nui in der Kicbtung der Cylinderaxe (a^-Axe) er- 
folgt nnd in einem bestimmten Augenblick in jedem Querscbnitte 
senkeobt zui- Cjbnderaxe cUe Dichte nnd die Geseliwindigbeii kon- 
staat seien Der Anfangsznstand nnd die Bewegung der Cylinder- 

dm“fSnde® FormuHernng des Problems ist 

dass <= ®(a) so bestimmt werden, 

fiir t — 0 -L Y — n 

S ’ x ,. . 1 Sp . 


(28) 

(29) 

(30) 


fiir t 
fiir t 


^{a) > 0 

0(a) < 0 
0{a) = 0 


I ^^^2 Xr 

^ Q, 8a ~ ^ 


0 , 
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und die kinematisclien imd dynamisdien Kompatibilitatsbediiigungen 
erfullt sind, die fur Unstetigkeiten erster Ordnuiig 



fiir Unstetigkeiten zweiter und boberer Ordnung entsprecbende Glei- 
cbungen liefern. 

Gegeben sind fur 

a = 0 X = foii), 

t 

a=l X = 

(Erst wenn bestimmt ist^, kann man entscbeiden, welcbe der Be- 
dingimgen (32) sicb auf x^ und -welcbe sicb auf bezieben.) 

Deutet man a und t als recbtwinklige Koordinaten in einer Ebene, 
so kommt das Problem in geometriscber Ausdrucksweise darauf binaus, 
zwei Placben Xi{a, t) und x^^a, t) so zu bestimmen, dass sie den 
Lagrange^ schen Gleicbungen geniigen und im iibrigen langs einer 
Kurve, deren Projektion in der £»-^-Ebene (t— 0{a)) aus den Kom- 
patibilitatsbedingungen zu bestimmen ist, wobl in den Ordinaten x.^ 
und x^, nicbt aber in alien ibren Ableitungen ubereinstimmen, sodass 
also bei Unstetigkeiten erster Ordnung nur die Ordinaten, bei Un- 
stetigkeiten zweiter Ordnung Ordinaten und Tangentialebenen langs der 
genannten Kurve ubereinstimmen u. s. w. 

Diese geometriscbe Interpretation lasst aucb sofort erkennen^^), 
wieso die Untersucbung der unstetigen Bewegungen (bei Unstetigkeiten 
mindestens meM&r Ordnung) in enge Beziebung zur Cbarakteristiken- 
tbeorie der partiellen Differentialgleicbungen zweiter Ordnung mit 
zwei unabbangigen Veranderlicben tritt, indem gerade die Cbarakte- 
ristiken solche Kurven im Raume sind, dass sicb langs ibnen zwei 
Integralflacben der Differentialgleicbung scbneiden und beriibren, sodass, 
wenn man die abwickelbare Placbe, deren Riickkebrkante die Cbarak- 
teristik ist, giebt, mebrere (und zwar unendlicb viele) diese abwickel- 
bare Placbe langs der Ruckkebrkante beriibrende Integralflacben der 
Differentialgleicbung moglicb sind. Die Cbarakteristiken werden also 
gerade die Unstetigkeitslinien zweiter und boberer Ordnung. 

Speziell bei linearen Differentialgleicbungen wird die Projektion 
der Cbarakteristik in der a-^-Ebene unabbangig von der jeweiligen 
Integralflacbe, sodass man bauflg aucb diese Projektion als Charakte- 

33) if. Hugoniot, J. ec. polyt. cab. 57 (1887), p. 15 und cab. 58 (1889), p. 1; 
iiber die Tbeorie der Cbarakteristiken partieller Differentialgleicbungen zweiter 
Ordnung vgl. aucb II A 5, Nr. 43 {E. v. Weber) und II A 7 c. Nr. 2 {A. SommerfelcT). 

Enoyklop. d. math. Wiasoasch. IV 2. 21 



ja? = /■(«), 
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ristik Tind dementsprecliend die Kurye t — 0(a) als UnstetigkeitsliBie 
"bezeiciinet. 


Zu einer vorgelegten linearen Differentialgleicliung 


(33) 




§^X 

Sadt 


H- C 




JD (a, t, 


Sx d'icN 
Sa^ St) ’ 


WO A, JB, C Funktionem yon a und t allein sind, wird die Grleicliung 
der Ckarakteristiken 


(34) Cda^ — 2JBdadf-^Adf = 0, 

sodass es also zwei Scharen yon Ckarakteristiken giebt, deren jede 

durch eine gewoknlicbe Differentialgleicbung bestimmt ist. 

Die ISTeigung der Tangente ~ an die Cbarakteristik giebt gerade 
die Fortpflanzungsgescbwindigkeit der Unstetigkeitj die im iibrigen 
auch 



da 


ist. Der zwiefacbe Wert der Fortpflanzungsgescbwindigkeit entspricbt 
dem Dmstande, dass sicb die Unstetigkeit in zwei entgegengesetzten 
Eicbtnngen fortpflanzen kann. 

6. Nabere Ansfiihrungen znm Problem der eindimensionalen 
unstetigen Gasbewegting. Ancb das Problem der eindimensionalen 
nnstetigen Gasbewegung ist in der in der yorigen Nr. 5 skizzierten 
Allgemeinbeit nicbt gelost, wobl aber sind wicbtige Spezialfalle naber 
nntersnebt. 

J. Uadamard bebandelt eingebend den Fall, dass die Gas- 
teilcben nur unendlich Meine VerscMehungen gegenilber ibren Anfangs- 
lagen erleiden, sodass man 

X = a sx(a, t) 

und 



setzen kann, wo e eine sebr kleine, It und \ endlicbe Konstanten be- 
deuten. Wirken keine ausseren Krafte, so ergiebt sicb fur x^ und x^ 
die Gleicbung der scbwingenden Saite^®) 


V St^ 8a^ 

Fur Unstetigkeiten erster Ordnung folgt fiir 0 aus (31) 


, 1 

da — Ic ’ 

sodass die Unstetigkeitslinien gerade Linien werden; sie sind es aber 


34) Le9ons, p, 147. 

35) Vgl. II A 7 c, Nr. 13 {A. Sommer f eld). 
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nur solange Unstetigkeitslinien, als man die Randwerte so wahlt; dass 
~ und ^ am Rande imstetig sind, da ans der Stetigkeit von || 
und ^ am Rande, diese insbesondere aucb in den Scbnittpunkten der 

eventuellen Unstetigkeitsgeraden mit den Koordinatenaxen a und t, also 
aucli auf den Greraden selbst folgt^*^). 

Fur Unstetiglceiten meiter Ordnung ist die Grleichung (31) durcli 
folgende drei zu ersetzen: 


sodass wiederum: 


11 

1 1 

F[! 

W’ 


d€> 1 

~ (Px ■ 


da \ 

_d' a St. 


d€> 



da 


d^ _ 
da ~ 

= ± 

1 

T' 


Hier konnen nunmebr selbst bei stetigen und differentiierbaren Rand- 
werten aus den Punkten (0, 0) und (0, 1) Unstetigkeitsgeraden aus- 
gehen, wie sick aucb. unmittelbar aus der Cbarakteristikentlieorie er- 
giebt: + /c ist die Portpflanzuiigsgescbwindigkeit der Unstetigkeit, d. b. 
es werden an beiden Cylinderdeckein zur Zeit t = 0 Wellen zweiter 
Ordnung entstelien, welche sick mit der konstanten Gresckwindigkeit It 
in entgegengesetzten Ricktungen fortpflanzen. 

Innerkalb der Gebiete, welcke durck die Unstetigkeitsgeraden 
begrenzt werden^, kaben resp. als Losungen der Gleichung der 
sckwingenden Saite die Form: 

F,(a + ht) -i- F,(a — lot). 


Damit kann das Problem auch mit Riicksickt auf die Reflexion der 
Wellen an den Cylinderdeckein®'^) genau nack deiiselben Prinzipien 
gelost werden, nack welcken Gr. Monge^^) das Problem der sckwingen- 
den Saite lost. 

Den Fall der endlichen VerscMehmgen fur den unendliclien Cylinder 
bekandelte zuerst B. Riemann^^). Er bentitzt die Fuler’sche Form der 
Grundgleickungen : 


36) Hadamard nimmt von vornberein an, die Unstetigkeiten seien zweiter 
Ordnung. 

37) Hadamard, p. 147. 

38) J. ec polyt. cab. 16 (1809), p. 118, 

39) Luftwellen, p. 145. 
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(36) 


3 w 
dt 


-f- M 


u 

dx 


¥(9) 


glog Q 
dx 


) 


d log g I d log Q du 

dt ' dx dx^ 


in denen p == (p[q) nrid ¥{ 9 ) — ^ gesetzt ist, nnd nimmt den An- 

fangszustand stetig in q, u an. Er fiiliTt nun r nnd s 

— f (p) u , 2s = f{Q) — u, 
wo 


ist, als neue ablaangige Yariable ein nnd folgert aus den so ent- 
stebenden Grleicbungen 


(37) 


j % (M + Vv'Wjl^, 

1 


dass ein bestimniter Wert von r zu grosseren Werten von x (nacb 
vorwarts) mit der Qescbwindigkeit y¥(9) + w, ein bestimmter Wert 
von s zn klein eren Werten von x (nacb riickwarts) mit der Gre- 
scbwindigkeit — u zuriickt. 

Wablt man den Anfangszustand speziell so, dass ausserbalb eines 
endlicben durcb die Ungleicbbeiten %<a:!<(i )2 begrenzten Grebietes u 
nnd Q nnd folglicb ancb r nnd s konstant sind nnd unterscbeidet man 
die Grossen durcb die angebangten Indices 1 nnd 2, so riickt nacb 
dem eben Gesagten die bintere Grenze x^ mit der Gescbwindigkeit 
V¥(9i)-i~'^h vorwarts, die vordere Grenze x^ mit der Gescbwin- 
digkeit y¥{ 92 ') — '^2 uacb riickwarts. 

In der ir()-Ebene entspricbt diesem Umstande ein konstantes 

Eortscbreiten eines jeden der Punkte 
der Enrve, die die Yerteilung der 
Dicbte in jedeni Angenblicke reprasen- 
tiert. Da ¥( 9 ) wacbsendem q bei 
keinem Gase abnimmt, so wacbst die 
-D Gescbwindigkeit bei wacbsendem q, 
“cc sodass Punkte mit grosseren Ordi- 
naten solcbe mit kleineren scbliess- 
licb einboleii, womit die Knrve in 
dem bezeicbneten Punkte eine senkrecbte Tangente baben wird, d. b. 

wird unendlicb: die Dicbte erleidet einen endlicben Sprung, es 



Z Z" Z'p 


Fig. 1. 
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entsteht also ein VerdicMungsstoss^^). Fig. 1 zeigt diese Verhaltnisse, 
im Falle u grosser als d. li. grosser als Schallgescliwiiidigkeit ist. 

Eiemann beweist, dass unter Yoraussetzung des Eoyle’scken 
= const, j Oder des Eoisson’ schm Gresetzes ~ const. ^ bei 
beliebigem stetigen Anfangszustand im allgemeinen solcbe Yerdichtungs- 
stosse entsteben. 

Solaiige keine derartige Yerdicbtungsstbsse entsteben, fiibrt Biemann 
das Problem auf die Losung einer linearen partiellen Differential- 
gleicbung znriick. Er wablt zu dem Zweck r und s als tt^^abbangige 
Yariabeln, womit er fiir x nnd t folgende lineare Grleiobimgen erbalt: 

d{x—{u-^Y¥^i)i) _ _ f d log]/^) . \ 

ds \ (Zlog() 

d{x— {%--']/ ^ u log \ 

dr \ cZlogc 

sodass 

{x — {u >-i- vym) 

ein Yollstandiges Differential wird, dessen Integral w der partiellen 
Differentialgleicbnng 

( 38 ) ^ 

geniigt. Dabei ist 

21/9(9)^ dlogQ J 

eine bekannte Pnnktion Ton r -f- S- 

Die Integration der Grleicbung (38) gelingt nun fiir jedes Gebiet 
der rs-Ebene, das durcb eine Kurve, auf der die Werte you w , 

^ ges'eben sind, und die beiden Geraden r = const., s = const. 

begrenzt wird, durcb eine Metbode, iiber die man das Habere in dem 
Referate iiber Randwertaufgaben der partiellen Differentialgleicbungen 
(II A 7 c, A. Sommerfeld) Yergleicbe. 

Durcbsicbtiger wird der Biemann’ sche Gedankengang, wenn man, 
wie es Sadama/rd^^) tbut, you der Lagrange ’ Form der Bewegungs- 
gleicbungen ausgebt, weil bier der Zusammenbang mit der Tbeorie 


40) 8 . Earnshmo, London Phil. Trana. 150 (1860), p. 163, der gleicbzeitig 
mit Eiemann das Eesultat findet, nennt den Verdicbtungsstoss eine lore. 

41) Diese Gleicbung ist bereits von A. M. Ampere aufgestellt, aber nicbt 
integriert worden (J. ec. polyt., cab. 18 (1820), p. 177). 

42) Vgl. II A 7 c. Nr. 3, II. 

43) Le90ns, p. 162. 
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der Gharakteristiken unmittelbarer Lervortritt. Die Ausgangsgieichmig 
wird in diesem Fall 


(39) 

wo 


St^ ~~ ^ J 

^ ^iQ) __ o 
(W dQ 
\$a) 


gesetzt ist. Durck Einfuiiriing von ~ ^ — 

° at ’da 


dx 


CO als neuen unab- 


bangigen^ ^ coa x als neuer abbaiigigen Variablen (d. b. 

Ausfiibrung der sog. Zeffendre’schen Transformation) gebt (39) in die 
lineare Gleicbnng: 

(40) 


liber, die nun sofort bezogen auf ibre Cbarakteristiken^^) 
u -\~Jy ^(oo) dco — ^ ~ const., 
u dm ~ 7} == const 

als neue Koordinatenaxen in die (38) entsprecbende Gleicbung 

, /ds ^ 
dt], 


(41) 


8i St] 


m 


' dz 


0/^) 


wo mf eine gegebene Funktion von | — rj ist, ubergebt. 

Die Losungsmetbode von (41) ist der von (38) analog, nur bat 
man zn beacbten, dass wenn man eine Losung ^ von (41) bat, es 


44) Vg], wegen cUeser Znriickfubrung von (40) auf die „Normalform“ (41) 
II A 7 c, Nr. 2 (A. Sommerfeld). 

45) Hadamard, Le 9 ons, p. 163. — Fiir cp^q) = cq’‘ gebt die Gleichung (41) 
in die sogen. AJuledsche Gleicbung: 

\ _ 

Sidi] i dr]/ 

wo 

B = + 

2 K~1 

ist, fibei . Diese Gleicbung bat fur ganzzablige ^ das allgemeine Integral von 
der Form: 

^ = -AAA 

wo X eine beliebige Funktion von X eine beliebige Funktion von t\ bedeutet; 
p = 3 erg’iebt % = 1,40, was mit praktiscb geniigender Genauigkeit den tat- 
sacblicben Verbaltnissen bei Gaseu {% = 1,41) entspricbt (Hadamard, Lecons, 

p. 168). 
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nocli eines Beweises bedarf, dass die bieraus berecbneten o, und 

^ = t als unabbangige Yariable eines Bewegungsvorgangs wablbar 
sind und sie aucb alle Kombinationen , fiir die t^O ist, wirklicb 
annebmen^®). 



CL 


la 

i J\ 

B 

\ 

A. y 

\ 

3 ^ 


1 

't 




a 


Fig. 2. 


7. Portsetzung: Der Hugoniot’scbe Spezialfall der eindimen- 
sionalen unstetigen Gasbewegnng. Die in voriger Nr. auseinander- 
gesetzte Biemann'sche Losungsmetbode bebalt ibre Giiltigkeit aucb 
im Falle des endlichen Cylinders fiir diejenigen Teile des Cylinders, 
welcbe von den an den Cylinderdeckeln 
entstebenden Wellen nocb nicbt erreicbt 0 
sind. In der That kommt in diesem Falle 
das Problem auf die Integration von (41) 
zuriick, unter der Yoraussetzung, dass 

.s, bangs eines Kurvenbogens ge- 

geben sind, der selbst keine Wellenlinie 
ist und aucb von keiner der beiden Wellen- 
linien durcb den Punkt, fiir den man die 
Losung sucbt, in mebr als einem Punkte 
gescbnitten wird. Durcb Grenziibergang 
findet man dann die Losung aucb fiir die 

Wellenlinien. In der a)5-Ebene wird dieser Giiltigkeitsbereicb (Pig. 2) 
durcb OAB gegeben, wenn OA und BA die beiden auf den Cylinder- 
deckeln zur Zeit entstebenden Wellenlinien sind. 

Die Erledigung des allgemeinen Problems der eindimensionalen 
Gasbewegung wiirde zunacbst die Losung von (39) aucb fiir die Ge- 
biete Jq verlangen. Indem aber durcb die Randbedingungen 

§ CO 

ftir a = 0 und a=l nur x und u gegeben sind, nicbt aber 
lasst sicb fiir diese Gebiete die Legendre’sche Transformation und 
damit die Zuriickfiibrung von Gleicbung (39) auf eine lineare partielle 
Differentialgleicbung nicbt ausfiibren. Yielmebr bleibt das analytiscbe 
Problem, die Losung einer nicbt-linearen partiellen Differentialgleicbung 
fiir einen Winkelraum zu bestimmen, der durcb eine Wellenlinie und 
eine andere Kurve gegeben wird, auf denen jedesmal die Werte der 
unbekannten Punktion x gegeben sind. Bis jetzt giebt es fiir diesen 
Pall nur Existenzbeweise der Losung^'^). 


46) SadamcM'd, p. 172. 

47) Note von E. Picard in G. Barboux, Th^orie des surfaces 4, Paris 1896, 
p. 361—362. 
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Ware x fur die Gebiete 'and 1 .^ bekannt, so kdnnte es fiir das 
Gebiet II ■wiederum d'urcb die iRiewcjww’scbe Metbode b'estimmt war- 
den^ da diese aucb auf den Fall anwendbar ist, dass die unbekannte 
Funktion auf z'wei sicli scbneideiiden Cbarakteristiken gegeben ist^®). 
Der Bereicb 11 ist you oben wiederum durcb zwei IJnstetigkeits- 
linien begrenzt, welcbe durcb Reflexion auf den Cyliuderwanden ent- 
steben. Die Bestimmung der Losung in und ist wieder ein 
abnlicbes Problem wie die Bestimmung von x fiir Jq und 

H. Hugoniot^^) bat nun die Integralflacben von (39) in den Ge- 
bieten ^ und wenigstens fiir den Fall bestimmt, dass das Gas zur 
Zeit t 0 rubt. Die Integralflacbe im Bereicbe I ist dann durcb 
die Ebene x — a gegeben. Die Cbarakteristiken in der aii-Ebene 
werden die geraden Linien 

(^2) a ~ ya{m) ct + Ysi{(o) t = 1. 

Indem die Bestimmung der Integralflacbe z. B. fiir das Gebiet nacb 
Nr. 5 auf die Bestimmung einer Flacbe binauslauft, die 7 on der 
Ebene x = a langs der Cbarakteristik a — t == 0 beriibrt wird, 

ergiebt sicb als Gleiobung der Flacbe, da langs einer jeden der zweiten 
Sebar von Cbarakteristiken der Flacbe angeborigen Cbarakteristik 

M + Jy ^(ta) do 

konstant ist, diese Konstante aber — weil alle diese Cbarakteristiken 
die erstere scbneiden — 

sem muss, 

( 43 ) u -|- Jy £i(^co) do — Jy Si(o)do 

d. b. die Gescbwindigkeit wird eine Funktion der Dicbte allein®°). 

Gleicbung (43) ist die Gleicbung einer abwickelbaren Flacbe®^), 
welcbe aus den Daten des Problems vollstandig bestimmt werden 
kann: aus jedem Punkte der verges cbriebenen Eurve x = fYt) fiir 

48) Vgl. II A 7 c, Nr. 8, II {A. Sommerfeld) und Sadamard, Le 9 ons, p. 166; um 
die Integration auszufiihren, muss man immer auf die Gleichung (40) resp. (41) in 
z zuruckgeben, denn Gleicbung (39) ist in x nicbt linear. 

49) Paris C. R. 101 (1885), p. 794 und J. ec. polyt. cab. 58 (1889), p. 5. 

50) Der Pall der eindimensionalen Gasbewegung, wo die Gescbwindigkeit 
bloss von der Dicbte abbangt, ist bei Biemann -Weber, Partielle Differential- 
gleicbungen d. Pbysik 2, p. 475 bebandelt. 

51) Eine abwickelbare Flacbe gebt durcb die Legendre' Transformation 
in eine Kurve fiber und eben darum kann die Legendre'&dk& Transformation zur 
Vereinfacbung der Integration der Grundgleicbung im Gebiete A, L nicbt be- 
niitzt werden. 


7. De.r Hugoniot’sclie Spezialfall d. eindimens. unstetigen G-asbewegung. 305 

a = 0 resp. x = f^(t) £iir a = l in der a^-Ebene gebt eiiie Er- 
zeugende der Integralflacbe, welche der Eortpflanzung der am Cylinder- 
deckel zu jeder Zeit entstebenden TJnstetigkeit zweiter Ordnimg ent- 
spricbt. Die abwickelbare Flacbe stellt daber die Bewegung dar, 
welcbe durcb die Gesamtbeit der aiis der vorgescbriebenen Bewegung 
der Cylinderdeckel bervorgebracbten Wellen gebildet wird. Hugoniot 
bat die speziellen Falle der gleicbmassig bescbleunigten und der 
barmoniscben Bewegung der Cylinderdeckel eingebend untersucbt 

Die Hugoniof Bche Losung yerliert ibre Giiltigkeit auf der „Ruck- 
kebrkante^^ der abwickelbaren Flacbe: auf dieser scbneiden sicb jeweils 
die Nacbbarerzeugenden der Flacbe, sodass sicb auf dieser Linie die 
nacb einander entstandenen Wellen iiberbolen. Die Riickkebrkante 
wird damit der Sitz von Unstetigkeiten®^), deren weitere Verfolgung 
eine grosse Scbwierigkeit bietet, indem immer die im Scbnittpunkte 
zweier Nacbbarerzeugenden entstebenden Wellen sicb der im Scbnitt- 
punkte der nacbsten beiden Erzeugenden entstebenden Welle uberlagern. 
Hadamard^^) versucbt die Losung des Problems mit Anwendung von 
Potenzreiben zu geben, deren Konvergenz jedocb nicbt bewiesen ist 
und nacb Hadamard bedeutende Scbwierigkeiten bietet. 

In dem besonderen Falle, dass die Riickkebrkante der abwickel- 
baren Flacbe ein Punkt wird, sodass sicb alle langs den Erzeugenden 
fortpflanzenden Wellen in einem bestimmten Augenblick in einem 
Punkte treffen, entstebt bier ein einfacber Verdicbtungsstoss®^). Aber 
aucb in diesem Falle, wo eine einzige Stosswelle entstebt, ist die Be- 
bandlung des Problems nocb scbwierig, da die Gebiete, in welcben 
die Funktionen und x^ gesucbt werden, nicbt wie bei den Be- 
scbleunigungs wellen von vornberein bekannt sind, indem sicb Stoss- 
wellen im allgemeinen nicbt langs Cbarakteristiken fortpflanzen. 

Die Hugoniofsche Losung verliert natiirlicb aucb in jenem Falle 
ibre Giiltigkeit, in welcbem die sicb stetig andernde Gescbwindigkeit 
des Cylinderdeckels die Fortpflanzimgsgescbwindigkeit der bereits ent- 
standenen Bescbleunigungs wellen ubertrifft, so dass der Cylinderdeckel 
selbst die Wellen iiberbolt; ebenso kann bei entsprecbender dilatieren- 
der Bewegung des Cylinderdeckels ein Vakuum in unmittelbarer Nabe 
des Cylinderdeckels entsteben. 

Wird dem Cylinderdeckel plotzlicb eine konstante Gescbwindig- 
keit erteilt, so lasst sicb die Bewegung, welcbe dann in einem eben- 

52) J. ec. polyt. cab. 58 (1889), p. 33, 45. 

53) Vgl. oben Nr. 6. 

54) Le 90 ns, p. 207. 

55) Hugoniot, J. ec. polyt. cab. 58 (1889), p. 62. 
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falls anfangs ruhenden Gase vor sicli gelit, Tollkommen auf Grand 
der dynamischen und kinematisclien Kompatibilitatsbedingungen be- 
bandeln®®). 

8. ScMnss: Thermo dynamisclie Disknssion im Falle von Stoss- 
wellen. Im Anscblnss an die AnfsteUnng der Gleicbungen, welclie 
im Falle einer Unstetigkeit erster Ordnnng zwiscben den unstetigen 
Elemenfcen und der Fortpflanznngsgescliwindigkeit der Unstetigkeit 
bestelien^ bebandelt Riemann^'^') die Frage, welcbe Unstetigkeiten sick 
zu einer gegebenen Zeit von einer gegebenen SteUe ans bei gegebenen 
Unstetigkeiten fortpflanzen konnen. Er findet, dass diese Gleicbnngen 
(Kompatibilitatsbedingungen) entweder dnrcb zwei von der Stelle aus 
nacb entgegengesetzten Seiten lanfende Verdicbtnngsstosse, oder dnrcb 
einen vorwartslanfenden, oder durcli einen riickwartslanfenden befriedigt 
werden konnen; endlicb kann es eine Losung obne Yerdicbtungsstoss 
geben, sodass die Bewegung nacb den anfangs anfgestellten Diife- 
rentialgleicbungen erfolgt. Es verfolgt dies im einzelnen nocb weiter 
unter Annabme des J5o^Ze’scben Gesetzes fiir die Abbangigkeit des 
Drnckes von der Dicbte. 

Indes ist bier zn beacbten, dass Biemann^^) bei seinen Ansfiib- 
rnngen annimmt, dass der Brack immer dieselbe Funktion cp der 
Dicbte bleibt, ibre Form also dnrcb den Dnrcbgang der Unstetigkeit 
nicbt beeinflnsst wird, also z. B. im Falle des Poissow’scben Gesetzes 
p = Cq'- bei adiabatiscben Erscbeinnngen die Konstante C vor nnd 
nacb der IJnstetigkeit dieselbe bleibt. Hugoniot^^) macbte znerst anf 
das Unberecbtigte dieser Yoranssetznng anfmerksani. 

Wendet man namlicb nnter der Yoranssetznng, dass dem Gase 
von anssen keine Warme zngefiibrt wird nnd dass ancb wabrend des 
Dnrcbganges der Unstetigkeit kein Warmeanstanscb der benacbbarten 
Teile des Gases stattfindet, anf das Gasvolnmen, Welches wabrend der 
Zeit dt dnrcb die UnstetigkeitsfLacbe bindnrcbfliesst den Energiesatz 
an nnd beriicksicbtigt, dass dnrcb die plotzlicbe Anderung der kine- 
tiscben Energie ancb die innere Energie des Gases eine plotzlicbe 
Anderung erlabrt, so erbalt man, wenn die innere Energie der Yolnmen- 
einbeit des Gases = gesetzt wird, die Gleicbiiug: 

0 \ i ^ — “2 ^ 

(44) = ^ 73:1 Uh “ 2 ) + Po ^ ^2 


56) Ygl. S. Sebert und H. Hugoniot, Paris C. R. 98 (1884), p. 507. 

57) Luftwellen, p. 156; Biemami-Weber 2, p. 480. 

58) Luftwellen, p. 147. 

59) J. ec. polyt. cab. 58 (1889), p. 80. 
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Durch Beriicksiolitigung der Kompatibilitatsbedinguiigen erhalt 
man bieraus : 

(45) Y ((0^ — cog) = — ^ 

Nimmt man also an, dass im Grebiete 1 das Poisson’sche Gresetz 
gilt, so wird, da bei gegebenem Druck durcli (45) aucb cog be- 
stimmt ist, im allgemeinen niclit 

PiCSi- = 

sein. Vielmebr mnss man, nm der Grleicbnng (45) zii geniigen, die 
Zustandsgleicbungen des Gases vor und nacb dem Diiroligange der 
XJnstetigkeit in der Form 

Pi ~ ^l! P% ~ ^2 

scbreiben, wo 0^, Og versdiiedene Konstanten bedeiiten, wodurcli dem 
Umstande Eecbnung getragen ist, dass z. B. im Falle von Yerdich- 
tungsstossen bei dem Durcbgange der XJnstetigkeit hinetische Energie 
in Warmeenergie iibergelit, was eben Riemann niclit beriicksiclitigt. 

Die Pomo} 2 .’scbe Gleicbung gilt daber nnr ftir Stellen des Gases, 
an denen die Gescbwindigkeit sicb stetig andert; sie wird die statische 
Adiabatizitatsgleicbimg in Gegensatz zn der dynamischen Adiabatizi- 
tatsgleicbung (45) genannt®°); nacb ibr entspricbt einer plotzlicben 
Anderung der Dicbte eine grossere Anderimg des Druckes als nacb 
der Poisson’ sohen Gleicbung. 

Lord Rayleigh^^) leitete aus dem Umstande, dass in gewissen 
Fallen aus den Rieonann’ schen Formeln ein Yerlust an Energie zu folgen 
scbeint, einen Ein wand gegen die Tbeorie Riemann’ s ber. E. Weber^^) 
sucbt diesem Einwande mit der Bemerkung zu begegnen, dass bei 
plotzlicber Gescbwindigkeitsanderung in jedem mecbaniscben System 
ein Energieverlust auftritt, und z,eigt, dass auf Grund der Riemann- 
scben Annabme in der That z. B. fiir den Yerdicbtungsstoss ein Yer- 
lust an mecbaniscber Energie auftritt. Seine befriedigende Eiiedigung 
findet aber der Einwand Rayleigh’s erst durcb Heranziebung der tbermo- 
dynamiscben Betracbtungen Hugoniot’s, indem bier gezeigt wird, wieso 
der Yerlust von kinetiscber Energie durcb ibren Ubergaug in Warme 
durcb die Anderung des Zustandsgesetzes vor und nacb der Unstetig- 
keit erklart wird. In dieser Weise findet sicb die Frage aucb bei 


60) Hadamard, Le 9 ons, p. 192. 

61) Theory of Sound 2. ed. London 1896, 2, p. 32. 

62) Vgl. Biemann -Weber, Part. DiflFerentialgleichungen 2, p. 489—499, 
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G. JE. Gufry^^), E. Stodola^^') und E. Eroell^^), benancielt, wo jedocli 
Hugoniot nirgends erwahnt wird. 

Die HugoniofBQk& tliermodynamisclie Diskussion giebt iins gleicb- 
zeitig aucb die Mittel, um den Beweis zn fnbren^ dass sicb in Gasen 
nur Verdichtungsstosse aber keine Verdunnungsstosse fortpiianzen konneii. 

Miemann bat zwar alle moglicben nnstetigen Anfangszustande 
durcb Annabme Ton Yerdicbtungsstossen allein erledigt®^). Die Eie- 
mann'BokQ Losung ist jedocb nicbt die einzig mdglicbe Losung des 
Systems der Kompatibilitatsbedingungen: es konnten vielmebr bei den- 
selben Anfangsznstanden eventuell aucb alle diese Bedingungen er- 
fullende Verdunnungsstosse auftreten®*^). 

Aucb ergiebt sicb die Unmoglicbkeit von Verdiinnungsstossen 
keineswegs aus dem Energiesatz: aus der Sw^omofscben Gleicbung 
(44) resp. (45) ergiebt sicb fiir einen Verdicbtungsstoss (z. B. 0 > 0, 
c?! > cog) eine Erwarmuiig des Gases auf Kosten seiner kinetiscben 
Energie, fiir einen Verdiinnungsstoss (0 > 0, < cog) die umgekebrte 

Erscbeinung: ein Zuwacbs von kinetiscber Energie begleitet durcb 
eine Abkiiblung des Gases ®’^). 

Die Unmoglicbkeit der Eortpflanzung von Verdiinnungsstossen 
ergiebt sicb vielmebr aus dem meiten Hauptsatz der Tbermo- 
dynamik®®). Ein Verdicbtungsstoss ist keine rein adidbatische Er- 
scbeinung^ denn obwobl dem Gase von dussen keine Warme zugefiibrt 
wird, giebt es docb eine endlicbe Warmemenge, die aus kinetiscber 
Energie (etwa durcb innere Eeibung zwiscben den mit endlicb ver- 
scbiedenen Gescbwindigkeiten fortscbreitenden Gasteilcben) erzeugt 
wird. Bei dem Durcbgange einer Gasmasse durcb die Unstetigkeits- 
flacbe erfabrt also dieselbe einen Zuwacbs an Entropie^^). Die um- 
gekebrte Erscbeinung — ein Verdiinnungsstoss — also der Uber- 
gang von Eeibungswarme in kinetiscbe Energie, die Ahnahne der 
Entropie des Gases, ist also nacb dem erwabnten Hauptsatz unmoglicb. 

63) Ann. Phys. Chem. (3) 51 (1894), p. 460. 

64) Die Dampfturbinen und die Aussicbten der Warmekraftmascbinen, 
3. Aufl., Berlin 1905, p. 60. 

65) Zeitsckr. fiir das gesamte Turbinenwesen 1 (1904), p. 161. 

66) Hadaniard, Lemons, p. 194 — 199. 

67) Die Weber' BohoxL Betracktungen ®®) sind auf die i^iemaWscke Annahme 
liber die Form der Funktion ^(p) gegriindet und konnen darum die Frage nicbt 
endgiiltig erledigen. 

68) (t. Zemplen, Paris C. B. 141 (1905), p. 710; durcb Heranziebung des 
Potentials: E.Jouguet, Paris C. B. 132 (1901), p. 673, und mit Hilfe der Quasi- 
wellen (s. unten Nr. 14) Paris C. B. 138 (1904), p. 1685. 

69) Vgl. V 3, Nr. 11 — li: (Bryan). 
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Durcli den Einwand Hugoniot’s kompliziert sick auck das Problem 
der eindimensiona].en Gasbewegung der Nrn. 5, 6 u. 7^ da nack Durck- 
gang einer Unstetigkeit der Brack nickt nur eine Fnnktion von a, 
sondern auck von a wird. 

Hugoniot"^^) stellt die Gleickung auf, welcke fiir diesen Pall an 
Stelle von (39) tritt; er erkalt zwei partielle Bifferentialgleickungen 
vierter Ordnung, die er jedock irrtiimlickerweise auf eine einzige 
Gleickung dritter Ordnung^^) zuriickfukrt, Die Bekandlung dieser 
Gleickungen wurde bis jetzt nock nickt in Angriff genommen. 

9. Allgemeinere eindimensionale Probleme unstetiger G-as- 
bewegung. Das bisker bekandelte 'Problem der eindimensionalen Gas- 
bewegung, bei der die Gesckwindigkeit und die Dickte jeweils langs 
Ebenen konstant war und sick nur in Ricktung der gemeinsamen 
Normalen anderte, wurde von R. Lipschit 0 in der Weise verall- 
gemeinerf^^), dass er statt der Ebenensckar eine im Raume feste 
Plackensckar waklt, bei der sick Gesckwindigkeit und Dickte, in Rick- 
tung der Normalen, von Flacke zu Flaeke andern, wakrend sie fiir die 
einzelne Flacke konstant sind. 

Es zeigt sick, dass kierfar nur Sckaren von Placken mit kon- 
stanten Hauptkriimmungen in Betrackt kommen, sodass zu dem Fall 
paralleler Ebenen nur nock die Falle konzentriscker Kugeln und ko~ 
axialer Kreis cylinder kinzutreten. 

B. LipschiU untersuckt nun die Falle, in weicken die dies- . 
beziigiicken Gleickungen auf lineare zuruckgefiikrt werden konnen; 
man bedarf kierzu spezieller Voraussetzungen teils uber die Verteilung 
der Dickte, teils liber die ausseren Krafte. 

Die Ubertragung der Eiemann' scheii Resultate beziiglich der un- 
stetigen Bewegungen ist aber bisker nickt versuckt worden, obwokl die 
Bestimmung der Wellenflacken zweiter Ordnung, wenigstens in den 
Fallen, wo die Reduktion auf lineare Gleickungen gelingt, keine 
Sckwierigkeiten bietet. 

Eine andere Yerallgemeinerung des eindimensionalen Biemann- 
scken Problems erkalt man, wenn man die Bewegung eines Gases in 
einer Rokre mit veranderlickem Querscknitte untersuckt; die so ent- 
stekende Bewegung ist zwar streng genommen keineswegs eindimen- 
sional (Dickte und Gesckwindigkeit sind in einem Querscknitte nickt 
konstant), kann jedock mit gewisser Annakerung als solcke betracktet 
werden, wenn man auf je einen Querscknitt bezogene Mittelwerte 

70) J. ec. polyt. cab. 58 (1889), p 93, 

71) Hadamard, Le 9 ons, p. 193. 

72) J. f. Matb. 100 (1887), p. 89. 
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von Dnick und Grescliwindigkeit einfiilirt. Das Problem ist in dieser 
Form besonders wicbtig wegen seiner Anwendnng auf die Dampf- 
stromung in Tnrbinendusen. E. Stodola bat Drnekerscbeinnngen in 
Turbinendiisen beobacbtet, welcbe auf Eiemann' sake Yerdicbtungs- 
stosse bei dem Bewegungsvorgange scbliessen lassen'^^). 

Es spielt jedocb bier die Warme eine so wesentlicbe Rolle, dass 
beziiglicb der weiteren Bebandlung des Problems auf das Beferat iiber 
tecbniscbe Warmetbeorie (Y 5, Schrdter-JPrandtV) verwiesen werden muss. 

10. Zweidimensionale Probleme nnstetiger G-asbewegung. Gas- 
bewegungen, bei welcben der Zustand in jedem Augenblicke von zwei 
Koordinaten abbangtj, sind bis jetzt obne Yernacblassigung der nicbt- 
linearen Glieder der jEwZer’scben Bewegungsgleicbungen nur erst wenig 
untersucbt 'worden. 

Es gebort bierber die strenge Bebandlung der Bewegung eines 
Gases in einem Kreiscylinder^ wenn man ausser der Anderung des Zu- 
standes in Ricbtung der Cylinderaxe die Anderung in Eicbtung der 
Radien im einzelnen Querscbnitt beriicksicbtigt. In erster Aiinabe- 
rung kann man dann abnlicb aucb Robren von veranderlicbem kreis- 
formigen Querscbnitt bebandeln. 

L. ErandtV^) bat so die Bewegung untersucbt, welcbe in einem 
aus einer kreisformigen QfPnung ausfliessenden Gasstrabl vor sicb 
geht, falls der uberdruck im Kessel grosser ist als der, welcber ge- 
niigt, dem Gase Scballgescbwindigkeit zu erteilen. Bei solcbem Uber- 
druck treten relativ zur Ausflussoffnnng stebende Dnstetigkeiten (ab- 
wecbseinde Yerdunnungen und Yerdicbtungeii) auf, welcbe R. Emden 
als ebene Scballwellen betracbtete, woraus er den Scbluss zog, dass 
der Strabl mit Scballgescbwindigkeit fliesse und iiberbaupt eine bdbere 
mittlere Gescbwindigkeit nie annehmen konne. Haben wir bier tbat- 
sacblicb mit Stosswellen zu tbun, so stromt das Gas relativ zur Un- 
stetigkeitsflacbe mit der Gescbwindigkeit 

e = . 

y Qs — Qi Qi ^ 

und da bei aRen Gasen 



73) Die Dampflurbinen, p. 18. 

74) Physik. Zeitschr. 5 (1904), p. 599. 

75) Vgl. JR. Emden, tlber Ausstrbmung'serscbeinungeri permanenter Grase, 
Habilitationsscbrift, Leipzig 1899; Ann. Pbys. Chem. (3) 69 (1899), p. 264 u. 
426; P. Emden, Diss. Basel 1903, 
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so folgt, dass solclie Unstetigkeiten nur dann auffcreten konnen, 
wenn die Strdmungsgesckwindigkeit des Grases die seinem Zustande 
entspreckende Sckallgescliwmdigkeit iibersteigt. 

L. Frandtl giebt fiir den Fall stetiger Bewegnng nnd kleiner 
Wellenamplitnde eine Losung der Bewegungsgleicbnngen. 

Es existiert ein Grescbwindigkeitspotential 9?; macbt man fiir 9? 
den Ansatz: 

93 = Mi); -[- a sin ^xf(r) 

{x, r Cylinderkoordinaten, u Mittelwert yon w), so erhalt man far 
f(r) die Formel: 

m==C,J\ar) + G,Y\ar), 

wo und Y° JBesseVsche Funktionen sind; cc und sind dabei dnrcb 
die Beziebnng 

aneinandergekniipft, c ist die Fortpflanzungsgescbwindigkeit des Schalles 
bei dem betreffenden Zustand des Grases. 

Ist d der mittlere Strabldurcbmesser, so wiederbolt sick dieselbe 
Ersokeinnng in Inter vallen 

(46) A = const, d 'j/^ — 1 

A wird daker die „Wellenlange“ genannt; da A nur fiir > c® reell 
istj so tritt die ganze Ersckeinung nur bei Stromungen iiber SckalF 
gesckwindigkeit auf. 

Eine aknlicke Formel wie (46) gilt auch fiir ein Gras, das aus 
einem langlicken Scklitz von konstanter Breite ausfliesst. Hier bat 
L. Frandtl die Entstekung imd Fortpflanzung von Unstetigkeiten 
wenigstens qualitativ verfolgt. 

Am Rande der Offnung A A! (vgl. Fig. 3) erleidet der Druck p 
eine plotzlicke Anderung; es entstekt daker ein Verdunnungsstoss-^ 
derselbe lost sick jedock sofort in zwei 
immer weiter von einander riickende Ver-. 
diinnungswellen zweiter Ordnung auf (1, 2 
und 1', 2" in der Figur 3); treffen diese 
Wellen die gegeniiberliegende Grrenzflacke des 
Gasstrakls und der rukenden Atmospkare, so 
werden sie als VerdicJdungsivellen zweiter Ord- 
nung (3, 4 und 3", 4') reflektiert, welcke nun immer „steiler^'^ werden 
und infolge Symmetric eben im Punkte, wo sie die rukende Atmo- 
spkarenwand treffen, in einen Verdi cktungsstoss iibergeken, der jedock 
sofort beim Entsteken als Verdiinnungsstoss reflektiert wird; von da 



Fig. 3. 
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an wiederholt sicli die Ersclieiiiimg. In den nicht-scliraffierten Eeldern 
ist die Strdmnng ungefalir gleichformig nnd geradlinig, in den 
schraffierten niigleichformig nnd kruminlinig. 

Ist der Minimalwert ron u — c, so fallt 1 mit 1', 2 mit 3', 
3 mit 2' und 4 mit 4' znsammen imd es 
entsteM die Figur 4 mit lanter Feldern, in 
denen die Stromung nngleichformig nnd Itrnmm- 
iinig ist. 

Obwolil diese Eesultate anf kreisformige 
Offnungen niclit nnmittelbar libertragen werden 
konnen, zeigen die mit der Interferenz und 
Scklierenmetliode ausgefiilirten Beobacktungen^®) von Ansflnsserscbei- 
nungen bei kreisfbrmigen Offnungen eine befriedigende Uberein- 
stimmnng mit diesen theoretiscben Ergebnissen. 

11. Dreidimensionale Probleme unstetiger Gasbewegung (Po- 
tential- und Wirbelbewegung). Bis jetzt sind keine speziellen Falle 
von dreidimensionalen Bewegungen in Bezug anf die Entstehnng und 
Fortpflanzung von Unstetigkeiten eingebend untersucbt worden. All- 
gemeine Bemerkungen beziigiicb Potential- und Wirbelbewegung findet 
man bei Hadamard'^'^): 

Ist in einem Gase wirbelfreie Bewegung vorbanden, so wird die- 
selbe aucb nacb dem Durcbgange einer Welle zweiter und boberer 
Ordnung wirbelfrei bleiben^ wabrend eine Stosswelle im aUgemeinen 
Wirbel bervorrufen wird. 

Der erste Teil der Bebauptung folgt daraus, dass die Wirbel- 
komponenten bei einer longitudinalen Unstetigkeit mindestens zweiter 
Ordnung unverandert bleiben'^®) und die sicb in Gasen fortpflanzenden 
Wellen longitudinal sind. 

Urn den- zweiten Teil zu beweisen, berecbnet Hadamard die 
durcb die Stosswelle verursacbte Anderung der „Cirkulation^^^®) 

u dx V dy w di) 
auf einer gescblosseiien Linie. 

Auf Grund der iB«ewa?m’scben Annabme ip = 9 ?(p) erbalt er fiir 
den durcb die Stosswelle bervorgebracbten Wirbel 7j, ^ im Pnnkte 
X, y, 0 der Unstetigkeitsflacbe o: 

76) JR. Emden, P-assn. 71). S. daselbst und im Eeferate fiber tecbniscbe 
Mecbanik V 6 {Schroter-Pmndfl) die weitere Litteratur. 

77) Le 90 ns, p. 240, 363. 

78) Vgl. Hadamard, Le 9 ong, p. 116. 

79) Ygl. IV 16, Nr. la {A. E. H. Love). 
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(47) 


1 gJi 
~ ,6 dl ’ 


£ ^ 

6 dm ’ 


e = o; 


dabei ist der Zustand des Bereiclies 1 als Anfangszustand betracMet, 
I, 'T], g sind die Komponenten in Bezng auf das recbtwinklige Axen- 
system I, m, n mit dem Anfangspunkte 0 in x, y, z, 01 und Om 
tangential zur Flacbe 6, On nacb dem Bereicbe 2 gerichtet. U ist 
durob die Gleicbung 


(48) 


TJ = ( f ^ 

^ ^ \J Q /2 \J Q A 





gegeben. Der entstebende Wirbelist daber als Vektor aufgefasst immer 
tangential zur Stosswellenflacbe und verschwindet nur, wenn il auf 
derselben konstant ist. So wird z. B. bei p = die Bedingung 
fiir das Mcbtentsteben von Wirbeln: 


f!! 

2 VPi 


Qi 


(pa'^ ^ ^) = const. 


auf 6, was eine ganz besondere Yerteilung der Dicbte bedeutet. 

Auf Grund der ^Hb^omo^’scben Annabme p^ — — ^gC^’s) 

in Pormel (48) J und J* anstatt (^ J und 


muss 


(/ 


) gesetzt werden. 
9 A 


Piir pj^ = ^2 = 'WO nun und Punktionen von 

a, h, c, t sind^ erbalt man: 


(49) 


(w-i)0 ( 


^>1 


dm 




(q x-i ^ Q x-i . 

0 


Wabrend jedocb nacb der Annabme Riemann^B die durcb die 
Stoss weUen bervorgebracbten Wirbel nacb dem Durcbgange der Welle 
erbalten bleiben, erleiden sie auf Grund der jS^p'ornb^’scben Annabme 
weitere kontinuierlicbe Anderungen, da p jetzt eine Punktion von q, 

und a, h, c und einem Kurvenbogen zwiscben zwei Punkten 
des Gases nicbt mebr ein vollstandiges Differential ist. 

Es ist biernacb der Satz von Helmholtz uber die Brbaltuna; der 
wirbelfreien Bewegung nur mit der Einscbrankungj dass keine Stoss- 
weUen entsteben, giiltig; dieselben konnen aber selbst bei ganz stetigen 
Anfangszustanden entsteben und so Wirbel bervorrufen. 

Bnoyklori. d. math.. Wiasensoh. IV 2. 
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13. Die BoUe der Unstetigkeiten in der Ballistik. In der 
Ballistik; sowohl in der ausseren als aucli in der inneren, spielen un- 
stetige Bewegungen eine wichtige BoUe. 

a) A-%{,ssere SallistiJc, Hier ruft das sicli in der Luft bewegende 
G-escboss in derselben eine Bewegung berror, bei der im allgemeinen 
Unstetigkeiten auftreten und die genan zu verfolgen fiir das Studium 
der Luftbewegung ebenso wicbtig ist, wie fiir das der Grescboss- 
bewegung. 

Bewegt sicb das Grescboss mit kleinerer Gresehwindigkeit als die 
des Scballes in der Atmospbare (ca. 330 m) und betracbtet man zur 
ersten Orientierung die Bewegung als eindimensional^ so entsteben Ver- 
diebtungswellen (2. Ordnung), welcbe mit wacbsender Zeit ein immer 
steileres Dicbtigkeitsgefalle baben werden, im Eanme a, t, x durcb eine 
abwiekelbare Flacbe dargestellt werden konnen und auf der Btickkebr- 
kante derselben in einen Verdicbtungsstoss iibergeben. Im drei- 
dimensionalen Raume wird die Bewegung wabrscbeinlicb nicbt so 
einfacb und es ist bis jetzt die Placbe, auf der sicb die Verdicb- 
tungswellen iiberbolen, nicbt experimenteU beobacbtet worden. 

Wird die ScbaUgescbwindigkeit iiberscbritten, so werden die ent- 
stebenden Verdiobtungswellen vom Grescbosse selbst iiberbolt, es wer- 
den daber Verdicbtungsstosse entsteben. Verdicbtungsstosse, welcbe 
sicb mit dem Grescbosse selbst weiter bewegen, wurden von E. Mach 
(1885) zum ersten Male beobacbtet®°) (KopfweUe). Zur vollstandigen 
tbeoretiscben Erklarung der Erscbeinung reicben jedocb die bisberigen 
Untersucbungen uber Luftwellen nicbt aus. 

H. Sebert und M. Hugoniot^^) fanden fiir die Portpflanzungs- 
gescbwindigkeit einer durcb eine plotzlicb erteilte Grescbwiiidigkeit V 
bervorgebracbte Stosswelle in einem rubenden Grase von der kon- 
stanten Dichte Qo Ealle des eindimensionalen Problems unter 
Zugrundelegung der Mugoniot’ schen adiabatiscben Gleicbung (45): 

(60) 

6 bat zwei verscbiedene Werte entsprecbend den zwei Wellen, welcbe 
von der Flacbe, wo die Storung eintritt, in zwei verscbiedenen Ricb- 
tungen auseinanderlaufen. 

Das wiirde im Falle der Grescbossbewegung (F Grescbossgescbwin- 


80) Die Ergebnisse der experimentellen Untersucbungen iiber durcb Ge- 
scbossbewegung bervorgerufenen Luftwellen sind samt Litteraturangabe bei Grans 
(Ballistik IV 18, Ur. la) zusammengestellt; vgl. aucb S. Finsterwalder (Aero- 
dynamik) IV 17, Ur. 4. 
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digkeit) einen Verdiclitiingsstoss an der Spitze des Grescliosses in der 
Riclitmig der Gresclioss'bewegung und kinter dem Gresckosse einen 
sofort sick auflosenden Verdiinnungsstoss mit entgegengesetzter Fort- 
pflanzungsgesckwindigkeit ergeken. In Formel (50) gilt das positive 
Vorzeicken der Quadratwurzel fiir den Verdicktungsstoss. 

1st 

T72 

— 1) 9o ’ 

SO vp-ird nack der dynamiscken Kompatikilitatskedingung der Druck p 
kinter dem Gesckosse negativ^ das Gas wird dem Gesckosse nickt 
folgen, es entstekt kinter dem Gesckosse ein Vakuum; fiir ji=l,4 
v^iirde dies kei ca. drei nnd kalkfacker Sckallgesckwindigkeit anftreten. 

6 ist fiir V == 0 (unendlick Heine Gleickgewicktsstorung) gleick 
der Fortpflanzungsgesckwindigkeit einer Welle zweiter Ordnung^ 

6 wackst mit V und konvergiert fiir V = oo zu 1, JSfack den 

Experimenten von Mach ist jedock die Fortpflanzungsgesckwindigkeit 
der Kopfwelle gleick der Gesckossgesckwindigkeit (was kier nur kei 
r=oo der Fall ist), der Abstand der Kopfwelle vom Gesckosse 
nimmt aker mit der Gesckossgesckwindigkeit zu. Das Gesckoss er- 
zeugt in der Tat keine Stosswellen (die Gesckossgesckwindigkeit wird 
nickt „pl6tzlick“ kervorgekrackt), sondern eiiie Reike von Besckleu- 
nigungswelleii, die sick in gewisser Entfernung vom Gesckosse uker- 
kolen und eine mit dem Gesckosse gleicker Gesckwindigkeit sick fort- 
pflanzende StossweUe kilden, 

Beziiglick der Gesckosskewegung ergiekt sick aus der Tkeorie 
der Luftwellen die Berecknung des Luftwiderstandes, welckes das 
Gesckoss erfakrt. 

Nimmt man auf Grund der Erfakrung 6 = V und kerecknet aus 
den Kompatikilitatskedingungen und der Gleickung der Adiakatizitat 
kei gegekenen (= Pq), (= <^o) durck Elimination von — % 
und cog die Grosse p^, so ergiekt sick aus p^ — ein Maass fiir den 
Luftwider stand des Gesckosses®^). 

Die Zaklenwerte zeigen fiir die dynamiscke Adiakatizitatsgleickung 
eine kefriedigendere Ukereinstimmung mit der Erfakrung als fiir die 
statiscke. 

Das Verfakren Vieille^B kann dadurck vervollstandigt werden, dass 
man nickt — p^ als Luftwiderstand ansiekt, sondern die kinter dem 
Gesckosse entstekende Verdiinnungswelle mit in Betrackt ziekt. Hada- 


81) P. Vieille, Memorial des poudres et salpetres 10 (1900), p. 255. 
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mard^^) stellt die entspreclienden Formeln auf, sie zeigen aber eine 
scblecbte Ubereinstimmung mit der Erfabrung. 

Es ist jedocli Har, dass die Ursacben der mangelbaften tlber- 
einstimmimg im unTollkommenen Ansbau der Tbeorie, aber nicbt in 
ibren Grundlagen zu sucben siiid, denn erstens wird die Grescboss- 
bewegung in grober Annaberung als eindimensionales Problem be- 
bandelt, zweitens ist selbst unter dieser Yoranssetzung die Frage tbeo- 
retiscb nicbt vollkommen erledigt. 

b) Innere Bei dem Yorgange der Explosion wird 

der Ranm, welcber zuyor yon einem Eorper (welcber gewobnlicb 
■unter atmospbariscbem Drucke stebt) erfiillt war, fast momentan yon 
einem Gase yon sebr bobem Drucke eingenommen, es entstebt daber 
ein Dincksprungj eine Unstetigkeit erster Ordniingj welcbe sicb nacb 
den oben bebandelten Gesetzen fortpflanzt. Obne weiteres konnen 
aber die Ergebnisse, welcbe sicb auf die Fortpflanzung yon Stoss- 
wellen in bomogenen Gasen bezieben, nicbt auf den Yorgang der 
Explosion iibertragen werden, wo die „Explosionswelle^^ zwei cbemiscb 
yon einander yerscbiedene Substanzen yon einander trennt; bei der 
FortpHanzung derselben spielt daber nicbt nnr die Ausgleicbung des 
Di noknntei scbiedes eine Bolle^ sondern a’ucb die fortgesetzte Ent” 
stebung neuer Gasmengen mit bedeutendem Drucke. 

Das explosiye Praparat wird, wenn es ein fester Korper ist, 
immer in Kornern yerteilt im Explosionsraume gelagert, so dass 
zwiscben den Kornern Lnft unter atmospbariscbem Drucke yorbanden 
ist. Die durcb Entzundung auf einem kleineren Teile des Praparats 
entstandene utosswelle pdanzt sicb in dem Gase, welcbes sicb zwiscben 
den Kornein befindet, fort und wirkt auslbsend auf die cbemiscbe 
Beaktion ), welcbe durcb die Stosswelle mitgenommen wird. Die 
Explosion gebt dadurcb yiel rascher yor sicb, als man es nacb der 
®iiiningsgescbwindigkeik^ des Praparats allein erwarten wiirde®®). 

Zuyerlassige quantitatiye Untersucbungen bezieben sicb meistens 
auf die Explosion yon Gasen. 


82) Le9ona, p. 206. 

83) IV 18, Nr. 7—12 {C. Cram)-, im Torliegenden Artikel werden nur die 
Arkeiten erwahnt, welcbe die berubrte Frage vom Standpiinkte der Tbeorie der 
Wellen behandeln. 

84) J. van't Hoff, Vorlesungen aber theor. and pbys. Chemie, 1. Cbemiscbe 
Dyaamik, Brauascbweig 1898, p. 247. 

85) Zam erstea Male baben E. IHacTi and iT. Sommer, Wien. Ber. 75^ (1877) 
p. 128, die Vermatang aasgesprocben, dass bei der Explosion die Bmnann’ achen 
Wellen zar Geltung kommen. 
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Die Yerbrennungsgescli'windigkeit von Grasen wurde von JBunseoi^^) 
ans der Verbrennnng von ansfliessenden Gasen bestimmt; sie betragt 
bei reinem Enallgase 34 msec" Bunsen zog aus seinen Versncben 
den Schlnss, dass bei der Explosion die Verbrennnng sprungweise 
vor sicb gebe: im ersten Stadium steigt die Temperatur z. B, des 
Koblenoxydknallgases anf 3000° C., entbalt jedocb % des vorbandenen 
Knallgases im unverbrannten Zustande, beim Abkiiblen bis anf 2500° C. 
erfolgt eine neue Explosion, bei der aber wieder nur ein Teil des 
Gases abbrennt u. s. w. M. Berthelot^'^) und Le Chatelier^^) zieben 
jedocb aus ibren Versncben den Scbluss, dass die „Bxplosion“ mit 
viel grosserer Gescbwindigkeit als die „Verbrennung" vor sicb gebt. 
Berthelot nimmt speziell die Explosionsgescbwindigkeit fur jedes Gas 
konstant und sucbt eine Tbeorie der Explosion mit Hiilfe der kine- 
tiscben Gastbeorie zu geben. Mallard und Le Chatelier ®°) untersucbten 
die Bewegung der Flamme der Gase anf pbotograpbiscbem Wege und 
fanden, dass die Bewegung derselben anfangs gleicbformig, dann gleicb- 
formig bescbleunigt ist, Dagegen sucben A. v. OUingen und A. v. Qernet °°) 
aus ibren pbotograpbiscben Untersucbungen wieder einen Beweis fiir 
die Bunsen’ sche Tbeorie der Partialexplosionen zu befern. H.B.JDixon^^) 
betracbtet die Explosionswellen als ein Analogon der Scballwellen, 
wtibrend bereits B. A. Schuster die Biemann ’ Tbeorie der Ver- 
dicbtungsstosse auf die Explosionswellen zu iibertragen sucbt. 

P. Vieille'^^) bat dann sp’ater die Frage vom Standpunkte der 
Fortpflanzung von Unstetigkeiten wieder aufgenommen. Er bat die 
Gescbwindigkeit bestimmt, mit welcber die durcb Verbrennnng einer 
kleinen Menge explosiven Praparats entstandene Welle sicb in der 
umgebenden Atmospbare fortpflanzt. Die Versucbe ergeben eine 
scbone Bestatigung der Biemann’schen Tbeorie, denn er erbielt bei 
kleinen Uberdrucken (Scbwarzpulver bis zur Ladungsdicbte 0,0006) 
merklicb konstante Werte fiir 6, welcbe wenig von der Fortpflanzungs- 
gescbwindigkeit des Scballes abwicben, dann begann 6 zu wacbsen 
und erreicbte bei der Ladungsdicbte 0,03 den Betrag 1268 msecb 
Die allmablicb eintretende Verbrennnng ruft namlicb Wellen zweiter 


86) Ann. Phys. Ckem. (1) 131 (1867), p. 131. 

87) Sur la force des matieres esplosiyes dApres la thermo-chimie, 1, Paris 
1883, p. 118; Paris C. R. 93 (1881), p. 13. 

88) Paris C. E. 93 (1881), p. 145. 

89) Ann. des mines (8) 4 (1883), p. 274. 

90) Ann. Phys. Chem. (2) 33 (1888), p. 586. 

91) London Phil. Trans. 184a (1893), p. 97; p. 151 Note von P. A. Schuster. 

92) Paris C. E. 126 (1898), p. 31; 127 (1898), p. 41; 129 (1899), p. 1228. 
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Ordnung hervor tind so lange diese sicli auf der experimeatell be- 
obacbteten Strecke (bei Vieille 4 m) nicb.t liberbolen, erbalt man fiir 
ibre Fortpflanzung die Scb.allgescbwindigkeit, erst wenn sie sick liber- 
kolen; wird ikre Gresch-windigkeit mit dem entstekendeii Uberdruck 
zunekmen. 

Vieille beniitzte seine Yersucke, bei denen auck der Uberdruck 
experimeiitell bestimmt wurde, zur Kontrolle der dynamiscken Adia- 
batizitatsgleickung; (5s ergiebt sick eine bessere Ubereinstimmung der 
Tkeorie und Erfakrung aus der IIugoniof&(^&a. als aus der Poisson- 
scken Grleickung. 

Die Yersucke Vieille' & bestatigen jedock nur das Resultat; dass 
der durck Explosion entstandene Uberdruck sick als eine Unstetio-- 
keit in der umgebenden Atmospkare fortpflanzt, beweisen aber nicht, 
dass die Fortpflanzung der Welle auck im explosiven Praparat selbst 
so Tor sick gekt^^). 

Diese Frage wurde dann von E. Le Ghatelier^^) wieder auf- 
genommen; er versuckt wenigstens qualitativ durck pkotograpkisoke 
Registrierung den Yorgang der Explosion zu versteken. Er findet 
folgende Resultate: 

1) Die Explosionswellen sind liei/ne matkematisck strengen Un- 
stetigkeiten erster Ordnung; jedock findet die Dicktigkeitsanderung 
auf einer Strecke statt^ die weniger als 1 cm betragt. 

2) Die Yerdicktungsstosse entsteken gewoknlick nur eine gewisse 
Zeit nack der Entziindung in gewissen Abstanden von dem Punkte 
wo der Yorgang eingeleitet wurde. 

3) Es entsteken immer zwei aus einander laufende Yerdicktungs- 
stosse, 

4) Die Yerdicktungsstosse erleiden an den Gefasswanden Refiexion. 

5) Zwei sick begegnende Wellen bringen eine Reike ikneu nack- 
folgende Wellen kervor. 

6) Nack dem Durckgange der Wellen fiikrt die Gasmasse eine 
oszillierende Bewegung aus. 

Neuerdings kat dann auck H. B. Bixon^^) ausfiikrlick die Ex- 
plosion von Gasen auf pkotograpkisckem Wege untersuckt; er bestimmt 
aus seinen Yersucken die Gesckwindigkeit der Explosions wellen (Deto- 


93) Paris C. E,. 130 (1900), p. 235. 

94) Einige Versucbe Vieille' s wurden aller dings auch so ausgefubrt, dass 
das explosive Praparat in einer EObre gleicbrniissig verteilt -war. 

95) Paris C. R. 130 (1900), p. 1755; 131 (1900), p. 30. 

96) London Pbil. Trans. 200 (1903), p. 315. 
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nationswellen) sowolil gleich nacli der Entstelmng, als auch. nach 
Reflexion an den G-ef ass wand en; auch. hat er den Zusammenstoss von 
Detonationswellen untersucht, die entstehen, wenn das explosive Gras 
an zwei Stellen entziindet wurde. Auch diese Yersuche hestatigen 
die Amiahme, dass die Explosionswellen Yerdichtungsstosse sind. 

Ausser den verschiedenen genannten Lahoratoriumsversuchen hat 
W. Wolff auf dem Schiessplatze zu Oummersdorff init sehr grossen 
Mengen (je 1500 kg) explosive! Praparate Yersuche ausgefuhrt und 
die Eortpflanzungsgeschwindigkeit, zeitliche und raumliche Dichtig- 
keits’anderungen von Schallwellen experimentell bestimmt. Die Re- 
sultate sind mit den fiir raumliche Beweguhgen hekannten mehr 
qualitativen Ergebnissen in tJbereinstimmung. 

Fiir die Lbsung des inneren ballistischen Problems sind die Her 
erwahnten Fragen von entscheidender Wichtigkeit j dennoch ist bis 
jetzt eine befriedigende Ubertragung der Resultate der Theorie der 
Unstetigkeiten noch nicht gelungen. 

13 . Unstetige Bewegungen in inkompressiblen idealen (tropf- 
baren) Bliissigkeiten. Die Bewegungen der tropflaren Fltissigkeiten 
werden gewohnlich unter der vereinfachenden Annahme behandelt, 
dass die Dichte q raumlich und zeitlich konstant, also p von p un- 
abhangig ist. In einer solchen Fliissigkeit werden daiin, wenn man 
ausserdem von der Reibung und Kapillaritat absieht, keine longitudi- 
nalen Unstetigkeiten auftreten kbnnen, da diese immer mit einer Un- 
stetigkeit der Dichte oder einer ihrer Ableitungen verbunden sindj 
andererseits werden die transversalen Unstetigkeiten stationar sein, an 
den einzelnen Fliissigkeitsteilchen haften, da transversale Wsllen in 
Fltissigkeiten nicht moglich sind. 

Solche transversale Unstetigkeiten konnen auch 0^®^ Ordnung sein, 
wenn man voraussetzen will, dass die Fliissigkeitsteilchen iiber einandei 
gleilen. Nach H. v. Helm]ioU0^^) tritt das Gleiten immer ein, wenn 
die hydrodynamischen Gleichnngen fiir p einen negativen Wert er- 
geben wiirden (bei der Bewegung einer Fliissigkeit um eine eckige 
Wand). Hadamard^^) beweist, dass das Gleiten aber 7iur in diesem 
Falle eintreten kann, denii ist in einem Augenblicke in der Fliissig- 
keit keine solche Trennungsflache da, so wird, wenn der Druck positiv 
ist, auch keine Trennungsflache im Laufe der Zeit entstehen. 


97) Ann. Pbys. Chem. (3) 69 (1899), p. 329. 

98) Berl. Monatsber. 1868, p. 216. — Vgl. IV 16, Nr. If. (A. M Love). 

99) Le9ons, p. 355. 



320 IV 19. G. ZempUn. tiber unstetige Bewegungen in Flussigkeiten. 

Man erhalt ein treueres Bild der thatsachliclien Erscheinungen 
wenn man die tropfbaren Fliissigkeiten nicht als inkompressibeL aber 
als sebr wenig kompressibel betracbtet und 

~ — jo^) 

setzt, wo A eine kleine Konstante ist; dann ist fiir tropfbare Fliissig- 
keiten dieselbe Tbeorie giiltig wie fiir Gase, allerdings mit der Yer- 
einfacbung, daB 6 bei alien Unstetigkeiten bdberer als erster Ordnung 
konstant ist nnd daber eine Uberbolung der friiber entstandenen 
WeUen durcb die nacbfolgenden nicbt moglicb ist; Yerdicbtungsstosse 
werden also^ bei den tropfbaren Fliissigkeiten aus stetigen Anfangs- 
zustanden nicbt entsteben und es werden sicb also lediglicb Scball- 
wellen in denselben fortpflanzen. 

14. Unstetige Bewegungen in zahen Plussigteiten. Die Ent- 
stebung und Fortpflanzung yon Unstetigkeiten in hompressiUen zaben 
Fliissigkeiten 1 st von P. Duhem eingebend untersucbt worden; eine zu- 
sammenfassende Darstellung seiner Untersucbungen findet sicb in 
seinen ^^Recbercbes'^ . 

Er bebandelt das bydrodynamisebe Problem vom allgemeinen 
btandpmikt der Tbermodynamik und untersucbt die mit den durcb 
.Reibung und Warmeleitung korrigierten bydrodynamiscben Grund- 
gleicbungenvertraglicben Unstetigkeiten Er nimmt die Gleicbungen 
in EuWAqx Form an, betracbtet dabei die beiden Reibungskoeffi- 
zienten als nnabbangig yon einander^o^^ und ebenso den Warmeleitungs- 
koeffizienten^ als^ Funktion der Dicbte p und der absolnten Tempe- 
ratur T. Fiir die Warmeleitung bentitzt er die yon (?. Kirchhoff^^^) 
aufgestellte Gleicbung (yon BuJiem ^relation supplementaire^^ genannt). 

^ Das sind zusammen mit der Zustandsgleicbung der Gase secbs 
Gleicbungen fiir die secbs unbekannten Grossen: 

u, v, w, p, Q, T. 

FTun leitet Buhem aus dem fiir unstetige Bewegungen entsprecbend 
yerallgemeinerten B Alembert^ Prinzip^) die' Eompatibilitats- 
bedingungen ab, welcbe auf einer Unstetigkeitsflacbe erster Ordnung 
(StossweRenflacbe) erfiiUt sein miissen. Sie gestalten sicb verscbieden 
je nacbdem man voraussetzt, dass^°^): 


100) S. daselbst auch die einscblagige Litteratur. 

101) Reclaerches, p. 28. 

102) JPoisson, J. (5c. polyt. call. 20 (1829), p. 174. 

103) Vorlesungen ulier math. Physik, 4: Warme, Leipzig 1894 p. 118. 

104) Eecherches, p. 87. > • ■ 
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a) die Komponenten der inneren Reibung, welcbe bei kleinen 
Deformationen als lineare Funktionen der Deformationsgescbwindig- 
keiten angeseben -werden, nicU unendlicb werden, wenn die Deforma- 
tionsgescbwindigkeiten ins Unendlicbe wacbsen, oder 

b) die lineare Beziebnng zwischen Reibungskrafteii und Defor- 
mationsgescbwindigkeit aucb. auf der Unstetigkeitsflacbe bestebt, so 
dass daselbst beide nnendlicb gross werden. 

Es ergiebt sicb, dass nur bei der Annabme a) eine Fortpflanzung 
yon StossweUen moglicb ist^ bei der Annabme b) aber nicbt. JDuhem 
selbst bezeicbnet jedocb die Annabme a) als wenig plansibel. 

Bei Wellen erster Ordnung in Bezug anf u, v, iv werden die 
Komponenten der inneren Reibung nnstetig, bei Wellen boberer Ord- 
nung sind dieselben stetigj fur Bescbleunigungswellen ist daber eine 
Unterscbeidung der Annabmen a) oder b) nicbt mebr notig. 

Duhem erbalt folgende Resultate : 

1) In einer inkompressiblen und die Warme gut leitenden Fltissig- 
keit kann keine Unstetigkeitsflacbe existieren. 

2) In einer kompressiblen oder scblecbt leitenden kdnneii nur 
stationare (an den Flussigkeitsteilcben baftende) Unstetigkeitsflacben 
besteben, dieselben sind jedocb versobiedener Ordnung in Bezug auf 
die verscbiedenen Elemente der Bewegung; in einer kompressiblen 
und gut leitenden Fliissigkeit ist eine Unstetigkeitsflacbe die in p 

Ordnung ist, n U®'' Ordnung in u, v, w und T, in einer scblecbt 
leitenden Fliissigkeit eine Unstetigkeit Ordnung in p, T, n-\~ 
Ordnung in u, v, w. 

Diese bauptsacblicb negativen Resultate, welcbe mit der experi- 
mentellen Tbatsacbe der Fortpflanzung yon ScballweUen nicbt in Ein- 
klang steben, und die aucb dann nocb mit der Erfabrung in keiner 
befriedigenden Ubereinstimmung steben, wenn man zunacbst yon der 
Zabigkeit absiebt, indem sicb namlicb fiir 6 einer Bescbleunigungs- 
welle in einer reibungslosen die Warme beliebig wenig leitenden 

Fliissigkeit die Wewfow’scbe Formel == -^ und nur fiir eine die 
Warme iiberbaupt nicbt leitende Fliissigkeit die mit der Erfabrung 
iibereinstimmende Q-leicbung yon Laplace {d'^ = ^ ergiebt, yeran- 

lassten JDuhem zur AufsteUung seiner Tbeorie der Quasiwellen (quasi- 
ondes), Dahem setzt yoraus, die Wellen seien iiberbaupt keine eigent- 
licben Unstetigkeitsflacben, bestanden yielmebr aus je zwei Flacben 


105) Becberclies, p. 162. 

106) B.ecljerclies, p. 173. 
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Tind 8^, deren Abstand sebr Mein (= s) sei, und zwiscben denen 
die Anderung der friiber als unstetig betracbteten Elemente kontinuier- 
licb. vor sick geke, iinr sodass ikre Anderungsgesckwindigkeit „gross 
gegeniiber £“ wird. 

Eiir die Portpflanznng dieser sogenannten Quasiwellen stellt nun 
Diihem Pormeln anf, die bis zur Girossenordnung von e ricktig sind. 

Piir longitudinale Wellen, deren Breite s Mein ist gegeniiber 
dem Warmeleitungskoeffizienten Jc (alles in c. g. s. Einkeiten) der 
Eliissigkeit gilt die Neivton’ sche, fiir longitudinale Wellen, wo s und 
von derselben Grossenordnung sind, die Laplace^scke Formel. 

Buhem beweist nun, dass das Vorkandensein einer nock so ge- 
ringfugigen Zakigkeit eine imtere Grense fiir e festsetzt, so dass fiir 
die wirklicken Fliissigkeiten in der Tkat die AapZace’scke Formel gilt. 

JE. Jouguet^^’^) kat die Tkeorie der Quasiwellen auf die Explosions- 
wellen iibertragen und die tkeoretisck berecknete Fortpflanzungs- 
gesckwindigkeit derselben mit den Experimenten von JBerthelot^'^), 
Vieille und Bixon verglicken. 

Die ebene Bewegung inlompressiUer Fliissigkeiten mit seJir Icleiner 
Reibung kat L. Brandtl untersuokt Er nimmt die Reibung so 
klein, dass ikre Wirkung iiberall da vernacklassigt werden kann, wo 
nickt sekr grosse Deformationsgesckwindigkeiten auftreten, wakrend 
sie in der diinnen IJbergangssckickt an den festen Gefasswanden wegen 
der dort auftretenden grossed Gesckwindigkeitsuntersokiede zu beriick- 
sicktigen ist. 

Das Hauptergebnis seiner Untersuckungen ist dann dieses, dass 
sick in bestimmten Fallen an einer durck die ausseren Bedingungen 
gegebenen Stelle der Fliissigkeitsstrom von der Wand ablest. Es 
sekiebt sick eine durck die Reibung in Rotation versetzte Fliissig- 
keitssekiekt in die freie Eliissigkeit kinaus und spielt daselbst die- 
selbe Rolle, wie die JSelmJioltz^^oh&a. Trennungssckickten. Die not- 
wendige Bedingung fiir das Ablosen des Strakles ist eine in der 
Ricktung der Stromung langs der Wand kerrsekende Drucksteige- 
rung. 

Bemerkenswert ist, dass bei Veranderung der Reibungskonstanten 
sick lediglick die Dicke der Wirbelsckickt andert, alles andere jedock 
konstant bleibt, sodass beim TJbergange zu versekwindender Reibungs- 
konstanten die Stromungsfigur immer dieselbe bleibt. 


107) Paris C. R. 139 (1904), p. 121 und 140 (1906), p. 711. 

108) Vgl. Verbandlungen des 3. intern. Mathematikerkongresses zu Heidel- 
berg, Leipzig 1905, p. 484. 



Schlussbemerkung. 


323 


Als Beispiele iiat Prandtl die Bewegung der Fliissigkeit langs 
Biner in dieselbe kineinragenden geradlinigen und langs einer kreis- 
formigen Wand kekandelt und vergleickt die Ergebnisse seiner Tkeorie 
mit qualitatiyen Yersucken. 

S cMussbemerkung. 

Die im Yorstekenden dargestellten Metkoden zur Besckreibung 
der sick in Fliissigkeiten fortpflanzenden Unstetigkeiten konnen auek 
auf andere Grebiete der Pkysik ausgedeknt werden. Fast immittelbar 
konnen sie auf elastische Korper iibertragen werden; es sei kier nur 
der Anwendung auf die Bewegung der gespannten Saite und allgemein 
auf Wellenbewegung in elastiscken Korpern gedackt; im ubrigen aber 
auf die einscklagigen Referate uber Elastizitat weiter unten verwiesen. 

Auck in der Elektrizitatstkeorie, insbesondere in der Elektro- 
dynamik bewegter Korper (Elektronentkeorie) spielt die Fortpflanzung 
yon Unstetigkeiten eine wicktige Rolle. Das Analogon der Sckall- 
wellen endlicker Amplitude sind kier die elektromagnetiscken Wellen, 
welcke einer aknlicken analytiscken Bekandlung zuganglick sind. 
Ebenso steken diese Untersuckungen zu der Wellenoptik in Beziekung. 
Hieriiber yergl. die einscklagigen Referate in Bd. Y. 



(AbgescMossen im September 1905.) 
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Vorbemerknng. Die praktisclie Hydraulik zeigt ein wesentlich 
anderes Greprage als die theoretiscke Hydro dynamik. Die Dunkellie% 
in Tvelcke bisher die Gresetze der Fliissigkeitsreibung gehiillt sind^ 
einerseits und die Verwickeltheit vieler Vorgange Ton techniscber 
Wicbtigkeit andererseits bewirken, dass das Scbwergewicbt vielfach 
in Versuchsreiben gelegt werden muss, welche nur den Sonderfall 
betreffen, obne unsere Einsicbt in den Zusammenbang der Erscbei- 
nungen zu vertiefen. So ist die praktiscbe Hydraulik beute nocb. 
Tornebmliob ein Macbtgebiet der Koeffizienten und ibre Arbeits- 
metbode vielfacb nur eine Interpolation empiriscber Daten. Dabei ist 
festzubalten, dass die tecbniscben Aufgaben nicbt gleicb den pbysika- 
liscben Tom Porscber frei gewablt, sondern ibm durcb das praktiscbe 
Bediirfnis aufgezwungen werden. Eine tbeoretiscb uubefriedigende 
Losung, wenn sie nur in den Grenzen, innerbalb welcber die Tecbnik 
sie verwendet, sicb nocb braucbbar zeigt, ist dann immer nocb besser 
als gar keine. 

Hierzu tritt als ein fiir die strenge Porscbung ungiinstiger Um- 
stand der, dass bei zablreicben Yorgangen die Bescbaffenbeit der 
Wande des Wasserlaufes von massgebendem Einflusse ist und die- 
selbe baufig nicbt genau genug erkannt, bescbrieben oder bergestellt 
werden kann. Besonders wird aucb die Verwendbarkeit der genauen 
Berecbnung dadurcb beeintracbtigt, dass die Bewegungsweise in ge- 
wobnlicben naturlicben oder selbst kiinstlicben Betten und in Leitungen 
zablenmassig nicbt geniigend feststebt. 

Dieser unfertige Zustand der Hydraulik bedingt daber aucb wesent- 
licb den Cbarakter des vorliegenden Berichtes. Es musste das Scbwer- 
gewicbt auf die jeweilige Bebandlung der Einzelprobleme gelegt und 
bier gezeigt werden, wie weit man durcb Yerkniipfung der Erfab- 
rungszablen mit rationalen Erwagungen Erfolge erzielt bat. Fiir die 
Ausfiibrung bedeutet dies zum Teil ein Hervortreten nicbt matbema- 
tiscber tJberlegungen, fiir die Anordnung des Stoffs, dass sie den 
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ausseren Natiirersclieinungeii folgt and dass eiuige allgemeiiie Gesetze 
in losorem ZusamniGnliange der geordneten Darstollang voraiig6st©llt 
"Wfirdsn musston. "Vielfacii liaben solbst Boobaciitungen an and fiir 
sicb. A.afnalini6 gofandon and si© wardsn am so wenigsr absrgangonj 
als gerads si© am scb.W 0 rst©n zar Kenntnis d©s TL.©or6tiIi;ers g©langenj 
and docb. konnen aach si© sein Interess© beansprach.©n^ denn wenn 
die aasgearbeiteten Entwickelangen zeigen, was bereits mit matbe- 
matiscber Hilf© geleistet worden ist^ weisen die nocb anerklarten Er- 
scbeinangen aaf die Problem© bin, die nocb der matbematiscben Tbatig- 
keit barren*). 


I. Einleitung. 

1. Haaptarten der bydranlisoben Vorgange. Stellt man die 
Grundwasserbeivegung far sicb, so bildet die Bewegang des Wassers in 
gescblossenen Leitangen oder offenen Gewassern den ©igentlicben Gegen- 
stand der Hydraalik. Jenacbdem bierbei ©in wirklicbes Fortfliessen oder 
nar ©in Sebwingen der Wasserteilcben am eine Gleicbgewicbtslage statt- 
findet, bat man es mit einer Stromungs- oder Wellenbewegung za than. 
Diese Unterscbeidang gewinnt dadarcb an Bedeatang, dass bei der 
Stromang die Reibang des Wassers eine wesentlicbe Rolle spielt, 
wabrend man bei Betracbtang der Wellen aacb in der praktiscben 
Hydraalik das Wasser in erster Annaberang als reibangsfrei anseben 
darf and nar selten (z. B. bei Besprecbang der Brandang) gezwangen 
ist, die Reibang za beriicksicbtigen. Es greift daber die praktiscbe 
Hydraalik bei Bebandlang der Wellen gewbbnlicb aacb aaf die Ent- 
wickelangen der rationellen Hydrodynamik zariick, die sie nar in ge- 
wissen Fallen in einer ibr beqaemen Form nea darstellt^). 

Die Bezugnabme aaf die rationelle Hydrodynamik fallt bei den 
Strbrnangsbetracbtangen im allgemeinen fort and kann nar bei den 
Vorgangen wieder angebracbt sein, die sicb aaf karzen Wegen, z. B. 
an den Stellen plotzlicber Gescbwindigkeitsanderangen, abspielen. 
Infolge der Kiirze der Wege tritt bei ibnen namlicb der Arbeits- 
verbraacb fiir die Reibang gegeniiber jenem fiir die Gescbwindio-- 


) Bei der Ansarbeitung des vorliegenden Artikels, insbesondere der Ab- 
teilangen I imd 11 wurde der Verfasser von Herm 0. S. Muller in bocbst dankena- 
werter Weise nnterstntzt. • Forchheimer. 

A ^ 1 yorbegenden Bencbte kommt dieser Tatbestand dadurch zuni 

Ausdruck, dass die in Nr. 10 gegebenen Entwickelungen zur Wellenlebre als 
Nacbtrag zn der Darstellung in dem Eeferate tLber rationelle Hydrodynamik 
(Lv 16 , A. F. S. Love) gemeint sind. 
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keitsvermeliriing zuriick. Die StromungsproUeme konnen also folge- 
richtiig in solcke kei „unstetiger“ und solcke kei „steUger Wandungs- 
fldche^^ gesckieden werden. Beide Gruppen erfahren dann nock in 
likliclier Weise weitere Gliederung (gleickformige, stationare n. s. w. 
Be'pregung). 

2 * Voranssetzimgen und Grundbegriffe. Das erstrekenswerte 
Ziel -ware eine allgemeine Tkeorie reikender Pliissigkeiten, in die sick 
die Ijosungen der Einzelanfgaken als Beispiele einordnen wiirden. 
Akei-* eine solcke liegt zur Zeit nickt vor; denn die von der ratio- 
nellen Hydrodynamik gegekene (vgl. lY 15, ISTr. 12 — 18, A.E.H.Love) 
leitet; zu Folgerungen, die mit der Beokacktung nickt stimmen. Aller- 
ding-s kat man seit langem versuckt^), die von C.L.Navier anfgestellten 
Glei duungen fiir reikende Pliissigkeiten zweckentspreckend nmznge- 
stalten. Aker fast alle diese Yersucke nnterliegen kerecktigten Be- 
denkeia, und nur die Tkeorie von J. JBoussinesq, die jedock weniger 
eine xneckaniscke Erklarung als eine Sckilderung des mittleren Be- 
wegixxigszustandes giekt, vermag als solcke einigermassen zu kefriedigen. 

^ker die kydrauliscke Litteratur ist nock weit entfernt, sick den 
JBouss'inesq'' schen Standpunkt zu eigen gemackt zu kaken, so dass er 
um fso weniger im vorliegenden Berickte in den Mittelpunkt gerkckt 
werd.en konnte. (Ygl. daker die JBoussinesq' sohen Entwickelungen je- 
weils kei der Darstellung der Einzelprokleme,) 

2 a. Das BernouUPsclie Tbeorem. Dieser Mangel einer all- 
gemeinen Tkeorie, der nack dem in Nr. 1 Gesagten insbesondere fiir 
die dBekandlung des Stromens innerkalk stetiger Wandung kervor- 
treten. muss, wird kier kis zu einem gewissen Grade durck den Um- 
staii<3. ausgeglicken, dass der Bewegungszustand sckon durck die Daten 
der -Aufgake annakernd gegeken ist. Inskesondere sind die Bakn- 
kurven der Wasserteilcken entweder geniigend kekannt (indem man 


2) Vgl. das zusammenfassende Referat von B. de 8t. -Tenant, Sur I’bydro- 
dyna,-mique des cours d’eau, Paris C. R. 74 (1872), p. 570, 649, 693 und 770, 
wo eingebend insbesondere die Ansatze und Entwickelungen von KleiU und 
M. JLevy kritisiert werden. Vgl. aucb B. de St.-Tenant, Paris C. R. 74 (1872), 
p. 426 u. 1083 und ebenso die nacb B. de St.-Yenanfs Tode gedruckte Abband- 
lung- ans dem gleicben Jabre: Des diverses manieres de poser les equations du 
mou-vement varie des eaux courantes, Ann. d. ponts et cbaussees (6) 13 (1887), 
p. 14:S — 228. Wavier' s Gleicbungen (Paris, Mem. de I’academie 1823 = 6 (1827) 
p. 414r) baben in seiner Scbreibweise fur das Innere der Pliissigkeit die Form 
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eben annimnit, dass diese sich im grossen Granzen parallel der Axe 
des Robres bezw. des Wasserlaufes bewegen) oder vollkommen gleicb- 
giiltig, so dass es nur auf die Bestimmung der absoluten Grescbwindig- 
keit ankommt. Letztere kann daun in einfacber Weise mit Hilfe der 
JEnergiegleichung berecbiiet werden. 

In der Tat gilt unter Bescbrankung auf stafiondre Beweguugs- 
vorgange (nnd mit nicbt stationaren bat man es seltener zu tbun) 
zunacbst fiir reibungsfreie- der ScJiwere unterworfene Flussigleiten, fiir 
jeden eimelnen Stromfaden die DrucJcgleichung 

(1) P gQ^ ^ — const. 

(vgl. IV 15, Nr. 10 , A. jE. H. Love), wo p den Drnck im Punkte x, y, z 
(0 lotrecbt nacb oben gemessen), g die Bescbleunigung durcb die 
Scbwere, q die Dicbte nnd das Quadrat der Grescbwindigkeit 
(= «> 4- 4- *(,2) bedeutet. Man scbreibt diese Gleiobung in der 
Hydraulik, indem man das Eigengewicbt y = Qg einfiibrt, gewobnlicb 
in der Form 

(!') “ + ^ = const., 

■pa 

in der man als GescUvindiglieitshdhe bezeicbnet nnd — als JDruclc- 
^9 7 

Jwhe, namlicb als Hobeuunterscbied zwiscben dem betreffenden Teil- 
cben nnd dem Spiegel eines bis zu ibm eingetaucbten Robres, falls 
dieses derart geformt und gestellt ist, dass das in ibm entbaltene 
Wasser vom fliessenden weder eine Stoss- nocb cine Sangewirkung 
erfabrt. Die Summe -j 0 stellt dann die Hobe dieses Taucbrobr- 

spiegels iiber der Ebene 0 = 0 dar, als welcbe man z. B. den Meeres- 
spiegel betracbten kann. Entscbliesst man sicb p neben der kineti- 
tischen Energie q— und der potentiellen Energie y 0 als besondere 

Energieform aufzufassen, so lasst sicb das Bernoulli’ sehe Theorem^ 
unter welcbem Namen die Druckgleicbung (1) in der Hydraulik bekannt 
ist, in der Form aussprecben: dass fiir das ein0elne Wasserteilchen 
(bei stationarer Bewegung) die Gesamtenergie Iconstant ist. 

Das BernouUi’scbe Theorem ist auf eine Wassermasse von end- 
licJiem QuerscJinitt anwendbar, wenn die einzelnen Stromfaden nur 
wenig gegeneinander geneigt sind und, falls die Babnkurven gekriimmt 
sein soUten, wenn ibre Kriimmung docb so gering ist, dass die Flieb- 
krafte in erster Annaberung vernacblassigt werden diirfen (d. b. also 
im FaUe you Bewegungsvorgangen mit „stetiger Wandungsflacbe"). 

3) JD. Bernoulli, Hydro dynamica, Argentorati 1738, p. 11. 
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tinter diesen Voraussetzungen kann man namlicli annekmen, dass der 
Druck innerkalb eines jeden zur Stromungsricktung senkreckten Quer- 
scknittes hydrostatisck variiert. Fiikrt man dann die mittlere Geschwin- 
digheit TJ eines Querschnittes F durck die Kontinuitdtsgleichung: 

( 2 ) Q = FU= const 

ein, in der U = ^ J*VdF ist, so erkalt man das Tkeorem in der 
okne Kenntnis der Einzelbaknen verwendbaren Form 

rra 

(3) 




const. 


Hier ist a die Korrektion, die erforderlicb wird, weil in der Formel (3) 
das Quadrat der mittleren Gresckwmdigkeit an Stelle des Mittels 
der Quadrate der wirklicken Gresckwindigkeiten eingesetzt wird. 
Es ergiebt sick, dass a — das Verkaltnis der lebendigen Krafte 

■{Z3 


= J* j^dF — nakezu gleick 1+377 wird, wo 1 + 77 das Ver- 

/ F® 

jj^dF ist^). 

Bei reibenden Fldissiglceiten bleibt das BernouUi’sche Tkeorem nock 
anwendbar, wenn man den Energieverlust, den das Wasser bei seiner 
Bewegung erleidet, als sogenannten Bruckhdhenverlust (Druckverlust, 
Reibungskoke, perte de charge, loss of head, perdita di carico) in der 
Formel (3) in Recbnung bringt. J. Weisbach faud es zweckmassig, 
den Druckkohenverlust in der Form ,^) also eine uubenannte 

Zabl ^ als Widerstandskoeffizienten einzufiikren, womit er eigentlick 
ausspracb, dass sick die innere Reibung in Umfangsreibung umsetze. 
Das BernoulW sche Tkeorem erkalt damit die Grestalt 

(4) = const. 


Oder, wenn man auck die anderen (durck aussere Reibung, Stoss u. s. w.) 
berYorgerufenen Druckbokenverluste in die Formel aufnimmt und im 
Sinne der Stromung fortscbreitet: 

n 

(5) 


ul 




4) Yersucbe von JS. Bazin, Paris, Mem. pres. par. div, sav. 19 (1865), p. 2G2 
gaben bei glatter Wand a = 1,038, bei ranlier = 1,1^2; man pflegt im Mittel 
71 — 0,037, a — 1,11 und praktiscb daher b'aufig a = 1 zu setzen. Vgl. U.Masoni, 
Napoli, Atti del R. Ist. d’incoraggiamento (4) 11 (1898), Nr. 2; sowie Idranlica, 
p. 81 ; A. Flamant, Hydraulique, p. 38. 

5) tiber Einfubrung anderer Potenzen von U als der zweiten vgl. besonders 
Nr. 4 b. 
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Es ist klar,^ dass man bei einem solcben Ansatz, wie sclion oben bei 
ai. (3), auf die Einsicbt in den Bewegnngs^organg verzicbtet und 
dann nur auf Grand von Yersucben ftir jeden Widerstandskoeffizienten 
^tscbeiden kann,^ ob seine Einfubrung gestattet ist oder ob sein 
ert im Gegenteile innerbalb des in Frage stebenden Anwendungs- 
bereicbes zu sebr scbwanken wurde. 

2 b. Der Satz von der Bewegungsgrbsse. Ist der Energiesatz 
das Hauptbilfsmittel zur Bebandlung der Stromnng bei stetigen Wand- 
flacben, so ermoglicbt bei ,,unstetigen'' der Satz von der Beweguno-s- 
grosse (Impnlssatz) z. T. sebr gute naberungsweise Losungen. Man 
greift auf den scbon in Hr. 1 bemerkten Umstand zuriick, dass in- 
iolge der rascben Querscbnittsanderung die innere Reibung fiir das 
eine Stuck der „Unstetigkeit“ vernacblassigbar ist und fiibrt die 
aussere Reibung eventoell als einen Druckbdbenverlust ein, so dass 
man den Impulssatz^ in der bekannten Fassung: Die mtliche Inde- 
rung des Impulses eines heliehig dbgegremten Massensystems ist gleich 
der Summe der auf jedes Massenteilehen wirlcenden Krdfte, wrmindert 
urn die Summe der auf die Oberfldche wirlcenden Druclclcrdfte, an^ 
wen den kann. Seine matbematiscbe Formulierung findet er in fol- 
genden drei Komponentengleicbungen: 

^08 adF, 

cos ydF, 

Impulskomponenten, Z, T, Z die Teilkrafte, 
dK das Volumen-, dF das Oberfliichenelement, p der Druck und a B y 
die Winkel der Flacbennormalen mit den Eoordinatenaxen sind.' Ge- 
^bnlicb erscbeint dieser Satz (als Borda’scher Satz, Formal des 
Wassersprungs u. s. w.) bei ebenen Problemen in wesentlicb verein- 
acbter Form, indem bier immer nur eine Komponentengleicbung 
benutzt wird. Der Satz wird gewobnlieb in der Weise gebraucbt 
dass bei bekannter Anfangs- und Endgescbwindigkeit eine Angabe 
uber die Druckdifferenz zwiscben Anfang und Ende bergeleitet wird 
(bieriiber vgl. spater). 

3. Erganzende Bemerkung. Die beiden genannten Satze (Bnergie- 
und Impnlssatz) gestatten neben der stets geltenden Kontinuitats- 
g eicbung im allgemeinen einen' ersten befriedigenden Ansatz der 
Aufgabe, indem selten mebr als zwei Unbekannte zu bestimmen sind, 
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wozu gerade die beiden Satze ausreichen. Indes kommt es docli ge- 
legentlich. vor, dass eine ibrer Natur nacli eindeutig zn losende Auf- 
gabe unbestimnit bleibt, indem man z. B. eine Grosse nicht durcb 
eine Anfangs- oder Randbedingung geben, d. b. nicbt von vorn- 
berein iiberseben kann, von welcben Faktoren sie mecbaniscb ab- 
bangt. In solcben Fallen bescbafft man sicb in der Hydranlik die 
feblende dritte Gleichung, indem man, von qnalitativen Uberlegnngen 
ansgebend, eine obere oder nntere Grenze der Unbekannten sncbt 
nnd diese als Wert der Unbekannten nimmt. Ein solcber Fall liegt 
z. B. beim sogenannten Belanger’ schen Brinsi^p vor, das zur Ableitnng 
der Abflussmenge iiber ein Webr berangezogen wird (vgl. dariiber 
Nr. 9 b, p. 413). Hier tritt das Yorlaufige und Unfertige der beutigen 
Hydranlik vielleicbt am augenfalligsten bervor. 


II. Das Stromen you Wasser in Dolireii xiiid Wasserlaufen 
bei stetiger Waadung. 

4. Die gleiohformige (von. Zeit und Ort nnabbangige) Strbmung 
in Rbbren und "Wasserlaufen. 

4 a. Grundlage der empirisclien Fornaeln. Die einfacbste Art 
der Wasserbewegung in offenen oder gescblossenen Gerinnen ist die 
gleichfdrmige {mouvement uniform^, bei -welcber sowobl in den auf- 
einander folgenden Querscbnitten, als ancb in demselben Querscbnitte 
zu verscbiedenen Zeiten an alien Pmikten desselben Wasserfadens die 
gleicbe Gescbwindigkeit berrscbt. Bei der gleicbformigen Bewegung 
ist also die Gesebwindigkeitsverteilung in alien Querscbnitten die 
gleicbe und die kinetiscbe Energie unabbangig von der Zeit. Es ist 
daber bei ibr die gesamte bescbleunigende Kraft dem verzogernden 
Beibungswiderstande des Bettes gleicb®), oder die Druckbobendifferenz 
gleicb dem durcb die aussere Reibung bervorgerufenen Druckboben- 
verlust. 

Fiir geschlossene Leitungen nimmt danacb die Druckgleicbung (4) 
bezw. (6), genommen zwiscben den Stellen ^ und 8 ds der Leitungs- 
axe, bei Einfiibrung eines Widerstandskoeffizienten fiir die Lilngen- 
einbeit, bei entsprecbender Wabl der Vorzeicben die einfacbe Form 

0 ) f + = 

an (worin ds das Bogenelement der Robraxe ist). Man nemit den 


6) In dieser Form zuerst ausgesprocben von A. Brahms, Anfangsgriinde 
der Deich.- und Wasserbaukunst, 2 Teile, Auricb 1754 u. 1757; in Teil 1, p. 105. 
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Quotienten ^ das G-efdlle J (relative Grefalle, Druckgefalle 

Oder den Grefallverlust, 'p&rte de charge pa/r unite de longueur, hy- 
draulic grade) 

Bei offenen Wasserldufen gilt, weil der Druck an der Oberflaclie 
konstant ist und nach unten kydrostatiscii waclist, einfach die Be- 
zieknng 

O') dz==t^^ds. 

Indem man als ds gewoknlicli 'das Bogenelement der Mittellinie der 
Oberflaclie betracbtet, verstebt man bei den offenen Laufen unter dem 

Ts scblechtweg das OberfldchengefdUe [pente, slope), d. b. den 
Sinus des ISTeigungswinkels jener Linie®). 

Die zufammenfassende Formel 


(8) Oder P = 

die in der zweiten Form nacb Multiplikation mit dem Querscbnitt F 
den Durcbfluss Q giebt, ist die Ornndlage fur eine grosse Reibe 
empiriscber Formeln, von deneu einige in Nr. 4 b folgen sollen. 

4 b. Einige der wiclitigsten empiriscben Pormeln. Wabrend 
die meisten dieser Formeln auf eine empiriscbe Bestimmung des 
Widerstandskoeffizienten binauslaufen, weicbt eine andere Formel- 
gruppe vom^ TFmSaeA’scben Widerstandsgesetz ab, indem sie eine 
andere als die 2. Potenz der mittleren Oescbwindigkeit in das Rei- 
bnngsglied einfubrt®). 


7) Oft bezeicbnet man auch das Verhaltnis 


t?-) 

dx 


'WO dx die Pro- 


• 11 * 

jektion voe ds auf die u^-Aze ist, als Geftlle, ebeuso wie man auoh suweileu 


(im Palle station§,rer Bewegung) 
falle nennt. 

dz 




P , , d" 

~ -4- z -A 

r 


ds 


Oder <■ 


- + ^ + f 

r ^g. 


dx 


Oe- 


8) Auoh bier wird oft ^ statt d. h. die Tangeute des Neigungswiuiels 

an Stelle des Sinus gesetst, suas der Ungenauigkeit aller Pormeln sowie der ge- 
nngen Obeiflachenneigung -wegen im allgemeinen gestattet ist. 

9) Erne ziemlich vollstandige Zusammenstellung der vorgeschlagenen emn 

Pomein siehe bei Das Geseb der Translation des Wassers, Leipzig 

1903 p. 3-26. Zur Wnrdigung dieser Formeln diene, dass mit dem Woltmann- 

uge an uss^ sorgfaltig dnrchgefuhrte DurcMussbestimmungen vom Mittel 
mebrfacber solcber Messnngen bis zu 5 Prozent abweicben. In wie weit das 
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cc) Die ersie branclibare Formel fiir Kancile zunacbst scbeint 1775 
de Ghe0y^^) aiifgestellt zu baben. Man scbreibt sie beute in der Form 

(^9^ Oder JJ == cYliJ . 


1) resp c = -^ gilt als Konstante^^) und JR ist der sogenannte JRro-fU- 

Yb 

radius^'^^ {rayon moyen, mean hydraulic dejoth, raggio medio), das ist der 

Brucb- dnrcMossene_r _Qng;scM _ bommt diese Aonabme also darauf 
benetzten Umfang 

binaus, zu setzen, womit 5 die Dimension einer reziproken 


Bescbleunigung erbalt. 

B. de Brony^^) anderte, angeregt durcb die Coulomb' Rei- 
bungsversucbe, das Widerstandsgesetz und ging von der Form 

(10) J^^{aU+-bV') 


aus, wobei er auf Grrund zablreicber Versucbe fiir R in m, ?7 in 
m sec“^, welcbe Masseinbeiten aucb alien folgenden Angaben zu Grunde 
liegen, 

fiir offene Laufe J ^ (0,000044 U + 0,000309 U^) 
fiir Robren ^ ~ ^ (0,0000173 V + 0,000348 Z7^) 



berecbnete. 

/3) Diesen alteren Formeln, die immer nocb im Gebraucb sind, 
stebt eine andere gegeniiber, die den Einfluss der jRauhigTceit auf den 
Bewegungsvyiderstand in Riicksicbt ziebt. Ein solcber Einfluss wurde 
fiir Bbhren zuerst von H.] Ba/rcy^^), fiir Kandle von ibm^®) und 
H. Ba 0 in^^) festgestellt. 


Mittel vom wahren Durclifluss abvj'eicht, ist nnbekannt. Genanere Messnngs- 
"weisen sind bei kleinen Gerinnen anwendbar. 

10) In den M^m. de la classe d. sc. de I’lnst. Paris 1813/15 (1818), p. 251 
zitiert P. S. Girard die Memoires mannscrits de Pdcole d. ponts et chanssees mit 
den Worten; ,,il parait qne vers I’annee 1775 M. Ghdsy recbercha le premier... . 

11) Man nimmt fiir c gewObnlicb den Wert von J. A. Eytclwcin^ Handbncb 

der Mechanik fester Korper, 2. Aufl., Leipzig 1822, p. 160 (c = 50,9 m'^sec"^). 

12) Hiernacb ist bei Robren JR, gleicli dem halben Eobrbalbmesser. 

13) B. de Prony, Recbercbes pbysico-matbematiqnes snr la theorie du mon- 
vement des eaux courantes, Paris 1804, ji. 70 n. 82. 

14) Paris, Mem. pres, par div. sav. 15 (1858), p. 222. Ein Gesetz aber fur 
die allmahlicbe Anderung des Robrwiderstandes l^sst sick, wie 0. lien, Druck- 
bohenverlust, Hamburg 1880, p. 61, aus zablreichen Untersucbungen nacbweist, 
nicbt aufstellen. 
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ff. Darcy aiich. lieute nocli viel benutzte Formeln sind: 


( 11 ) 


'fiir neue eiserne Gussleitimgen 
oT— ^ (0, 000507 4- ^ 


fiir einige Zeit benutzte Gussleitungen 
1 (0^00507 + ^ 72 ) , 


wab.rend A. FranJi^^), nach Analyse zablreicber Versncbe, ibnen die 
anderen gegeniiberstellt: 


(110 


fur neue Gussrobre 0,000512 + m 

-fR ) ^ 

fiir alte Gussrobre ^ ^0^000495 -j- 772 _ 


H. Dasin'^^) uberzeugte sicb vor Aufstellung seiner, die ver- 
scbiedenen Raubigkeitsgrade beriicksicbtigenden Formel, dass in ge- 
scblossenen Kastengerinneu und in offenen, gleicb breiten aber balb 
so boben Gerinnen bei gleiobem Gefalle, trotz auderer Gescbwindig- 
keitsverteilung dieselbe mittlere GescbLwindigkeit TJ berrscbt, dass die 
Luft also keinen nennenswerten Widerstand bietet, und bei Berech- 
niing des Profilradius nur die festen Wande zu beriicksicbtigen sind. 
Aber die beute gebraucblicbste Foroael ist die von E. Ganguillet und 
W. JR. Kutter^^), weil sie sowobl fiir kleine Gerinne (bei welcben h 
abnimmt, wenn J zunimmt), als ancb ftir grosse Fltisse (bei welcben 
h mit J wacbst) passt. Sie lautet (in der Form 11= c]/^): 


( 12 ) 


D= 


23 + — 
n 


0,00155 

J 



0,00165\ n 

^ J yB 


• yitj, 


15) S. Farcy, Les fontaines publiques de la ville de Dijon, Paris 1856, p, 367. 

16) Paris, Mem. pr^s. par div. sav. 19 (1865), p. 71 u, f. 

17) Paris, Mdm. prds. par div. sav. 15 (1858), p. 251. 

18) A. Frank, Civiling. ( 2 ) 27 (1881), col. 209, 215. Ygl. daselbst auch die 
Besprecbnng anderer Formeln. Ihnlicb gebaut sind die Formeln von J. Weis- 
haeh, Lehrbncb der tbeoretiscben Mechanik, Braunschweig 1846, 1 , p. 434 und 
H. Lang im Taschenbuch der Hiitte, 16. Aufl., Berlin 1896, I. Abt., p. 240. 

19) Paris, Mem. pres, par div. sav. 19 (1865), p. 162 u. f. Die BamMe 
Formel vgl. ebenda p. 130. 

20 ) Zeitschr. d. osterr. Ingen.- u. Arcbit.-Yer. 21 (1869), p. 6 u. 46. Fine 
andere Formel derselben Ingenienre ist in der Allg. Bauzeit. 35 (1870), p. 150 
veroffentlicbt und zumeist nnter dem IsTamen KuUer'sdhe Formel fur die Berech- 
nung stadtischer Siele beliebt. Tabellen siehe bei W. B. KuUer, Bewegung d. 
Wassers in Kanalen u. Fliissen, Berlin 1885. 
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wo n von der Ranhigkeit abliangt und von 0,01 bei gebobelten Holz- 
wanden oder glattem Zementputz bis zn 0,06 beim Lauf iiber grobero 
Gieschiebe oder Wasserpflanzen ansteigt^^). 

Neuerdings bat sich K Badn^^) fur einen anderen, als seinen. 
friiheren Ausdruck entscbieden. Er nimmt an, dass bei zunebmender 
Tiefe die Raubigkeit bedeutungslos werde, und setzt 

( 13 ) 

wo sicb y mit der Raubigkeit andert und zwiscben 0,06 und 1,75 
bewegt. 

Endlicb setzt C. Hessle^^) fiir alle naturlicben Flusse 

u=2&(i + ^ys)YSj. 

y) Statt einen mebrgliedrigen Ausdruck fur c in die de OAe^^’scbe 
Formel einzufiibren, baben sicb Bh. GmcMer^), K. B. JBornemann^^)^ 
C. J. N. Lampe^^), G. Hagen^'^) und andere fiir die Form 

(14) 

entscbieden, worin 2, ft, v aus den Versucben zu gewinnende Kon- 
stante sind. Aus den Messungen A. Cunningkam^^^) am Grangeskanale 
leitete G. Sagen^^) scbliesslicb 

C7=43,7E=/3e7% 

ab, welcbem Ausdruck der von Ph. Forchheimer^^) fiir Gerinne von 
nur einigen mm Tiefe gefundene 


21) Beispielsweise bestimmte man an der preussiscben Elbe (Bestimmungen 
von Normalprofilen f. d. Elbe, Magdeburg 1885, p. 113) w = 0,026 bis 0,031; an 
der Salzach bei Salzburg (Jabrb. d. k. k. bydrograpb. Zentr.-Bureaus 7 (1899), 
Donaugebiet, p. 298) n — 0,0357. Siebe aucb Fussn. 43. 

22) Ann. d. ponts et cbaussees (7) 7* (1897), p, 65. Hierzu ein Abacus von 
M. d’Ocagne, ibid. (7) 8^ (1898), p. 307. 

23) Zeitscbr. f. Gewasserkunde 2 (1899), p. 31; abnlicb lautet eine Formel 
von P. E. Harder, Tbeorie der Bewegung des Wassers in Flussen und Kanalen, 
Hamburg 1878. 

24) Ann. d. ponts et ebaussdes (4) 15 (1868), p. 229. 

25) Civiling. (2) 15 (1869), col. 42. 

26) C. J. H. Lampe, Allgemeine Bemerkungen iiber die Bewegung des 
Wassers in RObren, Danzig 1872, p. 44 = Civiling. (2) 19 (1873), col. 80. 

27) Gr. Hagen, Untersucbungeu iiber die gleicbformige Bewegung des 
Wassers, Berlin 1876, p. 87. S. aucb unten die Formel von B. SiedeJc. 

28) A. Hydraulic experiments at Roorkee 1874/6, Roorkee 1881. 

29) Zeitscbr. f. Bauwesen 31 (1881), col. 404. 

30) Wien Ber. 112 (1903), p. 1705. Hacb J. Hermanek, Zeitscbr. d. osterr. 
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ahnelt. 

Bine besondere Bedeutung erlangte die Formel (14) durch die 
IJntersuclLnngen Ton 0. Reynolds Derselbe scbritt in Bleirobren, 
welche sich fiir die theoretiscbe Untersucbung, weil sie nicbt wie 
Gnsseisenstrange Bugen entbalten, besonders eignen, bis zu 7 msec" ^ 
Grescli'windigkeit, und erbielt bei Anffcragung der Logarithmen von J 
nnd U (sobald TJ grosser als die kritiscbe Grescbwindigkeit war, iiber 
die unten Nr. 13 und auck IV 16, Nr. 17 , A. K H. Love das Nahere 
bericlitet ist) gerade Linien. Es zeigte sick also J einer Potenz von U 
proportional und zwar: Berner berecknete 0. Beynolds^^) den 

Exponenten — aus den Larcy' schen Versucken®®) und land folgende 
Werte: 


fur Glas- 
rOkren 

fur durck 
Lotung ver- 
bunde Blei- 
rSkren 

fur 

asphaltierte 

Sckweiss- 

eisenrShren 

fiir neue 
GussrSkren 

fiir ESkren 
mit Sinter- 
absatz 

fur wieder 
gereinigte 
RSkren 

- = 1,79 

V ’ 

= 1,79 

= 1,82 

r 

= 1,88 

= 2 

= 1,91 


D. FiUgerald^) fand bei einem Durckmesser 4i2 = 1,22 die 
Form (14) bestatigt, bei KnoUenansatz (tuberculated pipe) — = 2,02 

und 2,03, nack der Reinigung = 1,91. 

A. Flamant^^) empfieklt fiir den praktiscken Gebrauck, namlick 
fiir alte, aber nickt stark versinterte Rokren, 

PC. T 0,00023 -A/lP 

lit)) j = 

zu setzen, womit er zu dem Wert v = y zuriickkekrt, den sckon 
R. Woltmann^^) aus L. Gr. du Buctfs Versucken^'^) abgeleitet katte. 


Ingen.- u. ArcHt.-Ver. 57 (1905), p. 237, bewegt sick (i zwiscken 1 und 0,6 und 
nimmt ab, wenn die Tiefe 'wackst. 

31) Loud. Pkil. Trans. 174 (1883), p. 975 — Papers on meckanical and pkysical 
subjects, Cambridge 1900, 2, p. 64. 

32) Lond. Pkil. Trans. 174 (1883), p. 981 = Papers 2, p. 104. 

33) Paris, Mdm, pr^s. par div. sav. 15 (1858), p. 152. 

34) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 35 (1896), p. 258; fur ^ = ^ in Formel (14) 
■war a = 90,67 bez-w. 58,19. 

35) Ann. d. ponts et ckaussdes (7) 4 (1892), p. 301 u. 345. 

36) B.WoUmann, Beitrage znr kydrauliscken Arckitektur 1, Gottingen 1791, 
p. 165. Auck WoJtmann berecknete, wie 0. BeynoWs und vor letzterem B.de 
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Ubrigens isfc nach. U. MasonP^) fiir 4 J? ^ 0,7 der Druckrerlust etwa 
lYginal so gross als Formel (15) angiebt. Ferner fanden kurzlicb. 
A. V. Saph und E. H. Sehoder^^), dass bei glattester Leibung 

/= 0,000536 + 7»/„ 

sei und bei starkem Knollenansatze bis zu etwa 

rrl,99 

J-= 0,0016 

wacbse 

d) Abweicbend von den bisber genannten Formeln, tritt in der von 
Th. Ghristen^'^) zunacbst nur fiir Rohren und kiinstliche Grerinne auf- 
gestellten, an vielen Versuchen gepruften Formel neben dem benetzten 
Umfang % oder der Querschnittsflache F und einer Rauhigkeitsziffer h 
auch die Breite JB selbstandig auf. Er setzt namlich, an seine Ansicht 
liber die Geschwindigkeitsverteilung (siehe unten Nr. 4d) ankniipfend, 

(16) u=y¥ }/By^yM=^yFj. 

Anderer Art ist die Abweichung , zu der sich B.] Siedek^^) ent- 
schloss. Erwagend, dass in der Formel (12) von Ganguillet und 
Kutter, wie in alien ahnlichen, die Rauhigkeit selbst au der nam- 
lichen Stromstelle mit dem Wasserstande schwanken kann^®), so dass 
sie sich im vorhiuein nur ungenau schatzen lasst und dass sie bei 
natiirlichen geschiebefiihrenden Fliissen, die ihr Bett selbst aus- 
gestalten, hiernach eine Funktion des Querschnittes sein miisse^), 

St.-Venant^ Ann. des mines (4) 20 (1851), p. 185, die Logarithmen von J und U, 
wobei er zunacbst als Mittelwert v = 1,74 fand. 

37) L. Cr. du Buat, Principes d’bydraulique , nouv. dd. Paris 1786, 2, p. 6. 

38) Bollet. del collegio degli ingegneri e arcb. di Napoli 19 (1901). 

39) Amer. Soc. of Civ. Eng. Tj'ans. 51 (1903), p. 306. 

40) Pur den Dructverlust in genieteten und bolzernen Leitungen von 
grossem Durcbmesser siebe G. E. Marx, G. B. Wing und L. M. Moslems, Amer. 
Soc. of Civ. Eng. Trans. 40 (1898), p. 493 u. 512, in Scblaucben J. E. Freeman, 
ebenda 21 (1889), p. 338. 

41) Translation desWassers, p. 39 ; Zeitsebr. f. Gewasserkunde 6 (190.3/4), p. 181. 

42) Zeitsebr. d. osterr. Ingen.- u. Arcb.-Ver. 53 (1901), p. 397, 409, 445 u. f. 
Siedek verglicb seine Formel mit dem Ergebnis von 537 Messungen. 

43) Earg, Woobenblatt f. Baukunde 7 (1885), p. 211 u. 222. Nacb deni 
Jabrb. des k. k. bydrogr. Zentral-Bureaus 6 (1898), Donaugebiet, p. 305 gaben 
die Messungen in der Donau bei Stein im Juni 1898 n = 0,049 und verminderte 
sicb n mit dem Sinken des Wassers, bis es im November nur mebr 0,031 be- 
trug. Siebe aucb M. Gravelius, Zeitsebr. f. Gewasserkunde 1 (1898), p. 196. 

44) Diese Eberlegung kennzeiebnet E. Siedek's Auffassung, gegenuber der 
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stellt er einen von jeder Rauliigkeitsziffer befreiten Ausdruck aiif. 
Im ^jnormalen^^ Flusse von der Wasserspiegelbreite B ist nacb ibm, 
wenn > 10 m. 


die Tiefe — 0,126, 

das Gefalle = 0,001022 — 0,0000222^, 


die Gescbwindigkeit 
wabrend im gegebenen Flnss 


_ 3;, yioooj, 


(17) 


T-r— 2 ’ 1 /ioooj- r-T lyimj 


sei. Hier sind A, v' von der Tiefe T nnd dem Gefalle J abhiingige 
Erfahrungsgrossen, fiir die SiedeJc eine Tabelle giebt. Er bat diese 
spater geringfugig verandert^®) nnd seine Formeln aucb auf natiir- 
licbe Gerinne von 1 bis 10 m Breite ansgedehnt, ja sogar solcbe fiir 
kiinstlicbe Binnsale anfgestellt, bei welcb letzteren er aber von Ein- 
fiibrnng eines von der Raubigkeit abbangigen Koeffizienten nicbt 
Emgang nehmen konnte^®). 

Andererseits vs^ar anob Tk Christen^’^) bestrebt, die Raubigkeits- 
ziffer fiir gescbiebefiibrende Pltisse fortzuscbaffen nnd bat fiir diese 
den Ansdruck 

entwickelt. 

4:0. Hilfsmittel fiir die Ansrecbming. Bestimmung des Ge- 
faUes. Zusammenhang von DurcbAuss nnd Wasserstand. Die An- 
wendnng der in Nr. 4b angegebenen Formeln bat fiir Robre nnd 
kiinstlicbe Gerinne keine weitere Scbwierigkeit nnd wird praktiscb 
dadnrcb nocb wesentlicb erleicbtert, dass zur Losung von Aufgaben 
wie z. B. der Ermittelnng eines Siel- oder Robrquerscbnittes bei ge- 
gebenem Dnrcbfluss Q nnd Gefalle J) oder der Bestimmung von Q 
bezw. J aus den anderen gegebenen Grossen Zablentabellen berecbnet 


alteren, die im Bntfall eines weciiselndeii Koeffizienten nur das Begnfigen mit 
einem Mittelwert sail. 

45) B. SiedeJc, Zeitscfir. d. osterr. Ingen.- u. Arcli.-Ver. 55 (1903), p. 99 nnd 
57 (1905), p. 61 u. 77. Gegen itn wendet sich p. 216 J. Eermanelc, welcher 
ebenda p. 242 eine eigene Formel anfstellt. 

46) B. SiedeJc, ebenda 55 (1903), p. 119 u. 125. 

47) 1%. CJiristen, Translation des Wassers, p. 61. 
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Oder grapliische Darstellungen gegeben sind (z, B. von A. Frank^^) 
und K. Baumeister^^)). 

Scbwieriger ist die Anwendung der Formeln (9) bis (17) bei den 
naUirliclien Ldufen, weil bei ibnen das Grefalle J wegen seiner Un- 
gleicbformigteit scbwer festgestellt -werden kann. Man erbalt, je 
nacbdem man den Hobenunterscbied naberer oder entfernterer Punkte 
durcb deren Entfernung dividiert, ein anderes Grefalle J. ISTacb B. Sie- 
Ansicbt bat das Grefalle oberbalb eines Querprofiles mebr 
Einfluss auf dessen mittlere Grescbwindigkeit U als das nnterbalb, er 
betracbtet daber bei 10 m oder nocb mebr Spiegelbreite als Grefalle 
J jenes der Verbindungsgeraden z^weier Oberflacbenpunkte^ von denen 
der eine zwei Flussbreiten stromauf, der andere eine Flussbreite strom- 
ab vom betreffenden Querprofil liegt. 

Bestimmt man auf Grund mebrfacber Messungen an gleicber 
Stelle die Koeffizienten X, (i and v der Formel (14), so zeigt sicb, 
dass sie ebenso wie es das n der GanguiUet-KuUer’ schen Formel tat, 
in Fliissen in Folge Vermderungen des Flussbettes stark wecbseln 
konnen; beispielsweise fand sicb in der Donau®^) 

1897 bei Wien U=204 

1898 bei Stein 1,37 jo.oa. 

Wabrend einer Messung konnen I, g und v selbstverstandlicb als 
konstant gelten und so ist der von A. R. Hmiacher^^) eingefubrte, an 
Formel (14) anklingende Braucb gerecbtfertigt, bei Wassermessungen 
wabrend scbwankenden Wasserstandes die mittlere Gescbwindigkeit 
in jeder Lotrecbten proportional 7/ zu setzen, wobei li die mit der 
Zeit veranderlicbe Tiefe bedeutet, denselben Wert von g fiir den 
ganzen Flussquerscbnitt (oder docb fiir grossere Teile desselben) an- 
zunebmen und ibn durcb zwei Messungen der Gescbwindigkeiten 
(also des Durcblaufes) derselben Lotrecbten bei zwei verscbiedenen 
Wasserstanden zu ermitteln®®). 

4:8) A. Frank, Die Bereolinung der Eanale iiiid Eobrleitungen, Munclien ii. 
Leipzig 1886. 

49) Zeitsclir. f. Baukunde 7 (1884), col. 11 n. 55. Ein graphisekes Ver- 
fabren giebt K.AUitsch, Osterr. Wochenscbr. f. d. offentl. Baudienst 11 (1905), p.l37. 

50) F. Siedek, Zeitscbr. d. osterr. Ingen.- u. Arch.-Ver. 55 (1903), p. 104. 

51) Jahrb. des k. b. bydrograpMscben Zentralbnreaus 6 (1898), Donangebiet, 
p. 308, 311 und 8 (1900), Donangebiet, p. 303. — Im Jabre 1900 entspracben 
die Messungen bei Stein sogar der Ponnel ?7== 0,0559 JRO.SB J— o,8i. 

52) A. B. JSarlacher, Die Messungen an der Elbe und Donau, Leipzig 1881, 

p. 30. 

53) Beitrage zur Hydrograpbie Osterreicbs 4 (1900): Hocbwasserkatastropbe 
des Jabres 1899, p. 149. 
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Dies ist indes bei grossen Hobenanderungen des Spiegels nicbt 
mebr zulassig, Daber bleibt fiir die Feststellung des Zusammeiibanges 
zwiscben Wasserstand und Durcblauf wenn man grossere Genanigkeit 
erreicben will, nicbts ubrig, als mebrfacbe Messungen vorzunebmen 
und anf Giiind dieser empiriscbe Formeln^ die sebr verscbieden ge- 
bant sein konnen, Tabellen oder gezeicbnete Knrven anszuarbeiten. 
Beispielsweise giebt E. Allard^^) fiir die Seine in Paris die Formel 
^ = 48 209 1% -j- 5,8 7^2, worin h den an einem bestimmten Pegel 

gemessenen Wasserstand bedeutet; G.JRitter^^) giebt bierfiir eine Kurve 
und J. Boussinesq^^) empfieblt allgemein die Form a = (h + \yK 
A. B. Harlacher^’^) fand fiir den Wasserstand h an der Elbe bei Tetscben 
Q== 78,09 (7i+ 1,45)^.953 
und bei boberem Wasser 


Q = 124,36 (h + 1,45)1.581, 

und abnlicbe Formeln fanden bei der preussiscben Elbe Auwendung. 
Nacb J.Greve’s Messungen ^s) wacbst an der Weser und einiger ibrer 
Mebenfltisse die mittlere Gescbwindigkeit innerbalb des trapezformigen 
Teiles des Querscbnittes langerer gleicbmassiger Strecken nacb dem 
Gesetze 77= -f- wo Konstante sind. tlbrigens sind die 

Koeffizienten bei natilrlicben Fliissen Veranderungen unterworfen, so- 
dass sicb beispielsweise bei Stein fiir die Donau®®) im 

April und Mai 1901 Q = 1331,6 -{- 7,8 A + 0,01 

Juni bis Dezember 1901 Q = 1279,6 -f 7,7 -j- 0,01 

fand; der Zusammenbang von Q und h wird besonders dadurcb ge- 
triibt, dass beweglicbe Soblen (also der Umriss) sicb bei boberen 
Wasserstanden mit letzteren umgestalten®®). 


64) Ann. d. ponts et chaussees (6) 8 (1884), p. 626. 

„.. ckanss^es (7) 12 (1896), p. 600. Noch andere Angaben 

tm die Seine, some zablreicbe fiir andere Fliisse veroffentlicbte Bresse Ann d 
ponts et cbaussdes (7) 7® (1897), p. 6. , • . 

66) Eanx courantes, p. 81 ; siehe anch J. JSfazzani, Giorn. del gen civ ('4') 2 
(1882), p. 321 u. (4) 3 (188.3), p. 224 betr. die Tiber. 

_ 67) A. B. Harlacher, Die bydrometriscben Arbeiten in der Elbe bei Tetscben 

Drag 1883, p. 26 und Die Bestimmung von Normal-Profilen fur die Elbe Magde- 
burg 1885, p. 83. 1 a 

58) Verbandl. d. 9. intern. Scbiffabrts-Eongresses, Diisseldorf 1902 1 Abt 

15. Mitteilung, p. 30. ■ -r 

59) Jabrb. des k. k. bydrograpbiscben Zentralbureaus 9 (1901), Donauo-ebiet 
p. 328; andere Gleicbungen zweiten Grades fiir Donau und Inn siebe dasSbst 6 
(1898), p. 308; 8 (1900), p. 300 f.; 9 (1901), p. 326. Daneben benutzt das Zentral- 
bureau aucb Eurven, z. B. 9 (1901), Draugebiet, p. 102. 

60) Vgl. z. B. W. Lochtin, 0 mecbanizmie rieeznawo rusla, Kasan 1895. 
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4d. Die Gesok-windigkeitsverteilung Tiber den Querschnitt, 
Die praktiscli wiclitigste Frage, die nacli dem DurcMussej maclitej 
weil es vor der Erfindung und Verbesserung des Woltmann^Bchen Flii- 
gels®^) keine gate Vorricbtung zum Messen in der Tiefe gab, scbon 
friibe den Wunscb rege, aus der mittels Scbwimmer bestiinmbaren 
mittleren Oberflacbengesebwindigkeit die mittlere Querscbnittsgescbwin- 
digkeit U berecbnen zu konnen, also die Verteilung der Gescbwindig- 
keiten tiber den Querscbnitt zu erfabren. Hierzn kam das wissen- 
scbaftlicbe Interesse iiberhanpt, nnd spater die JSTotwendigkeit, eine 
Grrundlage fiir die Beantwortung mancber bei der nngleichfdrmigen 
Bewegung auftauchenden Fragen zu gewinnen. Die friiberen diesbe- 
ziiglicben Yersncbe®^) sind dnrcb die beute nocb massgebenden von 
K Darcy nnd H.Badn iiberbolt. Von ibren Ergebnissen seien, scbon 
wegen der Bestatignng, die die Tbeorie J. JBoussinesq's dnrcb sie er- 
fabrt, bier zwei mitgeteilt 

Zunacbst nimmt nacb Basin y 
in breiten reebteckigen Kanalen 
(Fig. 1) (bei denen derProfilradins 
B gleicb der Tiefe wird) die in den 
Tiefen s berrscbende Grescbwin- 
digkeit u (in alien Lotrecbten 
nabezn gleicb) vom Maximal- ^ Pig. 2 . 

vp'ert Wmax der Oberflacbe 

bis znin Wert % an der Soble nacb der paraboliscben Formel 

(18) u = — 20 yjh ^ 

ab. Weiter gilt fiir balbkreisformige offene (oder kreisformige ge- 
scbiossene) Gerinne vom Radius r (Fig. 2) die Beziebung 

"1 / !r 

(19) U = M„ax — 21 |/ Y J" ^ , 

sodass die Gescbwindigkeit vom Maximalwert in der Mitte nacb dem 
Rande in einer kubiscben Parabel bis zu Uq abnimmt. Dbrigens 

61) B. WoUmann, Theorie und aebrauch. des hydrometrisclien Fliigels, Ham- 
burg 1790; 2. Aufl. 1832. Bezugl. der Verb esserun gen siebe etwa J.Sclilichting 
imHandbuch der Ingenieurwissenscbaften 3, 1. Abt., 1. Halfte, 3. Aufl. 1892, p. 149. 

62) Vgl. die Lebrbiicber, u. a. Th. Christen, Translation des Wassers, p. 81. 
Dieser setzt u : Mmax = {h — .s)® : bezw. — (r — r)® : r®. 

63) Paris, Mem. prds. par div. sav. 19 (1865), p. 230, 242. Pur praktiscbe 
Anwendungen, bei denen man es nicbt mit unendlich breiten Betten zu thun 
bat, empfieblt Bazin p. 237 ubrigens Um&x — V -f- 14 YBJ zu setzen; vgl. 
Fussn. 92. 
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zeigten neuere Messnngen in einem 0,8 in weiten glatten 

Zementrohr (dessen Reibungskoeffizient c — war) Abweicbungen 
ron der kubiscben Parabel, welcbe ilin zu der Formel 

( 20 ) u = 

fuhrten. 

Gleicbwohl diirfen auch diese Bamn’scihen Formeln fur die Ge- 
scbwmdigkeitsyerteilmig, besonders bei naturlicben Wasserlaufen, nur 
als naberungsweise giiltig angeseben werden, einerseits weil sie ein 
Gleiten am IJmfange annehmen (iLq =j= 0 )j 6^°- solcbes aber nacb den 
Versucben Ton M. Couette^^') und anderen nicbt stattfindet, anderer- 
seits, weil, wie scbon ®®) wusste und u. a. aucb R.JBasin^'^ 

bemerkte, die grosste Gescbwindigkeit meist unter der Oberflacbe 
■auffcritt. 

Diese Verlegung des Maximums kann nicbt immer von den Seiten- 
wanden berriibren (die bei Aufstellung der Formeln unberiicksicbtigt 
bleiben). Denn A.. A. Humphreys und H. L. AHot^^) fanden bei 1 bis 
1,6 km Flussbreite — im Missisippi — die grosste Gescbwindigkeit 
in der Tiefe, 0 = 0,317 h] und wenn aucb die Einwirkung des Was- 
;sers auf die Verbindungsscbnur der von ibnen benutzten Doppel- 
■scbwimmer ibre Ergebnisse feblerbaft gestaltet baben diirfte®®), so 
konnte dies docb nicbt das Maximum unter die Oberflacbe bringen, 
wenn es tatsacblicb in ibr aufgetreten ware. 

Zur Erklarung der Erscbeinung ist vielfacb an den Luftwider- 
stand gedacbt worden, aber — wenn der Wind aucb nicbt obne Ein- 
fluss ist — mit TJnrecbt, denn sie zeigt sicb aucb bei stromab weben- 

64) Paris, Mdm. pres, par div. sav. 32 (1902), Nr. 6, p. 4, 15, 17. 

65) M. Ooioette, ThesQ Paris 1890, p. 62 == Ann. phys. cMm. (6) 21 (1890), 
p, 491, siehe ancli Pussn. 83 n. nnten Nr. 13. 

66) L. Ximenes, Nuoye sperienze idrauliche, Siena 1780, p. 242. 

67) Paris, Mem. pres, par div. sav. 19 (1865), p. 24. Ubrigens bleibt bei 
der Verlegung des Maximums das Verbaltnis desselben zur mittleren Gescbwin- 
digbeit, also : U ungeandert (vgl. H. Basin, Ann. d. ponts et cbaussdes (6) 
10 (1875), p. 309 f.). 

68) A. A. Htmphreys and S. L. Allot, Eeport upon tbe physics and hydrau- 
lics -of the Missisippi River, Philadelphia 1861; deutsche Bearbeitung von 
H. Grelenau u. d. T. Theorie derBewegung des Wassers in Flitssen und Kanalen, 
Munchen 1867. Im Parana und Uruguay ware nach J. J. Bevy , Hydraulics of 
great rivers, London 1874, p. 116 allerdings die Geschwindigkeitskurve eine Ge- 
rade und die grosste Gescbwindigkeit an der Oberflacbe, aber Bevy vereinigte 
in verschiedenen Lotrechten vorgenommene Messungen zu einer Linie.- 

69) Vgl, E. Basin, Ann. des ponts et chaussees (6) 7 (1884), p, 554 f. 
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dem Winde. G. van der Mensbrugghe'^^) sielit die Ursaclie in der 
Spannung der Oberflaciienliaut, welch’ letztere iiherdies der Ver- 
dnnstung ausgesetzt sei/sodass iminer neue TeilcLen Ton ihr aufge- 
nomnien werden miisseri, welche dahei ihre kinetische Energie in 
potentielle nmwandeln. Die Abnahme der G-eschwindigkeit in der 
Nahe der Oberflache diirfte jedoch daher kominen, dass Wirbel oder 
Spiralbewegnngen urn wagrechte Axen Teilchen von geringer Ge- 
schwindigkeit von der Sohle zur Oberflache bringen’^^). In der That 
beobachtete J.JB.Francis'^^), dass Kalkmilch, die er nahe an der Sohle 
ins Wasser gespritzt hatte, nach Znriicklegnng einer der 10- bis SOfachen 
Tiefe gleichen Strecke an der Oberflache erschien. F. P. Stearns 
nnd M. Moller'^^) nehmen speziell an, dass das Wasser in jeder Pluss- 
halfte langs des Ufers emporsteigt, sich danii der Mitte nahert, hier 
abwarts tancht nnd an der Sohle ziim TJfer zuriickkehrt. Das Trei- 
ben schwimmender Gegenstande gegen den Stroinstrich hin nnd die 
Bildung einer tiefen Stromrinne nnter letzterem spricht fiir diese An- 
schannng'^^). Fach G. Filet’s Mitteilungen dass anf dem Ohio bei 
fallendem Wasser die Boote von selbst im Stromstrich bleiben, wah- 
rend sie bei steigendem abdriften wollen, wurde anch die Verandernng 
des Wasserstandes den 
V organg beeinflussen. Es 
bleibe dahingestelit, ob 
Oder wann die Doppel- 
spirale bewirken miisste, 
dass die Geschwindigkeit 
an zwei Qnerschnitts- 
punkten Maxima anfweise. Tliatsachlich liegt, wenn die Sohle nicht 
mehrere Tiefpankte besitzt, von den der lotrechten Pnnktreihen, 
in welchen man bei praktischen Messnngen die u zu ermittehi pflegt, 

70) G-. van der MensbruggTie , Conipte rendn dn Congres soientifiqne 
international des catholiques 1897, Fribourg 1898. 

71) J. Thomson, Lond. Roy. Soc. Proc. 28 (1878/9), p. 120. Siehe aucb 
B. Hartmann, Znr Kenntnis der Wirbelbewegung, Zeitscbr. f. Gewasserknnde o 
(1903), p. 106. 

72) J. B. Francis, Amer. Soc. Civ. Eng. Trans. 7 (1878), p. 113. 

73) Amer. Soc. Civ. Eng. Trans. 12 (1883), p. 331. F. P. Stearns beobacbtete, 
dass der Spiegel in einem Gerinne bis anf beide Uferstreifen Luftblasen trng. 
M. Moller, Zeitscbr. f. Banwesen 33 (1883), col. 201. 

74) In Kurven bewegt sicb das Wasser nach Boussinesq in einer einzigen 
Spirale (s. nnten Anhang, p. 467). 

76) C. Filet jun.. The Missisippi and Ohio rivers etc., Philadelphia 1853, 
p. 303. 

EncvldoT). d. math, Wissonsch. IV 3. 
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das grosst© gewohnlicli am tiefsten und unter dem Stomstrich. Gogen 
die lifer hin rucken die liolier, und in der Ufernahe wachst 

die Geschwindigkeit von der Solile gegen den Spiegel, ohne ein Maxi- 
mum im matliematisclien Sinn zu kieten. Die Verbindungslinien der 
Punkte gleicker Descliwindigkeit scUiessen sick, wenn auck rok, dem 
Umriss an (vg!. Pig. 3). Zaklreicke Veroffentlickungen dieser sog. Iso- 
tacken liegen vor'^®). 

4e. Die Pulsationen. In Nr. 4d war von kestimmten Gesckwin- 
digkeiteii u far die einzelnen Stellen des Querscknitts die Rede. Tkat- 
sacklick ist jedock die Gesckwindigkeit an jedem einzelnen Quer- 
scknittspunkte einemfortgesetzten rascken Wecksel 
unterworfen, sodass die u nur Mittelwerte ilber 
die Zeit darstellen. Das Hin- und Herwirbeln 
der Massen, welckes im wesentlicken die Reibung 
veranlasst, giebt sick durck ein Pulsieren des 
Wassers zu erkennen. Dieses ist in derselben 
Lotreckten an der Oberflacke am geringsten, nake 
an der Sokle am starksten, wacbst bei gleicker 
Tiefe vom Stromstrick gegen die Ufer kin und nimmt 
in einem und demselben Querscknitt mit zunekmen- 
der Gesckwindigkeit ab (vgl. Pig. 4). H. Badn 
fand iiberdies, dass die Raukigkeit die Pulsation 
steigert. Er leitete aus seinen Versucken ferner ab, 
dass die Sckwankung des Spiegels einer Darc^/’scken 
Rokre sick in offenen Gerinnen proportional mit 


4-2 

5‘3 


Z‘3 



76) Z. B. bei A. E. Barlacher, Beitrage zur Hydrographie Bobmens, 1. Lief., 
Prag 1872 [Elbe)- Ders., Die bydrometriscben Arbeiten in der Elbe bei Tetschen’ 
Prag 1883; Ders., Die Messungen in der Elbe nnd Donau, Leipzig 1881; H. Gre- 
henau, Internationale Rbeinstrommessnng, Mtincben 1873 ; M. Eomell, Der Boden- 
see nnd die Tieferlegung seiner Hocbwasserstande, Stuttgart 1879 (ElieiTi)- 
W. Elenkner, Tiber die Bewegmig des Wassers in nattirlicben Wasserlanfen 

Hydrologiscbe Untersucbungen, Braunschweig 
1881 {Elbe u. Weser)-, Weyrich, Zeitscbr. d. Arch.- u. Ing.-Ver. zu Hannover 28 
(1882), col. 347 (Elbe)-, I. Naggani, Giorn. del genio civ. (4) 2 (1882) p. 139 229 
Hydrologische Untersucbungen im Konigrdch Bayern’ 
1884 (Jnw); F. Frese, Zeitschn d. Ver. deutsch. Ing. 31 (1887), p. 599 {Leine)- 
Beitiage zur Hydingraphie Osterreichs 3. Heft 1897 {Eonau u. DonaulcanJ)^ 
B Bagin, Pans, Mem. pres, par diy. sav. 19 (1865), p. 182 {gescMossene und offene 
reditechge sowie offem AreiecUge, trapezformige und verwandte Gerinne, Balb- 

(Strassen- 

sieley F E. Stearns, ebenda 12 (1883), p. 324 {gemauertes Gerinne). 

77) Beitrage zur Hydrographie Osterreichs 3. Heft (1897), p. 68; A. E. Bar- 
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^ h0,3— 

in gescHossenen Leitungen proportional mit 

/'2^max C I Wmax — 

I D^ + — 

Yon Pnnkt zu Punkt desselben Quersclmitts andere. Zugleick nimmt 
er an, dass, wenn die GesclLYyindigkeit an einem Punkte zwiscken 
% nnd spielt, die Spiegelsckwankung in der Barc^-Rohre dem 
Produkt u(ui — u^) proportional sei. 

4f. Der Bo-assinesq.’sclie Ansatz fiir die Eeibnng. Das Pul- 
sieren nnd die von S. JBaBin beobacktete GrescliwindigkeitsYerteilnng 
iiber den Querscbnitt bei gleicbformiger Beweguug fiibrten J. JBoussi- 
nesq zn einer Tbeorie'^®), die in ibren Grrundzugen bereits bei A. E. H. 
Love (IV 15, Nr. 17) angedeutet ist. L Boussinesq entwickelt die Vor- 
steUnng, dass die Stromungsgescbwindigkeit das Mittel aus sick fort- 
wakrend andernden Pnlsgesckwindigkeiten sei; er nimmt an, dass die 
Navier’ sohen Gleicknngen (vgl. IV 15, Nr. IS, A. E. H. Love) nake- 
rungsweise yerwendbar sind, falls man mir an Stelle eines allentkalben 
gleicken, einen Yeranderlicken Ileibnngskoeffizienten s annimmt, der 
bedeutend den inneren Reibungskoeffizienten der laminaren Bewegung, 
wie sie in Haarrokrcken Yor sick gekt, iibertrifft. Diese Yerstarkte 
Reibnng wird durck ein fortwakrendes Dnrekeinandermiscken der 
Plussigkeit, also ein Anstauscken der GresckYP'indigkeiteii bewirkt 
(aknlick wie die Gasreibnng nack der kinetiscken Gastkeorie)®°). 
Daker giebt dann e das Maass der an der betreffenden Stelle kerr- 
sckenden, you Stelle zn Stelle sick andernden „Twrbulem“. Uber die 
Grosse der Turbulenz lassen sick nun gerade aus den jBrmVscken 
Versucken Sckliisse zieken, fiir die andererseits auck you Yornekerein 
eine gewisse Wakrsckeinlickkeit sprickt®^). 


lacker, Die Messungen in der Elbe nnd Donau, Leipzig 1881, p. 14; F. Frese, 
Zeitsclir. d. Ver. deutsck. Ing. 31 (1887), p. 598. 

78) H. Bazin, Ann. des ponts et chaussees (6) 14 (1887), p. 195. 

79) Essai snr la tkdorie des eanx courantes; Paris, Mem. pres, par div. say. 
23 (1877) mit Nacbtrag 24 (1877) nnd Thdorie de I’dconlement, Paris 1897. 

80) Vgl. die Kritik des Boimines^schen Ansatzes bei H. A. Lorentz, Ver- 
slagen der Acad. d. Wetensckappen te Amsterdam 6 (1897), p. 35; nnd in dem 
Anfsatze von JET. Hahn, G. Herglotz n. K. Schwarzsckild, tlber das Stromen des 
Wassers in Kobren nnd Zan^len, Zeitscbr. Matb. Pbys. 51 (1904), p. 411 ff. 

81) J. Boussinesq nimmt in der Darstellnng seinen Ansgangspnnkt nicbt 
von den H. Bazin’ sdhen Versncben, sondern wablt den Weg uber die plansiblen 
Annabmen, indem er zeigt, dass sie zn Resnltaten fubren, die mit den 
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Besclirankt man sicli auf die beiden Grenzfalle einee sebr breiten 
offenen Kastengerinnes Ton der Tiefe Ji und einer kreisformigen Rohre 
Oder aucb balben Robre vom Radius r — zwiscben denen alle anderen 
iu der Praxis vorkommenden Palle eingescblossen werden konnen — 
so ist das Resultat der tlbeiiegungen ®^) : 

Fiir sebr hreite rechtecMge Gerinne ist die Turbulenz gleicb dem 
Produkt aus der Tiefe des Eanals, der Quadratwurzel aus einem 
Raubigkeitskoeffizienten B und der Randgescbwindigkeit sodass 

(21) s = ‘ Uq-Ji, 

wo wieder y = qg das Eigengewicbt und K eine von der Raubigkeit 
der Wand unabbangige iudividuelle Konstante des Wassers ist. 

Pur Icreisfdrmige Bohren ist die entsprecbende Form el: 

( 22 ) s = 

WO bier der Paktor y binzutritt, um das Anwacbsen der Turbulenz 
nacb der Mitte in Recbnung zu bringen®^). 


imVschen Versuchen iibereinstimmen. S. JSahn, Q-. Herglots u. K. Schwarz- 
scMd dagegen baben die 5oMSsi«es2"sche Tbeorie ~ Kunachst nur fiir die gleicb- 
formige Beivegung - in der ersteren Weise dargestellt. ' 

82) Ygl. insb, ancb Boussinesg, Tbeorie 1, p, 49, die „dernieres reflexions 
toncbaiit I’agitation tourbibonniare et les lois dn frottement inte'rieur“. 

8.J) Eine solcbe mnss man trotz der entgegenstebenden Versucbe annebmen. 
Es iet diese Annabme bis zu einem gewissen Grade dnrcb den IJmstand be- 
recbtigt, dass die Gescbwindigkeit vom Rand aus in einer knrzen Strecke anf 
einen betracbtlioben Wert ansteigt. Vgl. M. Couette, These Paris 1890, p. 80 = 
Ann. cbim. pbys. (6) 21 (1890), p. 60S. Hiermit stebt aucb H. S. Sele-Shaw’s 
Ansicbt im EinMang, der aus gewissen Beobaebtungen scbloss, dass bart an 
den Wanden die Bewegung eine laminare sei, vgl. Experiments on tbe nature 
of tbe surface resistance in pipes and on ships, Inst, of Naval Architects, Trans. 
39 (1897), p. 145, 155 u. Investigations of the nature of surface resistance of 
water on stream line motion under certain experimental conditions, ebd. 40 (1898) 
p. 21 u. 45. Siebe aucb unten p. 448. ’ 

84) Uber die Scbwierigkeit, dass s fiir r = 0 unendlicb wird, vgl. J. Boussinesq, 
Tbdorie^ 1, p. 20. Man umgebt sie durcb Einfubrung einer Eunktion von -1’- 
neben ™ , die fiir r = 0 endlicb bleibt. ^ 
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Hierzu kommt als Annalime 
uber die dussere Beibung 
(23) F, = yB-u,\ 

Unter diesen Voraussetzungen 
ergeben sicb nun in der Tat fiir 
die gleicbformige Bewegung bei 
scbwacber Neigung des Gerinnes 
Oder Robres aus der einzig in 
Betracht kommenden Gleicbung: 



und den Randbedingungen: 


= — F, an den festen Wanden, 

== 0 und p = const, an der freien Oberflacbe (wo 0 sei), 







du- 

<5?Z 


dx 


Fig. 5. 


die von den Experimenten her bekannten Formeln. Eiihrt man nam- 
lich als iC-Axe die Gerinne-Mittellinie (oder die Rohraxe) ein, so wird 
beispielsweise aus Gl. (24) unter Einfiihrung der Werte von b fiir das 
rechteckige Gerinne; 




UqIi 


’ 


welche Gleicbung zwiscben den Grenzen 0, 0 nacb ds integriert^ 


/op-N A T V-B T du ~r s du 

(25) 0 = -*-L«„-7f = 

giebt. Fiir = h giebt die letzte Gleicbung Jh = BuQ^-^ wird bieraus 
J in GL (25) eingesetzt und dann zwiscben h und 0 integriert, so folgt 


1 + a: 


ys 



Abnlicb lassen sicb fiir das Yerbaltnis ^ u. a. w., ferner ftir Robren, 


die in 

folgender Tabelle zusammengestellten Gleicbungen ableiten®®): 


fur Kastengerinne 

fur Bdhren und Halbrdhren 

(26 a) 



(26 b) 

1 , K 

1 , 2K 

^ ” ]/R 5 ’ 


86) J. Boussinesq, Theorie 1, p. 33, 34. 
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(26 c) 
(26 d) 


fur Kastengerinne 

Q F 2* 

tJ “ Y ■ 

Umax. .4 j F 1 


fwr Mohren und Scblbrohren 


U 




Wmax 


1 - 4 - . 86 ^ 
' 15 e ^ 


Von diesen G-leicliungen stimmt (26 c) mit den in Nr. 4:d o-ege- 
benen Ba^in’schen. Die Konstante K lasst sicb nacb ibr aus der be- 
obacbteten G-escbwindigkeitsverteilung berecbnen. Auf diesem Wege 
fand J. Boussinesq K fiir Wasser gleicb 44,55 mVi sec- b ^ 7 ^ j 5 
dann fiir c = 50 m% sec-^ (welcber Wert mit dem von Eytelwein fiir 
Fliisse. angegebenen nahezn iibereinstimmt) = 0,00081 m-^sec^, ®®) 
Boussinesq priifte ancb, ob nach Badn’s Yersucben die c der Dleicbungen 
U=cYRJ fiir recbteckige nnd balbkreisformige, gleicb raube De- 
rinne, tatsacblicb verscbieden sind. Das ist der Fall, docb zeigte 

sicb der Unterscbied nicbt nur = ^ ^ ^ _ 3 33 ^- 1 , wie 

es nacb den Gleicbungen(26b) sein sollte, sondern etwa = 5 m%sec-b®^) 
Aucb den neuesten Messungen von E. Bamn fiber die Descbwin- 
digkeiteverteUung in Robren (vgl. Nr. 4d) bat Boussinesq^^) seine 
Tbeorie angepasst iind dnrcb bobere Approximation bier A'=48 6 m^/'‘ 
sec-^ nnd ’ 


(27) 


i^ = l + ^4 = l + l^ 


gefunden^i). Hierans folgt bei einer Raubigkeit, die bei breiten Ge- 

rmnen dnrcb & = -^ == 0,0004 m- ^ sec^ gekennzeicbnet ware, ffir 
diese bezw. Halbrobren nnd Robren: 


(28) 


U 

Ttmax 

% 

Wmax 


= 0,86 bezw. = 0,81, 
= 0,58 „ = 0,50. 


u 

86) Nach G].(26d) nimmt ~~ mit wachsender Eauhigkeit ah. Dies ist fiir 

Strome n. a you J. Greve, Nennter intern. Schiffahrtskongress , Dhsseldorf 1902, 
1. Abt. 15. Mitt., p. 31 bestatigt worden. Vgl. ancb H. Bazin, Ann. des ponts 
et chaussees (5) 10 (1875), p. 309 f. 

87) Vgl. J. Boussinesg, Tbeorie 1, p. 35. 

88) Vgl. J. Boussinesq, Eanx courantes, p. 86. 

89) Tbdorie 1, p. 35. 

90) Tbeorie 1, p. 40. 

91) Ebenda, p. 46; vgi. aucb die Daten von J. B,. Freeman unten p. 352. 
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In glatten Roliren isfc grosser als in rauben und wurde von 

'2^max 

H. JBa^in in seinem Zementrolir gleicli 0,856, von Gf. Williams, 
C. W. Hubbell und G. S. FenJcell in Grusseisenstrangen gleicli 0,84 ge- 
funden®^). 

5. Die stationare (von der Zeit unabhangige) Stromung, insbesondere 
in Wasserlaufen mit freiem Spiegel. 

5 a. Stationare Stromung als tibergang zu gleichformiger Be- 
wegung in Leitungen. Bei der stationaren Bewegung ist der (je- 
scliwindigkeitszustand immer nocli unabliangig von der Zeit, andert sich. 
aber von Ort zu Ort. Auf eine solcbe Bewegungsart ist man bis vor 
kurzem fast nur bei ofPenen Wasserlaufen®®) eingegangen, bei -weleben 
die Prage, weleben Spiegel sie unter gegebenen Bedingungen annebmen, 
grosse praktisebe Wiebtigkeit bat und seit J. B. Belanger zu einem 
der Ausgangspunkte der wissenscbaftlioben Hydraulik geworden ist. 
Aucb die verwandte Prage nacb dem Eintritt und Aufboren der 
gleicbformigen Bewegung wurde zunaebst nur bei ofifenen Laufen be- 
bandelt, bis J. Boussinesq^) sie aucb auf gescblossene Leitungen aus- 
debnte, naebdem E. Badn^^) an einem 80 m langen Zementrobr ein- 
scblagige Versuebe angestellt batte. Von diesen Entwickelungen 
Boussinesq’s^^) werde nur kurz mitgeteilt, dass nacb ibm von der 
Stelle an, in welcber die am Eintritt in eine Robre eingesebniirte 
Stromung bereits wieder den ganzen Quersebnitt ausfullt, nocb eine 
Strecke von 30 Durcbmessern und in kastenformigen gescblossenen 
breiten Gerinnen von der Ilobe 2Ji nocb eine Strecke von 12 h zur 
Herstellung einer merklicben Gleicbformigkeit der Bewegung erforder- 
licb ist. 

Dass aber aucb beim Austritt aus einem Robre eine Anderung 
in der Gescbwindigkeitsverteilung erfolgt, zeigt ein Vergleicb der 
Bamn’ schen Messungen mit denen, die J. B. Freeman in den Mittei- 
punktsabstanden r in einem Strahl vornabm, der aus einem 2r weiten 
Mundstiick eines Peuerwebrstrablrobres austrat®'^). Vgl. die folgende 


92) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans, 47 (1902), p. 34, 64, 182. 

93) Stationare Bewegung bei wecliselndem Robrq^uersebnitt findet in koni- 
seben Robrteilen statt; sie gelangt in Nr. 7 b zur Bespreebung. 

94) J. Bottssinesq, Tb^orie 2. 

95) H. Basin, Mem. prds. par div. sav. 32 (1902), Nr. 6, p. 14. 

96) Ygl. J. Boussinesq, Tbeorie 2, p. 64 u. 70, 

97) H. Basin, Paris M^m. pres, par div. sav. 32 (1902), Nr. 6, p. 24 und 
J. B. Freeman, Amer. Soc. of Civ. Eng: Trans. 21 (1889), p. 411. 
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TabeUe, m die fiir verscbiedenes ~ die gemessenen Werte fiir 


nacb der FQrmel ( 20 ) (Bazin) nud J. B. Freeman eingetragen sini 
~ == 0,174 0,522 0,783 0,904 0,974 0,991 

— U / . . 

U = 0,009 0,087 0,221 0,329 0,429 0,463 

„ (Freeman) == 0,024 0,109 0,221 0,307 0,429 0,477 

5 b Die Grundgleichung fiir die stationare Strbmnng. In der 
raxis kam man meist die lebendigen Krafte vemachlassigen und mit 

lenn®!rientf ® {Siaukune) gelangen, 

Betti der tJmma des mehr oder weniger hoeh ausfdUbarea 

dee W ™ e“es Stauwebres) die Hoke 

des Wasserspiegel gegeben ist. Maa bestimmt namlich nacb einer 

nii /t - z- B. der Ctey-s - eu- 

den'^lr^lfl i Jcernit dana annahemd 

letete^ ^ folgenden, sucbt J ftSr 

letztere, und fabrt auf diese Weise fori "Roi i 

mm m abnlieher Weise weiterscbi-eiiem Bei tmTeranderliohem Sohlen- 
gefaUe nnd zylmteebem Beti fflbrt dieses Terfahrex auf eine Diffe- 
rentidgleiobung, die sich unter TJmstanden losen lasst®), 

ffleieb*'" die lebeudigen Kriifte berttotsichtigeuden 

Gleicbungen fur die stationare Bewegung baben unter der Amabme, 

(mn Sleiebformigen Bewegung abweiobt 

i^ement perrmn^t grad^Ument .arie'), von dem Bernouni.A..n 

1 r*^’ J- £-JBelanger‘^, P. Yauthier-^) und 

. onois ) aiifgestellt*"*). Die von P. Yauthier etwas modiflzierte 
Belanger’ sche G-leiebungio^) jautet: 

ment 

... y t ° Germne von parabolisckem Umriss G TolTc- 

aalrnmt W (^Z'7T HUfte.t Irf. 

(1802), p. 234 (s a. Wockenbl. f. Arcb. u. Ino- 3 nssil n 08 ior n n 

ear Bei-eohnurg der Staukurve. ’ 

98) J. S. Belanger. Essai sui la solution de quelques proMemes relatifa au 
mouvemeut permanent des eanx couiantes, Paris isss! p. m u. 24 

100 ) Ann. d, ponts et cbanssees 1836, 2 . sem., p.' 362 f 

101 ) Ann. d. ponts et cbanssees 1836, 1 . sdm p 314 f 

nieres^de ™iTes®Z^°“'' Des diverses ma- 

meres de poser les equations du monvement varie des eanx conrantes Ann d 
ponts et cbanssees (6) 13 (1887), p. 143 f. ’ ^ 

„i« Bei unrepbnassigem Belt kann auf Grand dieser Gleieten. Mich 

wie oben anf Qrmid der * OUey’e sehrittweise vorgegangen werclen 
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( 29 ) 

sie ergiebt sicb sofort fiir cc — 1 aus der auf das Laiigenelement ds 
angewandten Grleicbung (4). Goriolis'^^^') fubrte zuerst in das Glied 
d 

den Koeffizientea a ein, der dadurcb begriindet ist, dass die 

ds A 0 

Gescbwindigkeiten nicbt gleicMormig tiber den Querscbnitt verteilt 
sind. Dieser Koeffizient wurde von Coriolis auf Grand zweier ver- 
scbiiedener Annabmen iiber die Gescbwindigkeitsverteilung zu 1,16 oder 
1,47 berecbnet, von P. Vauthier aber weit kleiner geschatzt^°®). In- 

dem die genannten Autoren dann weiter ^ setzten, vernack- 

lassigten sie die Anderung, welcke die Urnfangsreibung dadurcb er- 
fabrt, dass die Gescbwindigkeit anders als bei gleicbformiger Bewegung 
iiber den Querscbnitt verteilt ist. Diese Anderung bat erst J. Boussinesq 
mit Hiilfe seines Ansatzes der turbulenten Erscbeinungen zu beriick- 
sicbtigen verstanden (vgl. unten Nr. 5e). 

Aus Vauthier’ B Gleicbung leitet M.Mother^^^') 


(30) 


(l ~ 


cHF^\ 


I 

N 

I 

I 

I 

■ %Q^ / 


ab (bierin ist i das SoblengefaUe, % der benetzte Umfang, s die absolute 
Hobe des Spiegels, y dessen Hobe iiber der Soble) und gebt strecken- 

e^i dF 

weise vor, indem er den Brucb — ■ • durcb Mittelwerte ersetzt. 

’ 9% ay 


5 c. Integration der Stangleiobnng fiir einen recbteckigen Kanal 
(einfacbe Stautbeorie). Die Integration der einfacben Staugleicbung: 


104) Die Notwendigkeit eines solchen a. erkannten ubrigens scbon G-. V. 
Poncelet und J. A. Leshros, Paris Mdna. pr^s. par div. sav. 3 (1832), p. 407. 

105) tiber die neneren Werte S. Bazir/s siebe oben Nr. Id nnd 5a. 

106) M. Bother, Zeitscbr. f. Gewasserk. 2 (1899), p. 274, 337. 

107) tiber ein Naberungsverfahren zur Losung von Gl. (29) bei zylindriscbem 
Bett, bei dem der Querscbnitt und bei gegebenem Q sonacb aucb U nur von der 
Wassertiefe h abbangt, sodass man nacb Gl. (9) das Gefalle J zwiscben je zwei 
benacbbarten h geniigend genan ausrecbnen kann, siebe G. TollmiU im Handb, 
d. Ingenieurwissenscb. 3, 1. Abt., 1. Halfte, 3. Aufl., Leipzig 1892, p. 235. Bei 
nicbt zylindriscben Betten gebt A. Fliegner, Sobweiz. Bauzeitung 42 (1903), p. 89 
nicbt unabnlicb vor. Eine Ausbildung des Verfabrens durcb BE. Walter bat 
J. JSermanelc als unricbtig nacbgevdesen, Zeitscbr. f. Gewasserk. 5 (1903/4), p. 92 ; 
6 (1904/5), p. 186. Eiir trapezfOrmige Querscbnitte verscbiedenster Seitenboscbung 
bat B. de St.-Venant, Ann. des mines (4) 20 (1851), p. 294 Tabellen' berecbnet, 
welcbe fur das Verbaltnis y : \ die Erbebung y zur ursprunglicben Tiefe \ das 
zugeborige is : \ angeben, -wobei i das SoblengefaUe und s die Langenabstande 
vom Punkte bedeutet, in welcbem y = Sh ist. 
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1 


( 31 ) + 

fiir Kandle von rechtecJdgem Querschnitt 
leistete bereits J.Dupuit (allerdings fiir 
a — 1). 10®) Die SoHe besitze ein gleicb- 
massiges Gef alle i, der Kanal durcbweg 
die Licbtweite I, und der ursprunglicbe 
Abstand Ji^ zwiscben Spiegel und Soble 
werde dureli den Stan auf ^o“l~ ^ vergrossert (Fig. 6). Fine Differential- 
gleicbung fiir y folgt nun leicbt, wenn man beacbtet, dass 

^ ^ y) 

JR 4 y) 

ist, dass der Durchfluss Q konstant bleibt und dass fiir die gleicb- 
formige Bewegung 


SSI®/}-, 

Fig. 6. 


BJ 




also 


^2 ^ 

^ -k n \ (^-u \ ) 


6 (Z -j- 2\) 




l-F’iPK 


IK 


hil + U,)d^(h,+yy 
dy 
Ts‘ 


b{l + 2\){\+yy 


Da J — i — wenn s die Kanallange bezeicbnet, so 


sein muss 

wird Gleickung (31) zu 

dj/ Z -j- 2 (Jiq -j- j/) 

ih + yy~~ 


(32) 


KH 


IKH 


ds 


ih + yy A + u, ~ 2A) (K + yy 

Das Integral dieser Gleichung ist, wenn zur Abkiirzung 

’“3 3» = 2 + 

gesetzt wird, bei entsprecbender Wabl des Anfangspunktes der s 


(33) is 


2/ + ^0 + ^ lognat 


y^ 


h,(Q 


y^ + SZio2/ + 

6% _ ~) 
n] 


% 

]/3(4w~ 3) (2 ^ ■j/^(4^ _ 3) 

Fiir sebr Ireite Gerinne, also 1 = oo, erbalt man aus (33) bei 
Verscbiebung des Anfangspunktes die Gleicbung von J. J. Ch. JBresse^^^): 


arctg 


^y + 37^0 


108) Vgl. aucli die Lebrbuclier, z. B. A. Flamant, Hydraulique, p. 250 und 
U. Masonij Idraulica, p. 488. J. Boussinesq, Eaus courantes, p. 112 — siehe auch 
unten Gl. (60) bat statt dieses Koeffizienteu cc einen. andern cc = 1,11, der zwar 
seiner Begrtindung, aber fast gar nickt seiuem Werte nach von dem a von. 
Coriolis abweicht. 

109) J.J. Ch.Bresse, Cours de mecanique appliquee, 2. partie: Hydraulique, 
Paris 1860, p. 221 (Bresse setzt bier a = 1). Vgl. die beiden Piguren 7 und 8, in 
welcben 
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(S4) 


^s 




7b) 


1 , iJh -4- hr, , 7t 

- arc cotg 4 ::: 

1/3 ^ l/3-7i(, ' 31/3 


wo h — Jiq y die Wassertiefe bedeutet. Piir den in der Klammer 
stehenden Ausdruck 

I i_ log- nat 7 \ 

I g iognat (h — h,)^ 


1 , 2 ^ *4- h^ 

— arc cots; — ~ ^ 
1/3 ® ys.h, 


ly'sj Ufl/ ' 31/3 


hat JBresse Tafeln gegeben, wodnrcb seine Formel leicbt benntzbar 
wird^^°). 

Piir sebr geringe StauJiohe bat u. a. J. Dupuif^^^) die Grleicbung 
(31) vereinfacbt^^^). Er findet iinter bestimmten Annabmen zwiscben 
zwei Punkten mid 

(35) ^(Si— 52) = ^lognat|-, 

wo hm die mittlere Wassertiefe der in Prage kommenden Strecke be- 
deutet. 

Diese Grleicbung gewabrt rascben tfberblick iiber die Eigen- 
scbaften der Staukuiwen; sie zeigt z. B., dass die Staulange 
zwiscben zwei Hohen und y^ dem Soblengefalle i annabernd um- 




- ± ^ arc cotg 


Ilf, 2 k % 


und 


y^\ ' 31/3 1 


/_± 0,606i.(l_^) 

gesetzt ist. 

110) Aucb A. Golding, Eopenb. Vidensk. Skrifter (5) 6 (1867), p. If. und 
ebenda (5) 9 (1873), p. 141 f. entwickelt einen (33) entsprecbenden Ausdruck, fur 
den er gleichfalls Tafeln berecbnet. Zugleicb aber bebandelt er aucb den Fall, 
dass die Soble in der Stromricbtung anateigt, ferner in gleicber Vollstandigkeit 
angenahert die Bewegung in paraboliscben Geriimen und kreisrunden Rohren. 
Er findet, dass der freie Wasserspiegel je nach Durcbfluss und Gefalle in breiten 
Kastengerinnen 6, in kreisrunden Robren 14 verscbiedene Formen annebmen kann. 
B. Tolman, Osterr. Wocbenscbr. f. d. ofPentl. Baudienst 11 (1905), p. 405, 424 
prufte die Formeln von JDupuit {BuMmann), Bresse, Tolhnitt (vier Formeln) und 
Fliegner an drei Haltungen der Moldau und fand die mittleren Febler = 1,33; 
1,73; 2,05 bis 4,63; 5,64 cm. Siebe aucb {J.) DancJcweids, Zeitscbr. f. Arcbit.- u. 
Ingenieurw. (2) 8 (1903), col. 257. 

111) J. JDiipuit, fitudes tbeoriques et pratiques sur le mouvement des eaux 
courantes, 2. ed., Paris 1863, p. 91. 

112) tiber andere einfacbe, aber allerdings willktirlicbe Tbeorien siebe 
TJ.Masoni, Idraulica, 2. ed., p. 509, 515. 
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gekelirt proportional ist. Aucb. auf den wesentlichen EinflnsSj den 
das Sohlengefalle anf den Cliarakter der Stauersckeinungen kat, ging 
ein, der das entscheidende i — 0,0035 fand (vgl. die folg. 
Nr. 5d nnd Nr. 5f). 

6d. Die Diskussion der Stangleiclning fiir selir breite ebene 
Gerinne. Fur diese wird der Profilradius E gleick der Tiefe h nnd 

dh 

die Gleickung (31), wenn J dnrch i — -j- ersetzt wird, zu 


( 86 ) 


(* 


dh\ ^ 

Ts)^ 


El _ 

g ds 

Durck Einfiikrnng des Durckflusses der Breiteneinkeit q = C/'/i, der 
bei gleiekformiger Bewegung kerrscbenden Tiefe 

Grosse 'k = "j/^" = K 8®^^ obige Gleickung infdie leickt dis- 

kutierbare 
(37) 
fiber. 




dh 

ds 




113) JDupuit, Etudes tkeoriques et pratiques sur le mouvement des eaux 
oourantes, 2. ed., Paris 1863, p. 82. 
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Je nacMem Iz d. li. (Fig. 7) oder 7c>^o; 

(Fig. 8) ist, erhalt man zwei yerscHedene dreiastige Kurven, deren 
l.ste durch. die verscFiedenen Kombinationen eines stromabwarts 
immer positiyen bezy 5 ^. immer negatiyen Differentialquotienten und 
einer Hobe h grosser oder Meiner als /c (also kleiner oder grosser 

als g cbarakterisiert sind, -wie es die yorstebenden Figuren andeuten. 

Jeder Ast einer solcben Kurye kann, mit Ausnabme der Stellen 
grosser Kriimmung, an denen die Gleicbung (37) nicbt mebr gilt, als 
Spiegel einer nngleicbformigen statio- 
naren Bewegung betracbtet werden. Die 
Aste, fiir die hyl, bangen yon den 
Banten im Unterlaiif (z. B. Stauwebr, 

Stufe in der Soble), jene, fiir die 1% < li, 
yon den Yorkebrungen im Oberlauf (z. B. 

Scbiitzen, zwiscben deren Unterkante und Fig- 

der Soble das Wasser aus einem Teicb 

ins Gerinne fliesst) ab. Der Gesamtyrasserspiegel zwiscben den Ober- 
und Unterlaufbauten setzt sicb stets aus zwei solcben Asten, die abei’ 
in der s-Ricbtung gegen einander yerscboben sind, zusammen^^^). 
Liegen die Ober- und Unterlaufbauten weit genug yon einander, so 
fallt der eine Ast nabezu mit der Asymptote zusammen, sodass man 
die Aufeinanderfolge der beiden Aste aucb als Eintritt oder Aufboren 
der gleicbformigen Bewegung auffassen kann. 

Nacb B. de 8t-Vemnt^^^) bezeicbnet man die Wasserlaufe, fur die 

das Soblengefalle i < ^ (Fig. 7), als FUisse, jene, fiir die i ^ (Fig. 8), 

als Wildbdche. Bei ersteren bewirkt ein Hindernis im Unterbau eine 
nacb oben langsam yerlaufende Staukurye, bei letzteren einen plotz- 
licben Sprung (den sogenannten 5?(7o%e’scben Wassersprung^^®)), wie ibn 
G. Bidone^'^'^) zuerst beobacbtet und J. B. Belanger berecbnet bat. 

114) Zablreicbe Beispiele bei E. Boudin, Ann. des travaux publ. de Belgique 
20 (1861/62), p. 397 ff. Die Senkungskurven in einer 230 m langen Flossrinne 
von mebrfacb gebrochenem Soblengefalle beobacbtete B. Tohnan, Allgem. Bau- 
zeitung 69 (1904), p. 107, welcher aucb das Yerbaltnis der mittleren Gescbwm- 
digkeit zu jener an der Oberflacbe bestimmte und (p. Ill) durcbscbnittlicb 
= 0,85 fand. 

116) Ann. des mines (4) 20 (1851), p. 320 u. Paris C. R. 71 (1870), p. 194. 

116) Bezugiich des 'W'assersprunges siebe unten p. 389. 

117) Torino Memorie 25 (1820), p. 27 f. 

118) J. B. Belanger, Essai sur la solution numerique de quelques problemes 
relatifs au mouvement permanent, Paris 1828, p. 31. 
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JBoussinesq^^^) macht ulorigens darauf aiifmerksam, dass auf der 
Strecke zwischen Welir und Wassersprung, d. k. also fur h > 7c oder 

jeder Wildback verlauffc, namlich unfakig ist sick 

zu erkeben, jeder Muss kingegen zwiscken einem Spannsckiitz und 
dem nackfolgenden Wassersprung, also soweit 7^ < Tc d. k. 
istj jjWild^^ sei, 'womit man auck in dem Gresckwindigkeitskriterium 
^ ~ d. k. h^li ein Mittel kat zu entsckeiden, ob der Wasser- 
spiegel „wLld“ oder „still“ verlauffc. 

5e, J.BoTissinesq^’s Bekandlung des Stauiprolblems: Stangleiclniiig 
bei konstantem Soblengefalle. Bei SoussiviBs^s^'^^'^ Bekandlung des 
Stauproblems treten zwei neue Gredanken auf, die eine viel bessere 
Tkeorie desselben ermoglicken. Indem er von den durck Einfiikrung 
der Turbulenz modifizierten NavieFsckQu Gleickungen (vgl. Nr. 4f 
und Fussnote 2) ausgekt, bringt er es zuwege, zunackst die durck die 
Ungleickformigkeit der Stromung veranlasste Anderung der Umfangs- 
reibung zu bestimmen (vgl. Nr. 4f) und sodann die Kriimmung der 
Stromfaden (die er naok einem einfacken Gesetz als gegeneinander 
geneigt annimmt) derart zu beriicksicktigen, dass ikm auck die Dis- 
kussion der Stellen starker Kriimmung, die bei der einfacken Stau- 
tkeorie unmoglick ware, gelang. 

cc) Was zunackst die gednderte Aussenreibung betrifft, so sei kier 
sein Vorgang an dem einfacken Falle wenig gekrilmmter Stromfaden, 
also gleickmassigen — und wie angenommen werde — kleinen Soklen- 
gefakes i und Spiegelgefalles J auseinandergesetzt. In diesem Falle 
besckranken sick die beiden letzten der drei Nkwier’scken Gleickungen 
(von welcken bei zweidimensionalen Problemen die zweite liberkaupt 
fortfallt) auf die Aussage, dass der Druck innerkalb eines jeden zur 
Stromricktung senkreekten Querscknitts kydrostatisck variiert. Zu- 
gleick verwandelt sick die erste der Gleickungen unter Yernack- 

lassigung des kier von kokerer Ordnung kleinen ^ in 


(38) 


du , 
dt ' 


du . 8u 

u- — W-7^ 


ds 


gJ + 


£ 0 U 
Q ^ 


falls, w^ie iiblick, u die Gesckwindigkeitskomponente in der Langs- 
licktung s der Sokle und w jene in der zur Sokle senkreekten (der 


119) J. Boussinesg, Eaux courantes, p. 164. 

120) J. Boussinesgi, Eaux courantes, p. 102, 487. 
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geringen Soblenneigung wegen mit der Schwerericlitung zusammen- 
fallend gedacbten) Holieiiriclitnng bedeutet. Hierzu treten die Rand- 
bedingungen (vgl. jene nacb Gl. (24)) 


(39) 


dit, _ 

ds 

sdu 

d& 


0, p = 0 an der freien Oberflacbe, 
= — an der Soble, 


(woselbst die Gescbwindigkeit Uq berrscbt). 

Unter der Annahme eines Gerinnes Ton sebr grosser Breite mit 
der Tiefe Ji wird GL (38) durch Einfiibrung des zugehorigen s (vgl. 
GL (21)) zu 


(40) 


g \ 


du 


I du\ 




VB d^u 

~ — hu, — 






Oder bei Verwandlung des linken Gliedes unter Beriicksicbtigung der 
Kontinuitatsgleicbung ~ folgenden: 


(41) 


u 

~g W 


d^u 




Die letzte Annabme ist die iiber die gegenseitige Neigung der 
Stromfaden. J. JBoussinesq'^^^) setzt bier: 


(42) 


ds ' 



d. b. er setzt voraus, dass sicb 
alle Tangenten der tiberein- 
ander liegeiiden Stromfaden- Fig. 10, 

elemente mit der des auf der- 

selben Lotrecbten befindbcben Spiegelelementes in demselben Punkte 
der Soble treffen. 

Aus der entstebenden Endgleicbung 


(43) 


1 dh j . ys 

X Is 


0 to 




lasst sicb das Verbaltnis — und biermit aucb ~ ableiten, womit die 

Mfl Wq 

gesucbte Beziebung der mittleren Gescbwindigkeit zur Aussenreibung 
— Buq gegeben ist. Das Prinzip dieser Ableitung ist, durcb Addition 


121) Diese Gleicbung bleibt besteben, wenn wie in der Fortsetzung §) die 
z von der Soble auf-warts gemessen werden. 
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und Subtraktion des Mittelwertes des linken Gliedes die Elimination 

des Gefalles zn erleicbtern nnd so — als Pnnktion von 4- und ~ zu 
1 ,, “o A ds 

ernalten. 

Im einzelnen gestaltet sich die Integration folgendermassen: 

^ - h 


Mfl® dh( 

gTi ds\u^^ 


/ \ " 

7-1 ^ dh f .dz , l/B 


7 d^u 

K 


oder nacb ds von 0 bis s integriert: 


z 

^ C 


ghdsj \tto- 
0 


- 

j < 


dz 


ds 


— ( J* 4~ 


gh ds 


h 

/ o dz 
«-T 


, VB j du 


An der Soble, also fiir s = h, wird bieraus: 


0 




I dz 
_ 


h — 2 


'0 5 


dnrcb Einsetzen des Klammeransdruckes in die vorbergehende Gleichnng 
resultiert 

h 


dh 
gh ds 


■ C ( tzA Pm 2 l/p 


+ ]/ jL> ^ du 


oder wiedei nacb. Multiplikation mit ds zwiscben den Grenzen s und 
h integriert : 

h z , h 


(430 ~-l 


Kys r 

2 V 


= r/ f:!L 

I/Bgldsj hj I J 

z (i \ 0 


dz \dz 

~^T }Y 


Diese Gleicbnng lost J. JBoussinesq durcb successive Approxima- 
tion. Er findet in erster Annaberuncc; 


(44) ^ = 


4- ^ ri_ I A kVB 

~ 6g ds\_2 ' 20 


) 



1 z^ 

Jfl/P / 


2 

20 1 


A^ 


+0] 


Hier lasst sicb leicbt die mittlere Gescbwindigkeit einfiibren, sodass 
J. Soussmesq scbliesslicb fiir die aussere Reibung zu der Pormel 

(45) BUn 


I /Q7 

'^'^^^d-sJ-g 


122) Eaux courantes, p. 89. Die ZifFernwerte stehen p. Ill, 112, 267. 
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gefulirt wird, wo ^ der aus der gleichforinigeii Bewegimg bekaniite 
Koeffizient bekannt und ^ im Mittel = 0,088 (bei unendlicb breitem 
recbteckigen Querscbnitt allerdings = 0,110) ist. 

/3) Gregeniiber der unter a) gegebenen Ableitung der Grleicbung 
fiir stationare Stromung ist JBoussinesq's AUeikmg der genmeren Stau- 
gleichung durcb die Annahme kompliziert, dass aucb starkere TCrfim - 
mungen der Stromfaden zulassig sind. Dies lauft darauf binaus, 
dass der Druck in dem zur Stromricbtung senkrecbten Querscbnitt 
nicbt mebr bydrostatiscb verteilt ist, sodass (wenn die z nunmebr, 
da der Spiegel gekrtimmt ist, von der Soble aufwarts gemessen werden) 
von den beiden G-leicbungen 


(46) 


du , du . . 

“a7 + “’^= S’®"!*- 

dw , dw 


1 I e d^u 
(> 0s ’ 

1 dp , E 
Q dz Q 0s® 


auszugeben ist. Hier lasst sicb aber unter Annabme, dass das Soblen- 
gefalle i klein sei, und unter Beriicksicbtigung, dass aucb klein 


ist, sowie mit Benutzung der Kontinuitatsgleicbung die vereinfacbte 
Form ableiten: 


(47) 


, 5 - 

U 

g dz 

, 0 — 
U- u 

9 ds 


1 dp , E d^u 

Y ds ' y dz^ ’ 

1 dp 

y dz ’ 


zu der die bekannten Randbedingungen treten. 

Indem man bier dieselbe Annabme vyie unter a) fur die Neigung 

der Faden macbt, jetzt also unter deren Neigung gegen die Soble 
verstebt, erbalt man: 


(48) 


1 dh 
g h ds 


1 dp 
y ds 


+ 


j/Bj 0 ®M 


0 d^h .| 1 0p 

g h ds^ y dz 


Aus der zweiten Grleicbung ergiebt sicb, wenn man, urn die 
Integration zu ermoglicben, mit vertauscbt, zunacbst 


= const. h — z -\- 


U^d^h 
g ds^ 


2h 


dann durcb Differentiation und Yernacblassigung der Produkte mit 
d^h 

^ ibrer Kleinbeit wegen 
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-Ill = ^ I ^ — 

y ds ds ' g ds^ 2h 

Bei Benutzimg dieses Ausdxucks liefert die erste Grl. (48) nach dz 
zwisclien 0 und 7i integriert: 


(49) 


V-B 

K 


hUr 


d% 

dz 


Buc 


ih -f- 



d^h 
ds^ ’ 


Durck Einfiilirung der mittleren Greschwindigkeit TJ und Beriiok- 

h 


sicktigung, dass nack der friikeren 


Bezeicknung (vgl. JlsTr. 2 



0 

~ (1 *?) ist (wo 1 -j- im Mittel == 1,023 und bei reckteckigem 

Querscknitt von unendlicker Breite = 1,018 ist), wird unter Heran- 
ziekung des unter a) gefundenen Wertes ftir Bu^^: 


(50) 


hi 




(a 


dh , 

I Q 


ds 


ds® 


14-^ + ^ ^2^ 

Dies ist J. Boussinesq's Endgleiohung^^®), in der 1 rj ^ = a 
1,11 gesetzt werden kaiin und die bei Vernachlassigung der be- 


deutenden Wasserkriimmung ^d. k. sich auf die alte Gleickung 

(36) reduziert, der gegeniiber aber ikre Ableitung in dem Nackweis, 
dass der nunmekr cc genannte Koeffizient ausser von der ungleick- 
fbrmigen Verteilung der Gesckwindigkeit Tiber den Querscknitt nock 
von der modifizierten Randreibung abkangt, einen entsckiedenen Vor- 
zug besitzt. 


51 Fortsetzung: Diskussion der Staugleichung. Der Gl. (50) 
kann man durck Einfukrong der Tiefe, welcke bei gleickformiger Be- 

wegung kerrsckt, (wo Uh ist) und der Grosse 



die der Gl. (37) in Nr. 5d entspreckende Form 

(51) = + 

geben. 

tf. Boussiviesq^^^^ kniipft seine Ausfiihrungen an die Annakme, dass 


123) Gl. (166) der Eairx courantes. Da (Eaux courantea p. 110) § = 2a~2r} — 2 
ist, gilt aucli o:' = 2o' — 1-— 7 ], 

124) Eaux courantea, p. 194 ff. 
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li—K 


— ein kleiner Bruch, sei; dann kann statt des letzten Gfliedes 

gesetzt werden, wodurck der Ausdruck (51) in 

dh , d^h 


( 

1_V) 

3o:' / g 


V 





ubergekt und durch Entwickelung der Klammern nack Potenzen von 
— ^ (bei Besckrankung auf das erste Glied) zu 


9^ 
h 2 


h 


-K ^ ^ {_i 1-1-3 ^ ^ 

\ \c^d i "1” Ti^ ) ds ' 


d^h 

ds^ 


c‘%^ h 

wird. Boussinesq fiigt nock im linken Gliede einen Paktor 


f 




3b 


d~^ 

dlln 


ungefakr 1,1 


1 

kinzu, der der Akkangigkeit des von der Tiefe Becknung tragen 
soli, sodass nack ikm die Gleickung 


/KoN d^h 3ci g q ^ ^o\ ^f9 ^ ^0 a 

(^00^ — o— — u 

gilt. Er zeigt nun -weiter, dass unter der Annakme, dass i wesent- 
lick kleiner bezw. grosser als sei, wodurck das Glied — 3 — 

vernacklassigbar wird, die Wasserlaufe sick in mei Gattungen sckeiden, 
je nackdem 

0,0033, 

'>S?(l + |-(^)0 0,0039 

ist. 

Im ersten Palle gesckiekt der tJbergang von der ungleicJiformigen 
mr gleiclifbrmigen Bewegung durch aufeinanderfolgende Wellen^^^) 
gleicher Lange aber stromab abnehmender Hohe, der entgegengesetzte 
tjbergang obine Wellung. J. Boussinesq^^^) giebt auck eine Metkode 
an, wie man die Wellenlange in jedem Einzelfalle berecknen kann, 

Im zweiten Ealle stellt sick die gleichfdrmige Bewegung stromab 
allmaklich ein, oder kort an einer Stelle plbtdich auf. 

Nack dem unter Nr. 5d Gesagten sind demnack die Wasserlaufe 
der ersten Gattung, bei denen ein Wekr eine sanfte Stauung kervor- 


125) Solclie Wellen kann man unmittelbar nacb einem ScMtz beobacbten, 
■wenn dessen Kante ganz unter Wasser liegt, so dass der Eintritt durcb die tief- 
liegende Spalte unter tlberdruck erfolgt. 

126) Eaux courantes, p. 200. 


26 
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ruft,^ als Fliisse (rivieres), solcte der zweiten, bei denen ein Sprmio- 
eintiitt, als IVUdbciche (torrents rciFides) zu bezeicbnen. 

Piir zwiscbenliegende aefalle, namlicb fiir ^>^(1 ~ 

d. h. > 0,0033 und i <^(l + i h. < 0,0039, also fur 

» nahezu gleicli darf daa Glied - 3^ iu ffl. (53) nictt mehr 
Ternacblassigt werden. Boussinesg zeigt, dass bier der Ubergang von 
der gleicbformigen in die ungleicbfbrmige Bewegung nicbt in einer 
stetipn Hebnng der Oberflacbe gescbiebt, sondern in stufenfbrmig 
aufeinmderfolgenden Wellen von mnehmender Lange. Die erste dieser 
Wellen bat (bei Yernacblassigung der Neigung i gegeniiber ^^*—1) 
die Form emer Einzelwelle (vgl. Nr. 6 c, p. 373 und aucb IV le/Nr. 5h, 
A. E. H. Love), die sicb in einein Wasser von der Tiefe = Jiq J/— 

foitpflanzt. Man kann diese dritte Kategorie als Achen (torrents de 
pente moderee) bezeicbnen; bei ibnen sind die Stromfaden sowohl 

beim Bntstehen wie Anfboren der gleicbformigen Bewegung stark 
gekriimmt. ° 

tibrigens entsprecben die von Boussinesq gegebenen tbeoretiscben 
Betracbtnngen durcbaus den von K BaMn^^'^ und P. Boileau^^^) o-e- 
macbten Beobacbtungen. 

TT- ScMuss: Die Staugleiehung pei weohselndem SohlengefaHe. 
Hierfur leitet J. Boussinesq^^^) durcb eine abnlicbe Betracbtung wie 
in JNr. 5e die Grleicbung 

(54) hi 


TP 

c® 


ab, die man durcb Einsetzen von J . 


(h ~ TP\ — -4- f ^ 1 dH\ 

\ 9 )ds+-r[Td^ — Yd^) 


dh 

ds 


mit Annaberung in 


ds2g 13 ds^ 2gr 2 gh dsA 

verwandeln kann und aus der man bei bekanntem Soblengefalle i u. s. w 
das Spiegelgefalle findet. 

^ J. Boussinesq untersucbt eingebender den Fall, dass der Boden 
6ine gewellte Kurve von wiederkebrender bezw. ab- oder zunebmender 
Amplitude bescbreibe. 

Sonderfaipso)^ (lass bei konstanter Amplitude die Tiefe 

127) Paris, M4m. pres, par div. sav. 19 (1865), p. 291. 

la, mesure des eau^ courantes, p. 42. 

Xtij) J . uSousstnesg, Eaux courantes p. 192. 

130) Ebenda, p. 233. ' 
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i und U = const. 


an alien Stellen dieselbe — H bleibt (d. b. J 
ist), wird aus Gl. (55) die folgende: 

SU^dH 
2g ds^> 

deren allgemeines Integral mit den Integrationskonstanten M nnd N 


TP 

PH 


M 


\/2gE '\/2gH{s-~ H) 


COS 


UH UE 

lautet. Fiir eine mittlere Soblenneignng 

( 57 ) V-sS 

wird die Soble eine Sinuslinie, deren Ordinaten, auf die mittlere nnter 
geneigte Scbnittgerade bezogen, 


V- 


(P_%m 

2j 


¥ — M sin 

sind nnd deren Wellen die Lange 

S — 

besitzen. 

Bei kleinerem oder grosserem Gefalle i^, als dnrcb die letzte 
Form el (57), in der M nnnmehr die mittlere Tiefe bedentet, gegeben, 
eilen die SpiegelweUen den Soblenwellen voran oder bleiben binter 
ibnen zuriick, und zwar findet Boussinesq^^'^') , dass far i^ = 0 die 


S 


Voreilung zwiscben 0 und -j- bezw, 


s s 

— und — misst, je nacbdem 


27t^ H^ 


ist, wabrend das Maass, um welcbes die SpiegelweUen 

zuriickbleiben, bei wacbsendem im allgemeinen einer zwiscben 0 

S 8 8 

und — bezw. zwiscben — und — liegenden Grenze zustrebt, je nacbdem 


4 

27t^E^ 


4 2 

^ 1 gilt. Das Verbaltnis der Spiegelamplitude zur Soblen- 
amplitude ist 0, wenn i^ — 0, 1 fiir einen Wert von i^, der im all- 
gemeinen in der Nabe von liegt, erreicbt sein Maximam fiir ein 

das im allgemeinen ungefabr oder 0,0036 betragt, und sinkt 

JET® 

dann wieder erst rascb, dann langsam bis zu im Mittel + 

1 12^1 

berab. 

Fur den Fall allmablicb ab- bezw. zunebmender Soblenamplitude 
gelten abnlicbe Beziebungen. 


131) Ebenda, p. 231. 
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6. Mit dor Zoit ■veranderlieli© Stromung. 


6 a. Die arundgleiclmngen fiir einen sehr breiten recht- 
eckigeu Kauai. J. Soussinesq^^^') leitet die Grleichungen fiir die mit der 
Zeit veranderliclie Stromung fur einen Wasserlauf von beliebigem, 
wenn aucli nicht plotzlicb wecbselndem Querscbnitt ab. Hier genuge 

die Bntwickelung fiir den Sonderfall eines sebr breiten, recbteckigen 
Kanals. 

a) Eine erste angenaberte Grleicbung erbalt man unter der An- 
nabme, dass die Babnen der Teilcben wenig gekriimmt seien, dass 
also der Druck p in jedem Querscbnitt bydrostatiscb variiere. Damit 
bleibt als wesentlicb von den 3 modifizierten iVa^;^er’scben Grleicbungen 
(vgl. p. 329 und 359) nur die erste: 

( 68 ) = — 


( 69 ) 


wo J wieder das Gefalle bedeutet. Als Kandbediagungen gelten; 
du 

^ = U, p^ const, am Spiegel = 0) , 

yWh du -r. o 

^0 ~ — -o Wo ^ Soble (0 = h). 

Aus der von ^ = 0 bis h integrierten aieicbung (58) und der zweiten 
xtandbGdingiDig folgt sofort fur Uq dsr Ausdruck 

(60) 1 


h 


J- 


9 


wenn — wie im Eolgenden — der Stricb bedeutet, dass der Mittel- 
wert iibei den Querscbnitt genommen wird. 

Der Integrationsgedanke von Soussinesq ist nun, Uq als Funktion 
der mittleren Gescbwindigkeit U=u m bestimmen, womit sicb dann 
aus Grleicbung (60) eine Beziebung zwiscben J und U ergiebt. Hierzu 
fubrt auf dem Wege der scbrittweisen Approximation der Ansatz 

(61) ^ = 1 _j_ A _ 

in welcbem die beiden ersten Summanden recbts die Losung fiir die 
gleicbformige Bewegung (siebe Gleicbung 26 a) bedeuten, der dritte 
der von der Veranderlicbkeit berriibrende Zuwacbs sei. Aus (61) 
ergiebt sicb unter Beriicksicbtigung von (58) und (60) 

■ 




132 ) Vgl. Eaus courantes, p. 261 und Th^orie 2 , p. 7 u. f. 
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Oder 


ds 


tegriert giebt, 
an der Soble F = 0 wird, 




d F 

Dies integriert giebt, da gemass Grl. (61) am Spiegel -jj und 


F = u'- 


h^- 


2h^ 


( , h^-z^\ 
) 


^2 ^2 _ . .. . T) 

Wenn man hier dnrcb den ibm bei der gleicbformigen Be- 

■wegnng entsprecbenden Ausdruck ersetzt, folgt 

{u ■ u — uyf) . 


(«2) ^ 

Einen anderen Mittelwert fiir F giebt die Integration von (61) bei 

1 F 

Beriicksiclitigung der Beziebung (26 b) c = + -g-, namlicb 


^ gyF-u, rr 
^ ~ Eh ■ ' ^ Eh 


Hiermit ist die Beziebnng 

£ = 0/5(1 + 


gcyB‘ 


u — uu 


gewonnen, ans der mit Annaherung 
(63) == -^ { 1 ^ 

^ ^ c^B \ gc]/B^ 


■(u' • 

i 

- (il • U MW' 






rr2 

folgt. Das Einsetzen von in den Subtrahend ergiebt 




jji 


(u' 


uu 

~w 


, h /{uy 


e® g \ U 


u 


27i 

^ g 

oder vermoge Grleicbiing (60) 

j=™+-('9 

c^h ' g \ U 
Die Einfuliriing der Koeffizienten rj und a/^^) 

h 

a 

J \uj li ' 

0 


2u' 


-i I r(u\^dz r/u^dz 

1 + [u] T’ W h’ 


133) Fur diese EoeffizierLten sind meist dieselben Werte wie bei der 
gleicbformigen Bewegnng zulassig, a — 1,068 und 75 == 0,023. Allgemein gilt 


, . , T .. o ■ ^ / '^^max 

fur breite Lauie tj =, — I — ^ 




und 


1 + 37] ^7]1/5 7] . Ygl. 


J. Boussinesq, Eaux courantes, p. 112 und Tbeorie 2, p. 25. 
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gestattet die Mittelwerte u' und (u^y als Funktionen von U anszu- 
driicken, womit J. Boussinesq als Endgleiclmng — unter Yernacli- 

lassigung der Glieder mit — und || — nack einigen Umfor- 
mungen 

d~ 

(64) + + 

gewinnt. 

^ In erster Annakerung ist in dieser Gleickung auck nock das 
Glied mit zu vernacklassigen. Damit wird nack ikr das G-e- 
fddle verhraucht: sut Uberwindung dev dusseren Beibung der gleicli- 
formigen Stromung, sur BescMeunigung der Stromung in Bichtung 
des St/romes (durck Yergrosserung der mittleren Gesckwindig- 
keitskdke) und mr BescMeunigung der Stromung an dem jeweiligen 
Orte mit der Zeit. Zugleick folgt^ dass kei gegebener mittlerer 
Gesckwindigkeit TJ das Gefalle J , also die Reibung am TTm- 
fange und demnack die timfangsgesckwindigkeit u^ um so grosser 
ausfallt^ je grosser und sind, dass also sowokl besokleunigte 
Yorwartsbewegung wie auck steigender Wasserstand einen Ausgleick 
der Gesckwindigkeit im Querscknitt bewirken J. Boussinesq'^^^) 
bemerkt aiickj dass die Brauckbarkeit der Formel (64) wesentlick 
darauf berukt, dass bei der turbulenten Bewegung^®^) die Koeffi- 
zienten rj und a 1 klein sind^ das keisstj dass die Gesckwindigkeit 
innerkalb desselben Querscknitts nickt zu sekr weckselt^ wodurck 
auck bei ungleickformiger Stromung die Gesekwindigkeitsverteilung 
liber den Querscknitt nakezu dieselbe wie bei der gleickfdrmigen 
Stromung sein konne. 

134) Vgl. Th^orie 2, p. 17, * 

135) Etwas -alinliclies hat bereits J.Dupuit^ Etudes sur le mouvemeut des 
eaux, Paris 1863, p. 62, fur die stationare Stromung bemerkt, bei der, wenn 
der Wasserstand einer Elussstrecke wechselt, ohne dass sich das Gefalle wesent- 
Hch andert — von Storungen abgesehen — dem BernoulU’schen Theorem 

772 

gemass, die Geschwindigkeitshohe ~ jedes Eadens sich Tangs der Strecke um 

ein konstantes Mass andern miLsse, d. h. also die Geschwindigkeiten der ver- 
scHedenen Eaden bei wachsender Geschwindigkeit U sich einander nahern 
mussen,^ In der Natur tntt jedoch haufig die entgegengesetzte Erscheinung da- 
dureh ein, dass die heftigere Stromung das feinere Geschiebe wegschleppt wo- 
durch das Bett rauher wird, und nach den Eormeln (26) die Geschwindigkeits- 
unterschiede wachsen. 

136) Theorie 2, p. 19. 

137) Im Gegensatze zur laminaren Bewegung. 
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/3) In zweiter Annaherung beriicksiclitigi; JBoussinesg aucli die 
Krummung der Wasserfdden. Er wird damit zu einer Theorie der 
Stromung gefubrt, die in demselben Yerbaltnis zur vorbergebenden 
stebt, wie seine genauere (vgl. Nr. 6 e) zn seiner einfaoben Stautbeorie, 
In der Tat treten aucb bier zu den friiber geltenden Gileicbungen (47) 
neue Glieder binzu — die iiber die Variation des Druckes Auskunft 
geben — so dass als Ausgangspunkt die beiden Gleicbungen: 


( 66 ) 


1 

9 



1 , £ d^u 

Qg ds ‘ Qg dz‘ 


.9 



1 dug 
Q9 


mit den entsprecbenden Randbedingungen zu gelten baben. 

Die Integration wird der friiberen insofern analog gefubrt, als 
wieder die Annabme gemacbt wird, dass in den Gliedern, in denen 
die Krummung zum Ausdruck kommt, die tbatsacblicbe Gescbwindig- 
keit u durcb die mittlere U ersetzt werden darf. Damit wird u. a. 


w 8 (dh , 1 dhX 
u h \3s ' U dtl 


und die Endgleichung : 


( 66 ) 


El 

2g I l-\-2ri dU 




9 


1 /o 

-^4- (2a- 

^ 3^ Uds^dt' U^dsdtV 


2ri U 


dh 

dt 


in der im letzten Summand der recbten Seite die Kriimmung da- 
durcb ibren Ausdruck findet, dass nebst dem Kriimmungsgliede der 
Gl. (50) der Stautbeorie nocb die beiden nacbfolgenden erscbeinen. 

6 b. Fortpflanzung -von kleinen AnschweEungen auf fliessen- 
dem Wasser. Die in der vorigen Nummer entwickelten Gleicbungen 
gestatten eine mit den Versucben gut iibereinstimmende Bebandlung 
der Fortpflanmng von Jdeinen Anschwellungen. 

a) Die Gleicbung (64) ergiebt einen ersten Aufscbluss iiber den 
Fortscbritt kleiner Anschwellungen in breiten Gerinnen von urspriing- 


138) Vgl. Boussinesg, Eaux courantes, p. 299 -ff. (§ 28). 

139) Vgl. ebenda, p. 269, G-l. (257“®), p. 304, GL (276). Die Gleicbung (276) 

hU'^ 

enthalt dort nocb ein Glied Soblenkr-dmmung Eecbnung 

tragt, -wabrend in Gl. (66) der Einfacbbeit -wegen das Soblengefalle (wie in 
Nr. 5 e, Gl. (50)) konstant gesetzt ist, was aucb im folgenden stets festgebalten -wird. 
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lieii gleicLmassiger Tiefe^^®). 1st E die Tiefe und U die mittlere 
G-escliwindiglieit vor der Anscliwelluiig — also das SoMengefalle 

~ Eh ’ "wahreiid spater die Tiefe E-{- h und die mittlere Gre- 
sehwindigkeit U U'l ist, so verwandelt sich — da offenbar das 
SpiegelgefaUe J'=i — ~ wird — nnter Vernachlassigung derboberen 

Potenzeu yon nnd h, sowie der Produkte yon in U-, und h, 
die Gleicbnng (64) in 


^ _4_ i — y) jj dUi a — 1 — 275 U dh ^ 

^ ^ ds ' g ds g dt ~g H Jt ~ ^ ’ 

wabrend die Kontinuitat bei derselben Annaberung 
Oder 

__ 1 oH Ud^h 

Hdsdt Eds^ 

dsdt Hdt^ Hdsdt 

fordert. 

Die Differentation yon (67) nacb s und Einfuhruiig der Werte 
aus (67 a) giebt die Gleicbung 

j 3a — 1 — rj jy d^h 

dt^ 


(67 a) 


( 68 ) 


rijjO^h, gH—(2cc~l~7])U^ d^h 

" “ 1 + 27] ■ So2 — ^7 


1 + 275 Ssdt 
deren allgemeine Losung 

(69) h = F{s~cot)-j-F,(s-co^t) 

istj wo 0 resp. die Losungen der Gleicbung 


ds^ 


(70) 

^ ^ 1 + 275 

sind. Zugleicb ergiebt sicb 

(71) K = 


U(D 


gH-( 2 c(--l—n) 
1 + 275 


~--F(s - a,t) + (s 

Es ist zulassig, wie Boussinesq ausfiiLrt, nur abwarts lanfende 
oder nur aufsteigende IVellen zu betracbten. Pur diese gilt dann 
etnfacb 


(72) h = ^(s~mf), U^- 

% ist eine der beiden Punktionen F, F^ und in 




140) Vgl. J. JBoussinesq, Eaux courautes, p, 283 ff. (§ 27) und Thdorie 2 
p. 22 ff. 
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(73) 


CO = 


3 O' 1 7] 

2(l + 2r]y 
1 + 


U-h 




gH 


+ 27] 

2,+r^ 


mit 


5 7 ]" 2 1 I 

J ■ 1"+^ 1 


IP 
' gS 


ist das obere Zeicb.en fiir abwartslaufende, das imtere fiir aufsteigende 
Aiiscbwelliiiigen zu nebmen. 

Es ist damit ausgesprocben, dass sicb Ideine Anschwellungen der 
betrachteten Art bei konstanter Tiefe H des Kanals ohne sick umm- 
gestalten mit der unverdnderlichen Schnelliglceit co uberdas Wasser hinbreifen. 
Die Versucbe von JS. bestatigen dies Ergebnis, insbesondere 

die Grrosse von co, die sicb aus (73) leicbt berecbnet, wenn H, U und die 
Maximalgescbwindigkeit des Querscbnitts bekannt sind, indem^^^) 

cc — l = B7}—Y'rjy5i] 


gesetzt werden kann. 

Zngleicb ergiebt sicb aus Gil. (70), dass je nacbdem 


(74) 


1 (2« — ! — ->])• 

gE 


Oder 




dpi 


auf stromenden Wasser Ansobwellungen aufwarts laufen konnen oder 
nicbt. Indem (74) gerade das Kriterium fiir den Unterscbied von 
Pliissen und Wildbacben^^®) giebt, folgt, dass kleine Anschwellungen 
nur in Fliissen und nicbt in Wildbacben stromauf zu wandern ver- 
mbgen. 

]3) Zu einer weiteren Anndherung fiibrt die Gileicbung (66). 
J] Boussinesq'^^) leitet bier die (68) entsprecbende Gleicbung unter 
denselben Yoraussetzungen ab, setzt aber gleicb zur Yereinfacbung 
in den durcb Einfubrung von jff ^ und ?7 -f- 
stebenden Ausdruck die eben als erste Annaberung gefundenen Werte 


U,== 


u 


H 


-h, 


ein. Damit ergiebt sicb 
(76) + 

^ ■' dr 14 * 27 ] 

— O (co — U) 


U 


ds^ 


dh _ 
dt 

dh d^h 
‘^ds’ dP~ 

2 

'' “ as® 

. d^h 

gH—(2cc — i- 

■ 7i) cr® d^h 

dsdt 

1 + 27] 

ds^ 

i"V 

1 

■ H 3 dsP '' 

= 0, 


141) Ygl. Paris Mem. pres, par div. sav. 1 9 (1865), p. 495 f. und H. Ba^m, 
Paris C. R. 100 (1885), p. 1492. 

142) Vgl. J. Boussinesg, Eaux courantes, p. 112 und Theorie 2, p. 25. 

143) Vgl. oben p. 357 u. 363, aucb J. Bomsmesg, Eaux courantes, p. 291. 
14,4) Ygl. J, Boussmesg, Eaux courantes, p. 348 ff. (§ 29). Die Gleichung (78) 

findet sicb dort p. 358 als (289^is). 
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gS 


(1 + 27j) 00 {a— U) 


(2 a ■ 


Z'=l 


1 + 2 ?] 
XJ 


■n) u 


4_ 3 (g — 1) — 5^ 
1 - 1 - 2 ?] 


1 st. Da bei boberer AnnaberuBg die Dorm des Scbwalles nicbt mebr 
als unveranderlicb gelten barm, ist dessen Scbnelligbeit m von gj ver- 
scbieden, wenn unter m die Scbnelligbeit der Ortsa,nderung jener 
Stromstelle yerstandeii wird, bis zu welcber der ScbwaU stets den- 

selben Inbalt {Jhds bei abwartslanfender, Jhds bei aufsteigender 

AnscbweUung) besitzt. Aus der UnveranderHcbbeit folgt 


0 




'm 

dt 


ds — hcS bezw. 


Oder 

(76) ^ I ^ 

dt ' ds 

Oder, wie JSoussinesq scbliesslicb findet 

ao—TI 


■/: 


dll j I 7 ™ 

+ hco 


0 


(77) 


= G) I 1 -[- 


2cd 


f3a 


■1 — ■>?) ^ \ 


2 -j- Z % 


VH^ 

3A dsV 


1 -j- 2 ?] 

was in erster Annabernng — fiir Z7 + yjH = o ^ Z == ; 
^ <0- Z7 , 

a ’ 3 a ^ ^ di® JEndgleichung 


U 


V=1 


U 


4“ 


6h ds^ 


2 ( 14 - 2 ?]) 

(78) m—U=±y^fl~^^ 

nbergebt. D. b.: 

Der merschuss der For^flanmngsschnelUgkeit des Schwalles iiber 
die rnimere rnrdmungsgesckwindigkeit des Wassers ist in erster An- 
naherung seinem absolv^ Betrage nach gleich dem Brodukt aus der 
Endgesehwindigkeit YgR eines durch die Jialbe Kanaltiefe frei fallen- 

den K.brpers in die um 1 vermehrte 
Summe aus des Verhdltnisses der 
tlherJibhung Ji bu/t ursprunglicken Tiefe 
und Yg des durch die Vherhohung ge- 
teilten und mit der Oberfldchenkriim- 

— mimg vervielfachten Quadrates der 

Fig. 11 . Tiefe 

1 4 . y Eecherclies sur les rivieres a marge, Paris 1901 p 33 

bat dre Formel (78) durcb U.tersacbung der Flutwelle in de^ Gironde Garonne’ 


\ 

\^a>cCl -j- 


A 

— I 

Lz: 

— (uht£t 


T” 


VRdi 


373 


6. Mit der Zeit veranderliclie StrSmung. 

Die Uherhohung h ist aus (7 6) durcli sctrittweise Approximation 
zn bestimmen, fur ergiebt sich unmittelbar 

hm — JiU 

indem wegen der Kontinuitat (ygl. Fig. 11) 

(H Ji) {U U^) — RU = 

sein mu3s^^®). 

6 c. Fortpflanzting von kleinen AnseliweUungen anf ruliendein 
"Wasser. Besonderen Wert baben die Formeln der vorigen Nummer fiir 
das Studiiim der Fortpflanmng Meiner Anschwellungen auf ruhendem 
Wasse7\ Indem es bier erlaubt ist, in erster Annaberung die Ge- 
scbwindigkeiten in alien Punkten eines Querscbnittes gleicb gross 
anzunebmen, wird in Formel (73) a =1, rj = 0 neben U = 0, 
sodass ^^'^) 

(80) co = ±y^ 



gilt, womit es leicbt wird, zugleicb die Babn jedes einzelnen Teil- 
cbens znr Zeit t zu bestimmen. Aus Gl. (78), in der bereits die 
vereinfacbte Annabme a = 1, t] = 0 gemacbt wnrde, gebt die andere 


(81) 


— I -i/^w A I I 

“> = ± VsS: (1 + is + ^ g^r) 


(82) 




gCEb-STj) 


5^ 


bervor, die J. Roussinesq einem besonderen Studium unterwirft ^^®). 

Er zeigt, dass das Quadrat der 
Scbwerpunktsgescbwindigkeit eines 
Scbwallabscbnittes , dessen beide End- 
tangenten gleicb geneigt sind, gleicb 
dem Produkte aus g mid der Summe 
der Tiefe R und der dreifacben Uber- 
bobung des Scbwallscbwerpunktes iiber 
dem Rubespiegel ist: 


Pig. 12. 


gepriift und bestatigt gefunden; dabei "war aber allerdings das letzte (von der 
Krummung berrnhrende) Glied verscbwindend klein (s. unten Formel 81). 

146) Ygl. J. Boussmesq, Eaus courantes, p. 359 — 361. 

147) Dies ist die Formel von J. L. Lagrange, Mdcanique analytique, 2. partie, 
Section 11, (§) 37 und Berlin M^m. de I’acad^mie royale 1786 (erschienen 1788), 
p. 192 £. Ibre Priifung kann fiir gewaltige Abmessungen durcb die Beobacbtung 
aeismiscber Seewellen erfolgen, vgl. J. Boussinesg^ Paris C. R. 98 (1884), p. 1251; 
G. Davison^ Phil. Mag. (5) 43 (1897), p. 33. 

148) Ygl. dessen Bntwickelungen in § 30 seiner Eaus courantes, p. 361 
— 378; aucb J. de math. (3) 9 (1883), p. 273. 
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ferner dass o? iind demziifolge aucli die Sch.werpuiiktsgescliwiiidigkeit 
naliezu unverandert bleiben. Dies scbliesst aber nicbt ein, dass die 
Anscbwellung ibre Form beibehalt. Sie kann sick vielmebr allmab- 
lick abflacben und in eine Kette von Hebungen und Senkungen 
auflosen. 

Zngleick ermoglicbt es Grl. (81) die verscbiedenen Typen von 
Anschvcrellungen — positive nnd negative, die „onde initialed von 
S. u. s. w. — , wie sie insbesondere von Scott JRussell^^^) 

nnd JS. JBa^in experimentell untersncbt worden sind, wenigstens 
qnalitativ zn erklaren^®^). E’iir die Fortpflanzungsscbnelligkeit von 
Hebungen ergiebt sick iibrigens sofort auck ein Grrossenwert, wenn 
man darauf verzicktet, die Erscheinung am Wellenkopf wiederzu- 
geben. Indem dann namlick ein 'wenig gekriimmter Sckwall fiber 


das rnkende Wasser kinlauft, ist in (81) zu vernacklassigen, wo- 
mit sick 

3 


(83) 

zeigt. 


9 


{s+±h) 


DieselbeEormel findet 
JB. de St.-Vencmt^^^) ein- 
fack durck Anwendung 
des Impnlssatzes auf die 
zwiscken den beiden Quer- 
scknitten H und H h 
befindlicke Wassermasse 
(Pig. 13). Denkt man sick den Sckwall durck eine dem Wasser er- 
teilte Gegenbewegung — co zum Steken gebrackt, so ergiebt sick 
in der Tkat gleick fiir reckteckigen Querscknitt: 







r 

1 

— JDruck^^ ^ 


Fig. 13. 


(84) 


Oder unter Vernacklassigung von 




Besonderes Interesse bietet die Diskussion der Gleickung (81), 


149) Paris, Mem. pr^s. par div. sav. 19 (1866), p. 503f. Die ersfcen yersucke 
maclite bereits G. Bidone, Toriao Memorie 30 (1825), p. 195 f. 

150) Brit. Ass. Rep. 7. meeting at Liverpool 1837, London- 1838, p. 417 fit.;, 
14. meeting at York 1844, London 1845, p. 311 ff. 

151) J. Boussinesq giebt in § 33 der Eaux courantes den yergleick seiner 
Formeln mit den Ergebnissen der yersucke. 

162) Paris C. R. 71 (1870), p. 186. B. de St.-Venant giebt dort die Ableitung 
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■wenn maminterBeriicksiclitigung derKrummungfordert, dass der Schwcdl 
seine JForm hehalte. Indem man — wie notig — co konstant, etwa 


w = i/^£r(n-i) 


Oder angenahert 

(85) 

setzt, gekt aus (79) die 




Gleickung 
d^h ^ Sh 
ds^ 2£r® 


( 2 \ 


U) 


hervor, die es gestattet, die Form der Oberflache zu bestimmen. Es 
zeigt sicb, dass die Anschwellung symmetrisch mm Scheitelquerschnitt 
gestaltet ist und asymptotisch gegen den ursprunglichen Spiegel verlduft; 
\ ist die Ordinate des Gipfels, sodass sick fiir die Scbnelligkeit die 
von Scott BusseW^^^) experimentell gefundene Pormel 

ergiebt. J. Boussinesq, der zuerst diese Ableitung gegeben bat^®^), kniipft 
an seine Formeln weitergebende Untersncbungen tiber Babnkurven 
der Teilcben, Stabilitat n. s. w. dieser sogenannten „Eimelwelle“ an 
Die Einzelwelle bildet nicbt nur die Dauerform des Scbwalles 
bei wagerecbter Soble, sondern wird sogar bei gescblossenem Bett 
vom Bettende unverandert zuriickgeworfen, wie Scott Bussell be- 
merkte. Dieser Urn stand ist insofern von besonderer Bedentung, als 
er gestattet, Beobacbtungen an Versncbstrogen von massiger Lange 
vorzunebmen. 


6d. Portpflanznng langer AnsckweEungen : Staukurve bei be- 
wegter Wand nnd „DammbrucKbnrve“. „Lange“ Anscbwellungen 
bieten insofern besonderes Interesse, als wicbtige Falle der Praxis 
(Portpflanznng der Ebbe nnd Pint in den Strommiindnngen, der Hocb- 
wasser, in vielen Plnsslanfen), zn ibnen geboren nnd als sie in der 
Tbeorie wegen der zn vernacblassigenden Kriimmnngj Oberflacben- 
neignng nnd Reibnng eine eingebende Bebandlnng znlassen. 

far ein Flussbett von beliebigem Querscbnitt F und beliebiger Breite 1 . Die 
Formel (84) wird dadurch _______ 

353) Brit. Ass. Rep. 7 (1837), London 1838, p.424; 14 (1844), London 1845. 
Vgl. aucb C. Herschel, Amer. Soc. Civ. Eng. Trans. 4 (1876), p. 194 und 
A. E. S. Love, IV 16, Nr. 5b, p. 139. Die Ableitung der Formel rubrt von 
G. Green, Cambr. Pbil. Soc. Trans. 6 (1837), p. 457, her. 

154) J. Boussinesq, J. de matb. (2) 17 (1872), p. 55 f. 

155) Vgl. J. Boussinesq, Eaux courantes, p. 380 ff. (§ 31). 

156) J. Scott Bussell, Brit. Ass. Rep. 7 (1837), London 1838, p. 342. 
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Bin Ansatz fiir mhmdes Wmsa-*®') ergiebt sieh sofort aus der 
yerbmdang der Pormel (81) fur die SchneUigkeit ernes ScbwaUes: 

(81-) 

mit der Beziehung 
(76) 

UDter Beriicksiclitigung der Kontmuitatsgleicliuiig: 


(79') 


Bs wird 


( 86 ) 

Oder 

(87) 


dt 


77,= 

V9B{i 


Bh 


H-\-h 


+ ygH (l+l 


1 Ti \ h 
4 B+hJ H 
3 ^ _ 

r) ds ~ 


0 


s-ygS{l+^^)t^f(h) 


d. h. die Beformation des Spiegels erfolgt so, dass sieh die ErJiebung Ji de& 
Schwalles uber den urspriinglichen Spiegel, so weit dieselbe Tiefe H wr- 

Jianden war, mit der ndmlicJien ScJinelligheity^(l + |-|:) fortpflan 0 i 

Bei hewegtem Wasser erleiden die Grleichungen eine leichte Ande- 
rung, indem dann 

( 78 ') ^=.u+yyB{i + i^) 

zu setzen ist. 

Bei VemacMassigiing hoherer Potenzen von ~ werden die beiden 
aieiciiungen (86) nnd (87) mit den beiden anderen: 

(88) 77, = 2}/^(if+A)-2]/^ 

(89) s=^{syi(ETh)-2YiE)t-i-f(K) 
identiscb, (88) nnd (89) gelten also fiir Ruhewasser. 

A. Bitter^^^) wendet die letztere Gleichung zur Untersucbung der 
Stauhurve lei hewegter Wand an. Scbiebt eine bescbleunigt vor- 
ruckende Wand das Wasser vor sicb her, so gilt (89) fiir die Verande- 
rnng der Obe^^acbe nnd zwar betragt nacb (89) der Untersobied der 

Scbnelligkeit ~ yon Spiegelpunkten, deren Hoben urn dh verscbieden 
sind, ^ygdh:2YHA~nh, sodass, wenn a, nnd die Neignng des 

157) Vgl. J. Boussinesg^, Eaux courantes, p. 4li ff. (§ 34). 

7 -i '7f- deutsch, lug. S6 (1882). p. 948 ft Siehe auch M. Miller, 

Zeitaclir. f. Arcb.- u. Ing.-Wesen (2) 1 (1896), col. 476. 
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Spiegels zwischen diesen Punkfcen zu Anfang und zu Ende der Zeit T 
bezeiclinet, der wagereclite Abstand, der zunacbst cotg cc^ • dh war, 
in der Zeit T in 


cotg a^- dh = cotg • dh 




iibergebt, also 

(90) 


2■)/i^ + 7^ 


Tdh 


= -f-]/™- (cotg — cotg a^) 


ist (vgL Pig. 14). Die Zeitdauer swischen 
dem ersten Auftreten einer Fluhvelle in 
der Sohe H h und ihrem Brechen, 
das beisst dem tJbergang von in 90°, 
betragt nacb Formel (90) 


V 


9 


cotg a. 


1 } 


dh 



w 




mb 


Fig. 14. 


zeitig 


worin man, wenn das Brechen zuerst am 
W ellenfuss erfolgt, h===Ozu setzen hat ^°°) . 

A. Bitter beweist ferner, dass wenn die ganze Welle gleich- 
brechen soil, die Stanwand mit einer, dem Quadrate der. 
Wassertiefe — also (JEC -f- hy — proportionalen Beschleunignng vor- 
riicken muss. Hort die Beschleunigung auf, so werde das Wasser 
ilber die bis dahin erreichte Tiefe noch um emporsteigen 
und im Augenblick des Brechens die Tiefe haben, 

Beim ZuriicJmeicJien einer Stauwand^°°) gilt, wenn auch in 
diesem Palle die Spiegelkriimmung vernachlassigt wird, an Stelle von 
(88) bei Einfiihrung einer von der urspriinglichen Wand aus zu 
messenden wagerechten Abszisse x fur die entstehende Wasser- 
geschwindigkeit 

|f= Dj = 2i/55-2y'^(jr-A). 

Daher betragt, wie die Integration lehrt, bei plotzliehem Verschwinden 
einer Wand oder bei einem Dammbruch der wagerechte Weg des 
obersten Wasserteilchens, welches anfanglich am Eck von Spiegel 
und Wand lag, weil fur dasselbe ziigleich die jeweilige Tiefe unter 
dem urspriinglichen Spiegel 

h 


2 


sein muss, 


(92) 


X 




7^> 

J^S 


arc sm 


V: 


159) Zeitschr. Yer. deutsch. Ing. 36 (1892), p. 952. 

160) A. Bitter, ebenda. 

Enoyklop. d. math. Wissansoh. IV 2. 
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Zugleicli bewegea sicb die nicbt mit d.ea korperlicben Wasserteilcben 
211 Terwecbseladen Puntte des Wasserunirisses in negativerj wagerecbter 
Eicbtung gemass Gl. (89) mit der Scbnelligkeit 



Wenn das oberste Teilcben auf die Soble gelangt ist, also zur Zeit 
> befindet sicb daber der in der Tiefe h liegende Pnnkt des 
Emrisses oder der „I)(mmlruchkurve‘‘ in der Entfernung 

^(l^T-kr) 


(93) 


= Hy2(2 


2yg{E- 


voin gleicb_hohen, dnrcb (92) bestimmten Wegpnnkte, weil dieser 
zur Zeitj/™ einen Punkt des Umrisses bildete und in der Tiefe 1% 

lag- l^acb (92) und (93) ist die Ermittelung der Dammbrucbkurye 
moglicb. Eine weitere Ausbildung 4©^ Betrachtung unter Eiicksicht- 
nalime auf die Reibung und Gestalt des Abflussbettes ware von 
wesentlicbem praktiscben Wert. 

6 e. Portsetzung: Etobe nnd Pint in Strommiindungen. Die 
An wen dung der Pormeln (86) und (87) auf di^ Fortpflanzung von 
Ebbe und Elut in Strommiindungen wird durcb die Aniiabme 

E -yh == a{l a' fiir 5 = 0 
vermittelt. Es ergiebt sick leicht 

S ■= (l -I- ^ ^ 

W 02 U dann nock zur Bestimmung der Gesckwindigkeit 


161) Vgl. J. Boussinesi, Eaux courantes, p. 414. IknHeke Aufgaben sind 
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Dadurch, dass man bei dieser Behandlungsweise die Reibiing 
TernacKlassigt, die Stromsolile wagerecht voraussetzt and eine nicht 
ganz zutreffende Annabme fiber die Scliwankimgen des Meeresspiegels 
macbt^ wird fiir praktische Falle die Brauckbarkeit der Formeln der- 
art beeintrachtigt, dass man sick meist mit Nakerungsverfakren be- 
helfen muss^®®). 

So benutzte L. Framius'^^^') ^ um an der Weser die Flutkurven, 
d. k. also die Knrven, welcke den Zusammenkang zwiscken der Zeit 
Tind der Hoke des Wasserspiegels angeken, ffir das geplante Strom- 
bett zu ermitteln, die einfaoke Formel W == \). Indem er 

die Flutkurve an der aussersten Mfindung kannte, zerlegte er sie der 
Zeit nack in Teile^ berecknete ffir jeden Teil die Fortsckrittsscknellig- 
keit W and kieraus die Fortsckrittsdaner bis zu einem benackbarten 
Flusspunkte und erkielt durck grapkisckes Auffcragen die Flutkurye 
der letzteren Stelle. So wurde sckrittweise fortgefakren. Dock gab 
dies nur die Flutkuryen der Flutzeit, wakrend deren Ebbekalften nur 
nack Analogic der alten Kurven des bestekenden Stromes entworfen 
werden konnten. 

Im fibrigen ergiebt sick ffir die Flutstromung folgendes: 

Da "wakrend der Ebbe die Flutmassen wieder abfliessen mussen, 
liegt im oberen Teil yon Mfindungsstrecken nickt nur das Hock-j 
sondern auck das Niedrigwasser bei Springflut koker als bei tauber 
Flut^®'-'^)^ wakrend am Meere das JSTiedrigwasser bei Springflut be- 
sonders tief sinkt. Die Spiegellinie sckliesst sick bei Hiedrigwasser 
der Flusssokle enger als bei Hockwasser an und die Mitte zwiscken 
Hock- und Niedrigwasser liegt bei Springflut koker als bei tauber^®®). 

bekandelt von M. Levy, Le 9 ons sur la throne des marees 1, Paris 1898. Der- 
selbe findet nnd lost unter anderem (p. 186) die Differentialgleichung fur die 
Wasserbewegung in einem wagereckten Kanal, der einen See^ mit ruhigem 
Spiegel mit einem flutenden Meer verbindet, wobei er aimimmt, dass die Eei- 
bung der ersten Potenz der Gescbwindigbeit proportional sei. Andere Berecb- 
nnngen ilf. Levy's geboren, well bei ibnen die Plutgesetze starker in den Vorder- 
grund treten, nocb mebr in das geopbysikaliscbe Gebiet, worfiber das Referat 
in VI 1 iiber Ebbe und Flut zu vergleicben ist. 

162) Als ein allgemein fiber Strommfindungen orientierendes Bucb sei bier 
W. H. Wheeler, Tidal rivers, London 1893, genannt. 

163) L. Framius, Projekt zur Korrektion der Unterweser, Leipzig 1882 
und Handbucb der Ingenieurwissenscbaften , der Wasserbau, 3. Aufl., 3. Abt., 
Leipzig 1900, p. 261. 

164) M. Gomoy , Fltude pratique sur les mardes fluviales et le mascaret, 
Paris 1881, p. 122; p. 282, 290 u. s.w. 

166) David Stevenson, Tbe principles and practice of canal and river 
engineering, 3. ed., Edinburgb 1886, p. 95. 
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Die al)soliite Sclieitelliohe der Flutwelle uimmt im allgemeinen von 
der Miindung tis zur Flutgrenze ein wenig zu, kann alber aucli ab- 
nehmen 

Das Kent&rn^^'^^ der JEbbe- ie^w. Flutstrdmung erfolgt spater 
als die Erreicliiing des tiefsten bezw. bocbsten Wasserstandes und 
die Zeit zwiscben dem Hocbststande und der Flutumkebr nimmt 
stTOmaufwarts ab. Betragt die Scbnelligkeit der Flutwelle o, die 
mittlere Flutstromnngsgescbwindigkeit u und die Zeitdauer der Pint T, 
also die Lange des Wellenberges Tm, so wandert das Wasser nacb 
M. Comoy^^^^ stromaufj wabrend eine Wellenstrecke Too uber dasselbe 
binwegziebt^ also^ da der Grescbwindigkeitsunterscbied to — u betragt^ 
nur wabrend der Zeit Too : (^C3 — w). Hierbei legt es einen Weg 

Tau 

CO — u 

zuriick. Diese Forme! setzt Parallelismus der Scbicbten und eine 
scbarfe Grrenze zwiscben Siiss- und Seewasser voraus. Tbatsacblicb 
findet aber eine Vermiscbung statt, wodurch das Silsswasser 
rascber stromab und dafiir Seewasser stromauf befordert wird. Die 
beziiglicben Vorgange verdienen n’abere Erforscbung. 

Bei triobterformigem Flussschlaucb und ansteigender Soble waobst 
die ‘Wellenbobe nacb Scott Bussell^'^^) nabezu wie der reziproke Wert 
der Wurzel aus der Breite. Da kann es gescbebenj dass der Scbeitel 
den Fuss tiberbolt und die Welle liberfallt und eine SjprungweUe 
{Sturmer, mascaret, lore) bildet. Ems, Seine Garonne 
Severn ) und andere blusse^ besonders der Tsientangkiang^'^^) zeigen 
diese Erscbeinung. Aber aucb das Entgegengesetzte, namlicb Flut- 
stromung oder Stillstand in der Tiefe bei Ebbestromung an der 


166) G. V. BoguslawsM imd 0. Kriimmel, Handbuch der Oceanographie 2 
Stuttgart 1887, p. 266; auf Grund der Dateu Gomoy's. 

167) Ebeuda 2, p. 270 auf Grund von Daten von Comoy und L. Fransiiis. 

168) a. a. 0., p. 171. 

169) W. 0. Unwin, The Engineer 55 (1883), p.66; F.W.F. Birch, Minutes 
of Proceedings of the Instit. of Civ. Eng. 78 (1884), p. 212; JB. Latham, ebenda 

p. 222. 

170) British Association Report, 7. meeting held at Liverpool 1837, London 
1838, p. 426. Siehe auch oben A. Bitter’s Gl. (90). 

171) Tf. L. Bartiot, Ann. des ponts et chaussdes (4) l (1861), p. 17; 

M. Comoy, Etude pratiq^ue sur les mariies fluviales, Paris 1881, p. 180, 293, 
300, 319, 349; Geographical Journal 19 (1902), p. 62, ' ’ ’ 

.oo Tsien-Tang-Eiang, London 

8 8; ders., Further Report, London 1893, auch Annalen der Hydrogr u maritim 
Meteorologie 24 (1896), p. 466. 
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Oberflacliej ist sclion z. B. von JRobert Stevenson'^'^^), P. Cdland^'^^) und 
W. B. Browne'^'^^) beobacMet worden. 

Bei einer mit ra fortschreiten- 
den Sturzwelle (Fig. 16) ist nacb 
M. Mdller'^’^^) die Grescbwindigkeit 
Mg des Flutstromes von der Mg 
des tiberscbaumenden Wassers nn- 
abbangig und gilt ftir die relativen 
Grescbwindigkeiten fiir die ruhend 
gedacbte Sprungwelle wegen der 
Gileicbbeit der ankommenden und abfliessenden Menge 

(m^ -j- ro) \ — {co — Mg) 

Oder 

h 

(94) O = Mg + (m^ -f- Mg) • 

Bei H. Basin' s Versucben^'^'^) bracken sick die Flutwellen, wenn 
Ag nakezu \ erreickte. 

6f, Hockwasserverlanf. Bei Ansckwellungen, wie sie Hock- 
wasser kervorrufen, wandert in Flussstreckeu, die durckaus denselben 
Querscknitt besitzen^ der Sckwall unter fortgesetzter Yerlangerung 
und Verflackung stromab. Seine Umwandlung gesckiekt kierbei reckt 
langsam^'^®), weswegen es kier nickt wie bei den Entwickelungen in 
Nr. 6 c bis 6e gestattet ware, die Reibung zu vernacklassigen, wakrend 
andererseits bei der sekr bedeutenden Lange eines solcken Sckwalles 
in erster Annakerung das Spiegelgefalle als mit dem Soklengefalle 
tibereinstimmend, also fiir die Stromgesckwindigkeit das Gesetz der 
gleickformigen Bewegung als giltig angeseken werden darf^'^^). 

Fine erste Beziekung zwiscken der Fortschrittschnelligheit der An- 


Cti- 



— •> 
J 


Fig. 16. 


173) David Stevenson, The principles and practice of canal and river 
engineering, 3. ed., 1886, p. 133, 148. 

174) Allgemeine Bauzeitung 29 (1864), p. 108. 

176) Min. Proceed. Inst. Civ. Engineers 66 (1881), p. 20. 

176) Zeitsehr. f. Architektur u. Ing.-Wesen (2) 2 (1897), p. 204. 

177) Paris, Mem. prds. par div. savants 19 (1865), p. 622. 

178) Vgl. G. ToTkmitt, G-rundlagen der Wasserbaukunst, Berlin 1898, 
p. 129 f. 

179) Vgl. J. Boussinesq, Eaux courantes, p. 470, wo er diese Bewegung als 
„quasi permanent" bezeichnet Das ist anch bei den Problemen der Pall, welche 
der Hockwasserverlanf in stadtischen Sielnetzen bietet. Einschlagige Unter- 
snchnngen stellte G. FantoU, Le acqne di piena nella rete delle fognatnre di 
Milano. Milano 1904. n. 99 f. an. 
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schwellungen und der Fliessgescliwiridigkeit fiir rechteckige Kanale 
ergiebt sicb. aus der p. 371 unter ^3) benutzten Beziebung 


dh I dh 

a* 


und der Kontinaitatgleicbung 

dh , d{R-^h)U ^ 
dt "1 as 

wenn man die Wassergescb'windigkeit CT nacb dem Gfesetz der gleicb- 
fornaigen Bewegung 77= cyj(H -f- h) nimmt. Es folgfc dann einfaob 

(95) 05 = -1^7. 

Fiir paraboliscben Querscbnitfc, wie ibn natiirlicbe Pliisse mebr oder 
weniger aufweisen, ergiebt sicb analog 

(96) (o = |77, 

wonacb also Anschwelhtngen in nicbt ausufernden Fliissen mit einer 

SchnelliglceU vonva/rtsschreiten, welche die Fliessgeschwindigkeii uw, un- 
gefahr Yg uberirifft 

Im „Stromstricb^^, wo die Grescbwindigkeit am grossten ist, eilt 
die Anscbwellung Tor und bewirkt bei steigendem Wasser eine — 
scbon von D. G^iglielmini'^^^) beobacbtete ~ Wolbung des Spiegels. 
Dass die gegenteilige Erscbeinung der Einsenkung seltener bemerkt 
wird, diirfte damit zusammenbangen, dass Hocbwasser nur langsam 
sinken. 

Bei kleinen Einzugsgebieten, also langerer Regen- als Abfluss- 
dauer, kann es gescbebeUj dass der Wasserstand durcb langere Zeit 
unverandert bleibtj im allgemeinen bildet der Spiegel aber eine lang- 
gezogene und durcb die Enregelmassigkeiten des Flussbettes gestorte 
Welle, die am Kopfende, dem Pussende und einem Zwiscbenpunkte, 
dem Scbeitel, das urspriinglicbe Giefalle aufweist. Meist ist die Tiefe 
am Scbeitel grosser als an den beiden Enden, so dass er, weil die 
Pliessgescbwindigkeit mit der Tiefe wacbst, rascber als die Enden 
fortscbreitet. Dieser Yorgang im Flusse selbst bewirkt, im Yerein 
mit abnlicben an den Zulaufen, dass der Wasserstand bei Hocb- 
wassern ^ wie erwahnt — - rascber wacbst als abnimmt. 

tiber die Beziebung des Maximums der Frgiebiglmit , Tiefe und 
CrCSchwindigTceit an einer Flussstelle erbeilt aus den beiden Gleicbungen 


18i.i) Beziiglicb Litterdtur nn'd Daten sei auf Gr. CTugnoIa, . Qoi’velsLzio'n.e fi a 
I’alveo di xlxl flume e racqua che yi corre, Milano 1899, p.. 22, aucli deutsch: 
Zeitscbr. f. Grewasserkunde 4 (1902), p. 289 yerwieaen ■ 
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(97) 


und 


dt , ds ' :dt 


ds 





dass dem Maximum des DurcMusses Q das Maximum des Wasserstandes 
uud diosem der Voriibergaug des Sclieitels folgt. In der Tat er- 
reicM, walirend der Sckwall uber einen Flusspunkt binwegziebt, 
offenbar zuerst das GrefaUe sein Maxi- 
mum, dann, well sicb die Gescbwin- 
digkeit mit der Tiefe vergrossert, die 
Grescbwiiidigkeit, danacb, weil die 
Durcbflussmenge sowobl mit ersterer 
als aucb mit letzterer wacbst, der 



Durcbfluss^®^) (Fig. 17). Beiursprung- ■ 
licb gleicbmassigem Flussgef alle sinkt 

der Scbeitel, also der Spiegelpunkt, dessen Tangente dieses GrefaiUe 
annimmt, bestandig tiefer. Das Wasser erreicbt daber, scbon bevor 
der Scbeitel iiber den betreffenden Flusspunkt binweggegangen 
ist, seinen boobsten Stand. Die Tiefe ist. daselbst in diesem 
Augenblicke unveranderlicb, das Gefalle bereits im Abnebmen be- 
griffen, also aucb die Wassermenge in Abnabme. Im Augenblicke, 

in dem die Stromung stationar, also ^==0 ist, werden sowie 

unendbcb klein und gilt daber fiir ca die Beziebuug 
dt 

182^1 

■ dP 


(98) 


^) 


Das Vorstebende beziebt sicb auf keine bestimmte Form des 
Scbwalles. Fiir mancbe wicbtigen Fragen ist es aber zweckmassig, 
iiber die Form der AnscliwelUmg bestimmtere Annabmen zu macben. 
Dabei ist zu beacbten, dass die praktiscben Aufgaben sicb , vornebm- 
licb auf die Yorgange beim bocbsten Wasserstande bezieben und es 
auf die Ausliiufe des Scbwalles selten ankommt. 

Unter der Voraussetzung, dass die Kurve, welcbe fiir die Zeit 
als AbszisSe den Durcbfiuss fiir einen passend gewablten Punkt des 
Flusslaufes als Ordinate angiebt, eine Parabel sei, bebandelt P. Klun- 
zinger'^^^) unter anderem die Anderung der sekundlicbeu Hocbwasser- 


181) Vgl. z, B., A. PZamaw^, Hydraulique, pi. 385 uud U. ilfosoiii,, Idran- 

lica, p. 617 f, , . : ; ' 

182) Diese Beziebung mirde zuerst yonKleit^, .Ann. d. ponts, et ciianss^es (5) 
14 (1877), p. 166j 196 gegeben. Vgl. aucb J. Boumnesqj Eaux courantes, p. 483. 

183) Zeitsebr. d. osterr. Ing.- u. Axcb.-Ver. 38 (1886), p. 10 und 48 (1896), 
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menge bGini DuTchfliessen von Soen^ sowie bei ein6ni durcb ein©ii 
Aufstau. bewirkten seitlicben Austritt im UberschwemmungsgeMete. 
In beiden Fallen zerlegt sick die berabkommende Menge derart in 
die zuriickgebaltene der „Retention^‘ nnd in eine weiterfliessende^ dass 
beim hocksten Wasserstande, also dem Maximum des Zuflusses, die 
sekundlicke Retention Null ist. Hierbei wird die Rulmination des 
Hockwassers unterkalb des Sees oder der Staustelle verringert und 
Terzogert. Umflutungen, deren Durckstromung mekr Zeit erfordert 
als die des HauptarmeSj bewirken das Namlicke und zwar ist die Er- 
massigung des Hockwassers am grossten, die Verzbgerung a.m klein- 
sten, wenn beide Wege gleicke Wassermenge fiikren. Infolge der 
tlbersckwemmungen und Umflutungen sckreiten Flutansckwellungen 
[trotz^ G-1. (95) und (96)] meist langsamer fort als das Wasser fliesst. 
So nimnat^®^) am Rkein nack dortigen Beobacktungenj wenn die 
Nebenfliisse keine Hockwasser fiikren, die Stundenzakl t zwiscken dem 
Eintiitt einer in Zentimetern gemessenen Pegelkoke h in W^aldskut 
und dem der entspreckenden Sckwallkoke in 8 Kilometer Entfernung 
stromab nack folgender Gleickung ab, wenn h zunimmt: 

t == 146 [1 — 0,0028 (550 - h) + 0,000003 (550 — 7^^)] (l + 1) , 
worin V 7 

rr == 0,00001173 8\ 

Wo grosser© Genauigkeit erforderlick ist, kann der Verlauf der 
Hockwasser, wie sie in den naturlicken unregelmassigen Betten auf- 
treten, nui nock sckrittweise auf Grund der Gesetze der stntion&Ten 
Bewegung verfolgt werden. 

Ist die Zuflussmenge ({) als Funktion der Zeit t, die Abfluss- 
menge (p Qij als Funktion der Hoke des Seespiegels (uber einem will- 
kiirlicken PegelnuRpunkt), sowie die unveranderlicke Seeflacke F 
gegeben, und ist die Abflussmenge als Funktion (ij^ zu sucken, so 
werden nack Sarlacher sowokl die i als auck die h als Abszissen 
und die Wassermengen (^), (^) und go Qi) als Ordinaten aufgetragen. 

Die Differenz des Zu- und Abflusses im Zeitintervall Ai( wird dann 
durck ein Ton den beiden Eurven /; (i!) und f^{t) und zwei Ordinaten 


p. 33,^ 49 u. £. Eine -wiclitige Frage, fur die bisber eine geeignete Tbeorie fehlt, 
ist^ die, wie sieb Hochwasser bei Eiadammungen andern; vgl. diesbez. etwa- 
Beitrage zur EydrograpMe Osterreicbs 6. Heft (Studie fiber den Einfluss der 
Eindammung des Marcbfeldes auf die Stromverbaltnisse der Donau), Wien 1903. 

184) M. V. Tein in Ergebnisse der Untersuchungen der Hocbwasserverbalt- 
niBse im Deutscben Ebeingebiete v. Centralbureau f. Meteorol. u Hydrogr in 
Baden 3, Berlin 1897, p. 43. 
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Jlxe fCer I 







\jlcaedievJh 


gebildetes Viereck (Fig. 18) angegeben. Ziebt man you den 

Punkten A^ und der /’ 2 (i)-Knrve Parallele znr Abszissenaxe bis 
zur q)(Ji)-'KmYe, so bedentet 
das Produkt F • Ah die Yom 
See im Zeitintervall At aufge- 
speicberte Menge, wenn Ah 
die Differenz der h der beiden 
Scbnittpunkte bezeicbnet. Man 
konnte daber, wenn A-^, B^ 
nncl Mg gegeben sind, B^ dnrcb 
Probieren (oder die regula falsi) 
finden und so fortscbreitend 
die Anfgabe grapbiscb losen. 

A. B. B[arlaGher ermittelte aber 

ein vereinfacbendes Yerfabren^®®) znm Anfsncben von J? 2 * Pei'selbe 
loste^®®) ancb eine Reibe verwandter Anfgaben. 

Ein abweicbender Vorgang, welcber wesentliob daranf berubt, 
dass die Zeit als Abszisse und das nacb der Zeit genommene Integral 
der Retention bezw. des Zii- und des Ablanfes als Ordinate auf- 
getragen wird, scblagt P. KresniJc^^'^) ein. Sein Yerfabren, sowie ein 
anderes von 0. EckdahF^^), gilt ancb fur den verwickelteren Fall, 
dass sicb F mit der Spiegelbobe h andert. 

Den Fall, dass sicb mebrere Seen aneinanderscbliessen, unter- 
sucbte J. A. Seddon^^^) mitHinblick auf die grossen Seen des St.Lorenz- 
Stromes. 


Fig. 18. 


6g. Hocbwasservorbersage. Yon der Benntzung der Bewegungs- 
gleicbungen des Wassers wird, scbon weil sie viel zu zeitranbend 
ware, vollkommen Umgang genommen, wenn zn Zwecken der Scbiff- 
fabrt und der Warnung der Uferbewobner der Yerlauf anftretender 
Hocbwasser vorhergesagt wird, sodass es sicb bier um gescbickte Be- 
nutzung empiriscber Daten bandelt. 

Diese Anfgabe loste zuerst Belgrand (1854), indem er fand, dass 


185) Mitgeteilt ron Ign. Pollalc in Zeitsohr. d. osterr. Ingen.- und ArcMt.- 
Yereins 47 (1895), p. 593 u. f. 

186) Ebenda. 

187) Osterreich. Monatsschr. fur den offentl. Baudienst 3 (1897), p. 26. Das 
Yerfabren klingt an das „Massennivelleiaent“ des Erdbaues an. 

188) Jkf. Strulcel, Der Wasserbau 1 (1897), p. 23; derselbe zitiert 0. Eck- 
dahl, Om beraknigsmetoderna vid uppgorande af forslag till sjosankningar ocb 
regleringar, Lund 1888. 

189'i Amer. Soc. of CiT. Eng. Trans. 24 (1889), p. 566. 
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der Anstieg (montee) der Seine in Paris tiber dem^ der jeweilig vor 
Beginn der Schwellung lierrsclite> doppelt so gi^oss wie das Mittel 
aus dem Anwaclisen von acht die Seine bildenden Zuflussen sei, wenn 
jeder dieser acM Einzelanstiege an einem bestimmten Punkte des l^e- 
treffenden Plnsses gemessen wird^^o). Spater in Grebrauch gekommen.; 
aber keute verbreitetei'i®!) ist es, den Wasserstand selbst, namlicli 
die Holie des Spiegels liber dem !Nullpunkt eines an der betreffenden 
Stelle befindlicben Pegels (erne totale) als Punktion der Wasserstande 
darzustellen, welcke zu versebiedenen Zeitpunkten (z. B. 48 nad 
72 Stunden vorber) an einem stromauf befindlicben Punkte herrscbten. 
Wenn zwiseben letzterem und der Stelle, fur die vorberznsagen ist, 
Nebenfliisse miinden, so ist jener Wasserstand ausserdem aucb Puuk- 
tion del Wasserstande, die an je einem Punkte der Nebenfliisse anf- 
traten. Die Funktionen werden auf Grund mebrjabriger Beobacb- 
tungen bestimmt und konnen durcb Gleicbungen, Tabellen oder 


grapbiscb festgelegt werden. Bei ibrer Ennittelung kann es siob 


empteblen, nacb dem Beispiele A. B. Sarlacher’^ und H. Richter'' 

Yon dem Umstande Gebraueb zu macben, dass aus den Wasser- 
standen der ^ oberen Pegel die dortigen Durcbflussmengen bervor- 
geben und smb aus der Summe letzterer der Durcbfluss am unteren 
Fegel und biermit sein Wasserstand ergiebt. 

der Quelle nabe liegen, ist infolge seiner 
Abbangigkeit von der Regenverteilung der Fortsebritt der Hoeb- 
wasser ein unregelmassiger und ware es aucb bei regelmassigem 
Fortsebritt nicbt moglicb, auf die zu erwartenden Wasserstande aus 
en Angaben nocb bober gelegener Pegel fur praktische Zweeke ge- 
nugend lange vorauszuscbliessen. Hier muss daher eine Vorbersage 
unmittelbar auf Grund der Messungen der Regenboben gesebeben^^s), 


s aso.,. p*: ,'33 

.Chen Ba^eitung 31 p. 3,0 llXe/LSh" 

WanseXder W. ’'““T *?“ Z«enhang der 

;^eitsclir. f. Gewasserkunde 1 (1898), p. lO 129 
».«, Annale, dee pent, etehaneedee (6) 16 (1888), p. dSil I^eaux, 
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wobei ZLi bedenkezL istj dass der Boden betrachtlicbe Mengen als 
Grrundwasser zuriickzubalten vermag, man also unter Umstanden seiner 
Anfhahmefabigbeit, die sich z. B. im Wasserstande Yor dem Regen 
zu erkennen geben kann, Recbnung zu tragen bat. 


m. Das Stromen Ton Wasser in Rohren nnd Wasserllinfen Tbei 
unstetiger Wandung. 


7, Rasch.e Quersolinitts- und Ricbtnngsandernngen Ibei Rbliren nnd 

Gerinnen. 

7 a. Sohlenstufen nnd seitlicbe Erweitemngen bezw. Ver- 
engnngen des Bettes. Eine Stufe oder ein G-efallsbrucb der Soble 
macbt sick in der Oberflacbe als Wassersprung (Wasserscbwelle) be- 
merkbar. 1st in einem Gerinne (vgl. Fig. 19) die Hobe y der Stufe, die 
Znlanf- nnd die Ablaufgescbwindig- 
keit fJj nnd sowie die nrspriing- 
licbe Tiefe H bekannt, so ist durcb 
Anwendung des Impulssatzes axif zwei 
Querscbnitte, die den Wassersprung 
eioscbliessen, dessen Hobe h leiclit zu 
finden. Dabei siebt man von Reibungs- 
vorgangen und irgend welclien storen- 
den Einfliissen ab , da der Sprung 

sicb auf einer so kleineu Stelle abspielt, dass die Reibung keine 
wesentlicbe Anderung des Vorganges bewirken kann. In der Tat 
ergiebt sich sofort — wenn man allerdings nocb annimmt, dass der 
Gegendruck der Stufe so gross sei, wie daselbst der Wasserdruck 
unter dem durcb den Sprung erbdbten Spiegel ware — 

IP (lr+7j)“ 



Fiff. 19. 




oder 

(99) 


2m + 7^2 




h — y 


194 ' 


2g H-^h-y 




ebenda (7) 3 (1892), p. 176; G. Letnoine, ebenda (7) 12 (1896), p. 523 {^vdeclie, Gaid, 
Gar dons ^ Herault, Orb). 

194) W. TFi'mj Lebrbuch d. Hydro dynamik, p. 202 f. behaudelt den Wasser- 
sprung im Anscbluss an die Untersuobuug des Einflusses von Unregelmassig- 
keiten eines Strombetts auf die Gestalt der Oberflacbe (vgl. aucb oben 6d, p.357). 
Er setzt die Ordinate des .Bodens - f(a 3 ) = A arctg ea;, so dass dieser fur 
g _ QO und oc ==s 0 einen Sprung von der Hobe An bildet und bestimmt den zu- 
eeborigen Spiegel fur reibungslose Flussigkeit. Die Spiegelaste liegen lotrecbt 
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A.. Hitter untersuclit auf Grund dieser Forraelj in der er 


(100) H: ^ 

setzt, so dass fiir 


• K. 

■ 2sr 





/■= 1 _ || 4 - , 

a^f±YfZM^ 


wird, die Vorg'ange des Wassersprunges im Einzelnen. Im allgemeinen 
giebt es einen Wertb von | und iq und zwei von a (fiir ^ == 0,6 und 
V ~ wird a = 0,63 bezw. 0,24). 1st das Soblengefalle des Ab- 
laufgerinnes nun zn gering oder zu gross, urn die Wassermenge CTj H 
bei der Tiefe S y -\-h wegzufiibren, so findet eine Ortsverlegung 
des Wassersprunges, welcber seine Hobe y beibebalt, stromanf oder 
stromab statt (vgl. Fig. 20 nnd 21). Der Wasserspiegel verfolgt 



20. Fig. 21. 


zwiscben Siufe und Sprung in diesem Falle eine Staukurve und bildet 
mit dem ebenen Zulauf- oder Abiaufspiegel eine Ecke. Der Vorgang 
ist ganz^ abnlicb, wenn statt einer Stufe ein Gefallsbrucb in der Soble 
oder beides vorbanden ist. 

Ubrigens wird die Gleicbung (99) durcb Mlsetzen von y nabe- 
zu zu 

( 101 ) 2{B:+hf = (2E+h)'^, 

d 

mittels welc hen Ausdrucks J. B. Belanger^^^) auf Grund des Impuls- 

uber der Stufe auf sntgegengesetzter Seite einer Wagerecliten, der sie sicli mit 
zunehmender Entfernung von der Stufe asymptotiscb oder in Wellen nahern. Je 
nachdem ZJ, ^y^B"ist, springt uber der Stufe der Spiegel aufwarts oder ab- 
warts In grosserer Entfernung vom Wassersprung ist bei dieser Losung der 
ablaufende Strom urn die Stufenbobe seicbter als der beranfliessende. M. MoTler, 

zu Hannover 40 (1894), col. 599 giebt eine Ableitung 
lur die Hobe des Wassersprunges, indem er einfacb von dem BernouWn^ih&n 
Tbeorem ausgebt. Aucb er vernacblassigt damit den an der Sprungstelle auf- 
tretenden Druckverlust, der unter Umstanden einen betracbtlicben Teil der ur- 
sprnnglicb vorbandenen GescbwindigkeitsbSbe aufzebren kann. 

195) Zeitscbr. d. Ver. deutscb. Ing. 39 (1895), p. 1349. 

196) J, B. Belanger, Essai sur la solution num&ique de quelques probl&mes 
reiatats au mouvement permanent des eaux courantes, Paris 1828 n 35 
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satzes den von G. Bidone^^"^) zwiscRen zwei Asten einer Staukurve be- 
obackteten Wassersprung erklart kat^®®). 

Auck k RTin man Ausdriicke erkalten, die fiir einen stekenden 
W asserspmng gelten, wenn man in den Grleicknngen^®®) fur die Scknellig- 
keit des Wellenfortsckrittes der Wassermasse eine Gregenbewegung 
von der absoluten Grosse der Wellenscknelligkeit erteilt. 

Seitliche Einengungen oder Erweiterungen wirken aknlick wie 
Hebungen oder Senkungen der Sokle. Einige Versucke nakmen 
P. nnd L. L. Vauthier^^^) mit einem offenen Gerinne vor, dessen lot- 
reckte Seitenwande eine Strecke lang erst auseinander- und dann 
wieder zusammenliefen. Je nackdem sie das Einlaufsckiitz allmaklick 
Oder plotzlick zogen, zeigte der Wasserspiegel auf den erweiterten 
Strecke eine starke Hebung oder Senkung. Die Verfasser bemerken 
kierzu, dass beide Abflussweisen der iiblicken Tkeorie (GL 29) der 
ungleickformigen Bewegung ziemlick gut entspracken. 

Zu den verwandten Aufgaben gekort die Berecknung des Staues, 
den BrUchenpfeiler in Fliissen kervorrufen. Die Sckwierigkeit letzterer 
Aufgabe bestekt darin, dass man zwar nack dem BernoulWsdhBn 
Tkeorem oder auck nack einer in Nr. 9 c gegebenen Gleickung aus 
der Tkeorie der „t[berfalle“ den Abfall des Wasserspiegels^®^) — • mit 
welckem die Staukoke kaufig verwechselt wird^®'^) — beim Eintritt 
zmscken die Pfeiler annakernd angeben kann, nickt aber die Wieder- 
erkebung beim Austritt. T. Montanan betracktet daker den Wider- 
stand eines Pfeilers wie den eines Sckiffes und setzt den Hokenunter- 
sckied der Spiegel oberkalb und unterkalb der Pfeiler bei stumpfen 


197) G. Bidone, Torino Mem. 25 (1820), p. 21 ff. 

198) Etwas genaner giebt J. Boussines^, Eaux courantes, p. 131, anf Grand 
des Satzes von der Bewegnngsgrosse fiir den Zusammenhang zwiscben ^ den 
Flaoben nnd gleicber Breite Z vor and nacb dem Wassersprang bei einem 
Darcbflass Q die Beziebang 




a QH 


die fiir sebr breiten recbteckigen Kanal mit a =1 and geniigend kleinem ^ in 


(2P+7i) (S' +/!)== 25--^ 


iibergebt. Ubrigens bietet der Wassersprang keine scbarf messbare Stafe in der 
Oberflacke. 

199) Vgl. oben IV 20, Nr. 6 c, p. 373 f. 

200) Annales des ponts et cbaassdes (2) 15 (1848), p. 129. 

201) Yerwiesen sei aaf: Ghr. Eavestadt ini Handbacb der Ingeniearwissen- 
scbaften, Wasserbaa, I. Abt., 1. Halfte, 3. Aafl. 1892, p. 328. 

202) Das betont J. Ei^puit, Iiltades, p. 134. 
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Pfeilern — ' ¥g ' wobei f deii eingetauchten Pfeilerquerschnitt, 

F den Plussquerscbnitt, TJ die mittlere Gescbwmdigkeit im Plusse 
.und203) ^ einen von f:F abkangigen Paktor (z. B. 1,22 bezw. 2,91 
fiir f : F — 0^1 bez-w. 0,5) bedentet. Bei zugesckarften Pfeilerkopfen 
tritt ein ecbter Bruch als Paktor hinzu^°^). An ,der Tiber erhobene 
Daten sprechen fiir die Anwendbarkeit der Pormeln 

Mit dem Durchflusswiderstande von Durchlassen und Diikern be- 
fassten sich T. Montanari^^% sowie P. Fasifii und U. Gioppi^^'^). 

7 b. Rohrerweiterungeii nnd -verengungen. Bei Rohren bilden 
pVotdiche Verengungen das Analogon zu den Sohlenstufen in Pliissen. 
Das Wasser tritt bei ihnen unter Yermehrung seiner Geschwindigkeit 
aus der weiteren in die engere Strecke. Diesen Yorgang kann man 
auch als Ausfluss unter Wasser auffassen und den Ansatz des engen 
an das weite Rohr als Mundstiick bezeichnen. Piir diesen Ausfluss 
gelten dann ahnliche Beziehungen wie fiir den spater in JSTr. 8 zu 
betrachtenden in freie Luft: nur dass die „Ausflusskoeffizienten“ stets 
kleiner ausfaUen, als wenn das Wasser durch dasselbe Mundstiick in 
freie Luft fliesst. Das Yerhaltnis b eider Koeffizienten- betragt nach 
J. WeishacJi^^^) im Mittel 0,986. 

Enveiterungm des Querschnittes geben in Rohren dadurch zu 
Druckverlusten Anlass, dass rasch fliessendes Wasser auf langsam 
fliessendes stosst. J. Gh. Borda^^^), der auch beziigliche Yersuche 
msteUte, wendete auf den Yorgang die Regeln des unelastischen 
osses an, nach welchen, wenn ein Rorper vom Gewichte uhd der 
Geschwmdigkeit einen andern vom Gewichte und der Ge- 
schwindigkeit trifft, ein Arbeitsverlust 


A A (F, -u,y 


( 102 ) 

_ . _ A-i-A 

emtritt. In Rohrerweiterungen ist die stossende Menge weit 
klemer als die gestossene A„ sodass man bei plotzlicher Erweiterung 

203) Politecnico 40 (1892), p. 45. 

204) Ebenda 39 (1891), p. 805, 811. 

205) Ebenda 40 (1892), p. 260, 327, 422 n. f. 

206) Ebenda 40 (1892), p. 468, 636, 598, 673, 737 u. f. 

207) Giomale del Genio civile (5) 7 == 31 (1893), p. 67 

HTdraS'^ dem Gebiete der Meehanit und 

Mem. (2) isllSSo), p^m, ’ Torino 
209) Siehe ancb unten: Ausfluss aus OfEnungen, p. 402. 

soienc'ee,' amide 1?66 (erechienen 
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den (nicht mit dem BinckunterscEied zii verwecEselnden) DruckEohen- 
verlust 


(103) 


== (^1 - _ 1 
2g 2g 2g \F^ 


setzen kann, worm die GrescEwindigkeit im engsteii StraElquer- 
scEnitte F^, jene im erweiterten F^ Eedeutet. Fur den Druck- 
unterscEied Eeider Stellen gilt dann Eei wagerecEtem RoEr 

aoi) iF-u.y _ TTFF-U,) 

^ ^ 7 ^g g 

Je nacE der Mundungsform kann F^ mit dem engsten RoErquer- 
seEnitt zusammeufallen, oder sicE der StraEl nacE Eintritt in die er- 
weiterte RoErstrecke nocE zusammenzieEen, eEe er sicE ausbreitet 
(vgl. Fig. 22 und 23). 


I 

^ 

1— . I 


Fig. 22. 



In der vorsteEenden BetracEtung ist auf die ungleicEformige 
Verteilnug der GescEwindigkeit uber den QuerscEnitt nicEt RiicksicEt 
genommen. B. de 8t.-Venant‘^'^^) tut dies, beriicksicEtigt aueE die 
ErEdEung der Reibung und setzt fur plotzlicEe Anderung des RoEr- 
durcEmessers den DruckEdEenyerlust 


(105) 


^g 




B 



wobei er unter F^ den QuerscEnitt der engeren RoErstrecke versteEt. 

' A. Fl/iegner^^^) Eat jedocE beobacEtet, dass der sicE ausbfeitende 
StraEl von einer WasserscEicEt umgeben ist, in der ein nocE Ideinerer 
Druck als in der Mundungsebene (der engsten Stelle) EerfscEt, 
wo der Druck p^, wie er sicE durcE unmittelbare Messungen uber- 
zeugte, auf einen BrucEteil des AtmospEarendruckes Einuntersinken 
kann. In der BewegungsricEtung wirken demnacE ein Druck p^, sowie 
ein nocE kleinerer p^, iEr entgegen p^ (vgl. Fig. 24). Da uberdies die 
DruckabnaEme Luft- und DampfausscEeidung zur Folge Eat (wie man 


211) Paris, Mem. de I’Acad. 4 (1889), p. 7. Vgl. aucE J. JBoussinesg, Eaux 
courantes^ p. 126. 

212) Civilingemeur (2) 21 (1875), col. 97 u. f. S. a. Schweiz. Bauzeitung 42 
(1903), p. 91. 
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"bei Beimtzung von Q-lasroliren erkennen kann), so entsckeidet sicli 
A. Fliegner statt fur (103) fur eine von F. GrasJiop^^) fur den Aus- 


S6Ivncn4 



Fig. 24. 


flnss von Grasen abgeleitete Formel. 1st Y das spezifiscke Volum im 
allgemeinenj bezw. dasselbe in den Robrquerschnitten und F^ , 
so gilt nacb letzterem 



Vx 


Meist wird Fg > sein^ wodurcli g verkleinert wird, wabrend andrer- 
seits der TJmstand, dass '> Fa h Dnickverlust, ver- 

grossert. A. Fliegner fand bei Steigerung der verfiigbaren Druckbobe 

-y + dass ^ in Rbbren mit plotzlicber Erweiterung (almlicbPig. 22) 

( F \ ^ 

Ij war; dann nur wenig 

unter diesen Wert sank und bierauf wieder betracbtlicb wucbs, femer 
dass bei allmablicb erweiterten Robren (Eig. 24) die Anfangs- und 
Endwerte von ^ fast den vorigen gleicb waren, aber dessen Minimum 
noeb kleiner ivurde und etwas friiber auftrat. 

Bei Robreinsatzen wie die Fliegner’’^ bestebt also der Druckver- 
lust im allgemeinen aus einer geringfiigigen Reibungsbobe im sicb 
verjiingenden Robrstiick und einem weit grosseren Druckverluste; der 
daber kommt, dass sicb der kontrabierte Strabl wieder ausdebnt. 
Aucb bei den abnlicben Eormstiicken, welcbe C. HerscheY^^) unter dem 
Namen „Few#wri-Messer“ zur Wassermessung benutzt, findet der Ver- 
lust an Druck fast nur in der sicb erweiternden Robrstrecke statt, so 
dass man aus dem Unterscbiede der in und oberbalb der Einscbnuruns 


213) F. Grashof, Theoretisclie MascHnenlebre 1, Leipz. 1875, p. 421, Vgl. 
aucb V 5, Hr. 18 (Jf. Schroter-L. PrandtT)^ p. 299, 

214) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans 17 (1887), p. 244, 250; 18 (1888), p.l36. 
Die gegentbeilige Bemerkung M. Merrman's ebenda 18 (1888), p. 140, scbeint 
auf einem Irrtum zu beruben. 
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berrscjhenden Drucke die Greschwindigkeiten mindestens auf 5 Prozeiit 
genau nacb. dem SernoulKsoheB. Gresetz berechnen kann. Nach. 
TJ. MasonP^^) wird die TJngenaiiigkeit bei kleinen Rohreii etwas 
grosser. 

Bei manchen anderen Leitungsbestandteilen lasst sick Abnliches 
nachweisen. So miisste fiir schctrfkantige Scheibenringe von der Offnimg 
welcbe in ein mit der Gescbwindigkeit U durcbstromtes Rohr 
vom Querschnitte F eingesetzt sind (vgl. Fig. 25), bei reibungsloser 
Kontraktion auf den Querschnitt IF^ gemass (103) 


Oder 

h — ^ ^ 




zn i 

fe, -v—*- 
1 \ 1 

Ft 1 4- 

aein. X Weisbach^^^) fand fiir 


Fig, 25. 

^ = 0,0461 0,1406 

0,3814 

0,6511 0,8598 

t = 1067 110,8 

9,010 

1,191 0,121 

wonach sich 



h = 0,644 0,617 

0,655 

0,734 0,863 


ergeben wiirde. Wie anderweitige Beobachtungen zeigten, zieht sicli 
der Strahl nicht viel weniger zusammen, als diese Tc angeben; den 
Druckverlust bewirkt also tatsachlich im wesentlichen die Wieder- 
ausbreitung des Strables. Zu bemerken ist aber, dass nach G. 
wenn eine weite Strecke zwischen zwei engen eingeschaltet ist, der 
Druckverlust der Borda’ scken Formel nur eintritt, wenn die erstere 
lang genug ist, weil sich der Strahl sonst nicht in ihr ausbreitet. 

Bei Schiebern, welche J". W~eisbaeh^^^\ F. Knichling und J. Thom- 
son'^^^), sowie Waldo untersuchten, kann man die Durch- 

flussmenge in den verschiedenen Phasen des Schliessens noch einiger- 
massen nach (107) beurteilen. Je komplizierter aber die Sperrvor- 
richtungen gebaut sind, desto mehr ist man auf den Versuch ange- 
wiesen. Zahlreiche einschlagige Untersuchangen von Hahnen, Klappen 


215) Napoli, Ist. d’lncoraggiamento Atti (5) 6 (1903), Nr. 1. 

216) J. Weislach, Untersuchungen in dem Gebiete der Mechanik u. Hydrau- 
lik, 2. Abt. Leipz. 1843, p. 130. Etwas abweicbende Zablen sind in J. Weisbach, 
.behrbuch 1 (1845), p. 447 sowie Weisbach-Herrmann, p. 1036 interpoliert. 

217) Zeitscbr. d. Vereins deutscb. Ing. 35 (1891), p. 474. 

218) Weislach, Untersuchungen u. s. w. 1. Abt. Leipz. 1842, p. 7 n. f. 

219) Amer. Soc. Civ. Eng, Trans. 26 (1892), p. 439. 

220) Ebenda 35 (1895), p. 235. 

Enoyklop. d. math. Wisssnach. IV 2. 
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und Ventilen liat J. Weislach^^^) , solclie von Yentilen C. Bach^^\ 
von Steuerscliiebern liydraulischer Hebezeuge E. Lang^^^) vorge-^ 
nommen. 

7 c. Bichtungsanderungen von Bohren bezw. Gerinnen. Aucb 
Kniee (vgl. Fig. 26) bewirken ebenso wie Erweiterungen des Quer- 
schnitts, dass sicb der Wasserstrom erst zusammenziebt und dann 
wieder ansdebut. J. Weishach^^') setzt auf Grrund eigener Yersuche 
den Widerstandskoeffizienten 



& = 0,9457 sin^ d + 2,047 sin^ d, 

worin 28 den von beiden Asten eingeschlossenen Ablenkungswinkel 
bedeutet. 

Fiir Kriimmer von 2r Licbtweite, deren Axe einen Yiertelkreis 
vom Halbmesser It bildet (vgl. Fig. 27), fand Weisbaeh^^^) auf Grund 
eigener Yersucbe und solcher L. G. du Buafs empirisch bei 

fkreisform. Querscbnitt ^ = 0,131 + 1,847 

( 108 ) 

[recbteck. „ g = 0,124 + 3,10 . 

Da sicb in solcben Krummern die Kontraktion scbon vollstandig aus- 
gebildet bat, bewirkt nacb Weisbach ein nocb grosserer Zentriwinkel 
keine Erbobung von 

J. Boussinesq^^^) folgert, indem er eine Flusskriimmung als eine 
fortlaufende Reibe von Knieen auffasst, dass der Druckverlust pro 
Langeneinbeit in breiten offenen Betten von der Breite a dem Kriim- 
mungsbalbmesser A und der Tiefe h durcb 

221) Untersucliuiigen u. s. -w. 1. Abt. 

222) G. Bach, Yersucbe -fiber Ventilbelastung und Ventil-widerstand, Berl. 1884. 

223) Zeitschr. d. Yereins deutscb. Ingen. 37 (1893), p. 1281, 1319, 1355. 

224) TPeis&ae/i, Lebrbucb 1, Leipzig 1845, p. 437. 

226) Ebenda, p. 439. 

226) Eaux courantes, p. 602; J. de matb. (3) 9 (1883), p. 429. 
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4yi(fp 

ausdriickbar sein miisse, worm r und v Konstante bedeuten und der 
Exponent ^ — eine selir kleine Zabl sei, wonacb sieb angenabert, 
wenn in der Greraden hJ == bU^ Bogen 

(109 a) 

fandej r ist eine neue Konstante , die nacb Untersncbungen von 
W. Lahmeyer^^'^) nngefabr gleicb sein miisste. 

Im Widersprucbe mit diesen Anscbauungen fand X B. Freeman^^^), 
dass in Spritzenscblaucben von 63 bezw. 72 mm Weite der Zuwacbs 
des Druckverlustes, welcben Quadranten. von 61, 91 
und 122 cm Halbmesser bervorriefen, mit letzterem 
wucbs. Desgleicben fanden neuerdings G. 8, Williams, 

C.W.Huhbell und G. F. FrenJcelP^^) , dass der Druck- 
verlust in Grussrobrieitungen (von 0,3 bis 0,8 m 
Durcbmesser) von gegebener Lange mit einem ein- 
gescbalteten recbtwinkligen Bogen am kleinsten aus- 
fallt, wenn der Bogenbalbmesser etwa das 2y2facbe 
der Robrbcbtweite betragt, und dass er mit dem 
Bogenbalbmesser wacbst. J. P. Church^^^) bemerkt 
erlauternd, dass der pro Langeueinbeit des Bogens 
zur Robrreibung der geraden Strecke binzutretende 
Bruckverlust zwar bei flacber Kriimmung abnebme, 
aber in geringerem Masse, als die bei gegebenem 
Zentriwinkel dem Kriimmungsbalbmesser proportionale 
Bogenlange wacbst. 

Aus den genannten Versucben gebt aucb ber- 
vor^so^^ stromab von Bogen und Scbiebern im geraden An- 

scblussstrang auf einer die Robrweite vielfacb iibersteigenden Lange 
die Reibung grosser als in der iibrigen geraden Strecke ist. 

Zu einem abnlicben Scblusse kommt T. MontanarP^^) , indem er 
den zum Reibungsverlust der geraden Strecke eines Robres vom 

227) Allgemeine Bauztg. 17 (1852), p. 153. 

228) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 21 (1889), p. 365. 

229) Ebenda 47 (1902), p. 183. Gescbvrindigkeitsverteilung in BSgen, p. 64. 

230) Ebenda, p. 215. 

230) Ebenda, p. 143, 184, 191. 

231) Politecnico 45 (1897), p. 423, 424. 

27 * 



Fig. 28. 
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Durcliinesser 2r = 10 bis 40 mm bei Einfiigung eines recbtwinkligen 
Kniees (vgl. Fig. 29) binzutretenden Drnckverlust auf eine Lange 6 r 
vom Knie abwarts 


■ 6 f ' — 4+-4t!-h 


und auf eine Lange 10 n vom Knie ab 


El 

‘^9 


= (l,30 + |i) 


53, 5\ IT 


Yig. 29. (also betracbtlicb grosser als J. Weisbach) setzt. 


8. Ansfluss von Wasser ans Gefassen. 

8 a. Der Gescbwindigbeitskoefflzient nnd die Kontraktion, Bei 
freiem Ausfluss, das beisst solcbem in Luft, durcb ein gut abgerundetes 
(die Kontraktion; wie unten angefiibrt, verbinderndes) Mundstuck von 
der Offiiungsflacbe F sollte dem Torricelli' Qdlci&n Gresetze gemass, falls 
die Offiiungsmitte in der Tiefe h unter dem Spiegel liegt und bei 
lotrecbter Wand die Abmessungen der Offnung im Vergleicbe zu h 
Mein sind, die Austrittsgescbwindigkeit Y^gh betragen. Sie ist jedocb, 
■wie Beobacbtungen zeigen, nur 

( 110 ) U=(pY2^, 

wobei der GeschwindigTceitsTcoeffi^ient 93 immer ein ecbter Brucb ist, 
so dass das ausstromende Wasser statt einer Grescbwindigkeitsbobe h 
nur eine solcbe von cp^h aufweist^®®). Die Ursacbe des Druckboben- 
verlustes 

TJ2 

liegt in Reibuugsvorgangen. Setzt man diesen = ^ , so wird der 

2g 

Zusammenbang zwiscben dem Geschwindigkeitskoeffidenten (p und dem 
Widerstandshoeffizienten g durcb t = — 1 angegeben^®®). 

Der Druckverlust ist iibrigens sebr gering, denn J. Weishach^^) 
fand fiir ein gut abgerundetes Mundstuck von 1 cm Licbtdurcb- 
messer fiir 

k = 0,02 0,6 3,5 17 103 m 

cp = 0,959 0,967 0,975 0,994 0,994. 


232) Ygl. lY 15, Nr. 10 (A. F, H. Love), tlber den Ausfluss von beissem 
Wasser siehe Y 5, Nr. 18 {M. ScJiroter-L. Prandtl), p. 304. 

233) Weisbach, Lehrbucli 1, Leipzig 1845, p. 425. 

234) Civilingenieur (2) 5 (1859), p. 87; WeisbachSemnann, j). 969. 
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Erfolgt der Ausfluss in diinner Wand, so treten die Wasserfaden 
konvergierend aus, so dass im Innern ein vom Aussendruck wesentlicb. 
Yersckiedener Druck Lerrsclit und bei wagerecbter Offnung in ibrem 
Mittelpunkte die Grescbwindigkeit ein Maximum besitzt. Da das 
Wasser wabrend des Falles eine Bescbleunigung erfabrt, ist anzu- 
nebmen, dass die Grescbwindigkeit im Strabl mit der Entfernung von 
der Offnung wacbst, also der Querscbnitt — so lange der Strabl 
nicbt zerstaubt — abnimmt. Dementsprecbend fanden F. Savart^^^) 
und H. G. Magnus^^^) bei breisrunden und H. Basin^^'^) bei kreis- 
nmden und recbteckigen Offnungen keinen eigentlicben Kontraktions- 
koejffizienten im Sinne des Verbaltnisses eines Minimalquerscbnittes 
zur Offnimgsflacbe — ob sieb ein Minimal querscbnitt bei einer lot- 
recbten quadratiscben Offnung von 20 cm Seitenlange bildet, wie 
J. V. Boncelet und J. A, Leshros bebaupten, konnte Ba 0 in allerdings 
nicbt entscbeiden^®®). An Stelle von Gl. (110) tritt, wenn 0 den 
Hobenabstand.zwiscben der Offnungsmitte und einer Strablstelle be- 
zeicbnet, allgemein fiir die Gescbwindigkeit der Ausdruck 

( 111 ) U=(py2g{hW^)‘ 

Stets bat (p in einiger Entfernung von der Offnung sein Maximum, 
Welches bei wagerecbter Offnung nur um einige Tausendstel kleiner 
als 1 ist, wabrend es bei lotrecbter Offnung je nacb Druckbobe Ji 
und Form 1,03 oder 1,04 erreicben kann und bei einem Kreis von 
20 cm Durcbmesser 1,011 betragt. Dass 9 ? > 1 zu werden vermag, 
ist nacb Ba 0 in^^^) nur erklarlich, weil Gl. (Ill) gleicbe Gescbwindig- 
keit aller Wasserfaden im Querscbnitt voraussetzt, also nicbt strenge 
gilt, und im Strablinnern vielleicbt stellenweise ein geringerer als der 
Atmospbarendruck berrscbt. 

Eine Berechnung des KontraMionslcoeffi 0 ienten g oder des Ver- 
baltnisses des Strablquerscbnittes zur Offnungsflacbe ist mebrfacb ver- 


235) Ann. ehim. phys. 53 (1833), p. 337, 338. 

236) Ann. Phys. Chem. (4) 5 (1855), p. 44. 

237) Paris, Mem. piAs. par div. savants 32 (1902), No. 4. Audi U. Masoni 
land lei -wagerecliter Kreisoffnung keinen Minimalquerscknitt, femer die vStrahl- 
form bei Beleuchtung des Strables und Messung des Schattens nicbt nur vom 
OfFnungsbalbmesser, sondern auffallenderweise aucb vom Verbaltnis des Halb- 
mesaers zur Druckbobe unabbangig. Er giebt genaue Maasse Politecnico 43 
(1896), p. 550. Nacb J. Weisbach, Polytecbn. Oentralblatt (1851), col. 385 und 
Experimentalbydraulik, Freiberg 1855, p. 181 sind die Kontraktionen von Wasser, 
Quecksilber und Riibol ziemlicb gleicb. 

238) Paris, Mem. pr4s. par div. savants 32 (1902), No. 4, p. 19, 42. 

239) Ebenda,] p. 44. 
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sucht Worden® ). Umgiebt man die Ausflussoffiiiing yon ihrem Rande 
ansgehend innerhalb des Gef asses mit einer Flaclie nnd bat die Offnnng 
die Rrosse nnd die Tiefenlage li nnter dem Spiegel, so beben sicb 
das Wassergewicbt mit dem Gegendruck der Gefasswandung bis auf eine 
auf die angenommene Flacbe wirkende senkrecbt zur Ausflussoffnung 
gericbtete Mittelki-aft yFh auf. Zu den statiscben Drucken auf die 
gedacbte Flacbe, welcbe die Grosse babe, kommt nun aber nocb 

die Druckverminderung durcb Gescbwindigkeitsboben ^dF^ bin- 

zu, deren Komponenten senkrecbt zur Offnnng (falls d die Winkel 
zwiscben den einzebien Ankunftsgescbwindigkeiten und der Offnungs- 

normalen bedeutet) zusammen yJ^cosddF^ ausmacben. Da nun 

an^ alien Stellen des kontrahierten Querschnittes (iF die Geschwindig- 
keiten scbon an und fiir sicb senkrecbt zur Offnnng gericbtet sind 
und angenabert Y2g'h betragen, also die Ausflussmenge in der Zeit- 
einbeit fiFy2gh ist, folgt aus dem Impulssatz 


Oder 


« +/ ^ dF, = 


r /; 

a — 4 I 14 -^ 


v 


9 

Gos^ SdF^ 


hF 


J. Hermanel^^^), der yom Satze „Aktion gleicb Reaktion" ausgebt 
stellt jedocb statt dessen die Gleicbung 


anf Als umgebende Flacbe wablt er bei kreisformigen Offnungen 
Kugelbauben und erbalt unter der Annabme, dass das Wasser diese 
Hauben radial durcbfliesst, fiir yor- bezw. riickspringende Ansatzstutzen 
yom Kegelscbeitel winkel 2dQ 



3 1 + cos d'o J " 


T — gericbteten Stutzen bat bereits 

. Borda bewiesen, dass g = ^ werden sollte. Versuche yon 


TTr der Wasserbaukunst, 1. Tbeif 1 . Bd., p. I 57 f vsl 

IV 15, Nr. 10 (A. E. K Love), p. 66. ’ ^ 

241) Wien Sitzungsbericbte 112 (1903), p. 879. 
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J. Ch. Borda^^), G. Bidone^^^) mid J. Weisbach'^^) ergaben in diegem 
Falle im Mittel ^ — 0,53. 

Bei sebr scbarfen Durchflusskaiiten (und zwar bei Ausfluss unter 
Wasser in Muschelscbiebern) bat JS. Lang^^^) obne Ansatzstutzen 
abnlicbe Koeffizienten erhalten. 

Erfolgt der Ausfluss der Fliissigkeit durcb eine unendlicb lange 
Offnung in einen mit derselben Fliissigkeit erfiillten Raum, so wird 
das (nunmebr) ebene Problem, die Strablform zu bestimmen, nacb 
der von H, v. KelmholU und G. Kirclihoff entwickelten Metbode^^®) 
bei geeigneter Gref ass begrenzung losbar und fiibrt z. B. fiir den Aus- 
fluss aus einem Bodenspalt auf 

8 b. Der Ausflusskoeffizient. Fiir die Aufgaben der Tecbnik ist 
insbesondere die Ausflussmenge von Bedeutung. Man pflegt einen 
Ausflusskoeffimenten a einzufiibren, namlicb 

( 112 ) Q = ccFY^^i 

zu setzen, zu dessen Bestimniung zablreicbe Versucbsreiben vorliegen. 

Fiir hreisformige lotredite Offnungen und die Tiefe h der Offnungs- 
mitte unter dem Spiegel, dort zu messen, wo letzterer durcb den 
Ausfluss nicbt merklicb gesenkt wird, giebt Hamilton auf 

Grund von Versucben von B. A. MiclieloUi, Ch. Bossut, J. Weisbach 
.sowie eigenen eine Tabelle, die u. a. nacbstebende Werte von cc fiir 
Wasser von 10® 0 entbalt^^®): 


Durcbmeaser in cm 


Tiefe 7^ in m 

0,06 

6 

18 

30 

0,3 

0,644 

0,600 

0,595 

0,591 

30 

0,593 

0,592 

0,592 

0,592 


242) Paris, Mem. de I’acad. royale des sciences 1766 (1769), p. 589. 

243) Torino Mem. 40 (1838), p. 56. 

244) J. Weisbach, Lebrbucb 1, Leipzig 1845, p. 412. 

245) Zeitscbr. d. 7er. deutscb. Ingenieure 37 (1893), p. 1322. 

246) Siebe IV 16, Nr. If (A. E. S. Love), p. 98. 

247) Hamilton Smith, Tbe flow of water tbrougb orifices over weirs and 
tbrougb open conduits and pipes, London and New York 1886, 

248) Siebe aucb V. Dioelshamcrs-Hery, Tecbnologie sanitaire 1 (1895/6), 
p. 231, 241. Nacb B. F. Ishenoood, Journ. of tbe Franklin Instit. (3) 75 (1878), 
p. 339 wacbst a betracbtlicb mit der Temperatur, nacb W. G. Unwin, Phil. 


400 


IV 20. Fh. FoTcMieifner, Hydraulik. 


DrackhSheu ist nact K Buff und 

e/. W&isuO/ch j cc ontscliiGdeiL grosser. 

Erfolgt der Ausfluss unter Wasser statt in freier luft, so sinkt 
*e Ansflrasmenge nach J. Wmbmh um ungrfato 1% Prozent, naeh 
. Rtdielmij bei 13,5 cm weiter Offmmg um noch melir^®^). 

mdratisohen 0/fmmgm ist a nach ffemiUm Smith nur un- 
bedeutend grosser als bei kreismnden gleicher Weile. Hit seinen 
^gaben stunmen auch die Ton X V. Ponedet and J. A. Lesbros^^\ 
OT Quadrate von 20 cm Seitenlange und hy etwa 20 cm, walu-end 
fcr Uemere Tiefeniage « nacb J. A. Leshros^^ sinkt und fiir A = 12 cm 
falls man inrmer nock nacb Pormel (112) reohnet, nur mehr 0,672 
betragt. Mtos fand spater bei Portsetzung der Tersuche unter 
an^erem bei 2 cm boben Spaltoffnungen Ton 60 cm Breite a fflr 

lc^ ™ (namlioh 0,644 bis 0,626) und bei 

60 cm bolien, 2 cm weiten Spalten noch kleiner^®®). 

J.Wmbmh nahm mit trichterfmnigm Mundsimekm Messungen 
Tor, auf arund weleber G. Zmter^^) eine Formel fflr ibren Ausfluss- 
Koettiziejiten bereclinete. 

recbteckigen Offnuugen anderte nament- 

icb m Hmblick auf praktische Zweeke die Ausfliisse dumb Einbauten 
ms Wasserbecken sowie durcb Anfiiguug von Mundstucken und Leit- 
germnen an die Aussenseite. Mit dcE so entstandenen etwa 30 Miiu- 
ungen, von denen er einige iiberdies nocb bei versebiedenen Offnungs- 
abm^sungen untersuebte, erzielte er durcb Anderung der Hdbenlage 
des Wasserspiepls zablreicbe Versuebsreiben. Aucb bier vergrosserten 
Einbauten welcbe den seitlicben Zufluss bebinderten, die Ausfluss- 
menge, wabrend Vorbauten, die einen Oegendruck auf die Miin- 
dung ausserten, ibn vermindertea. Sebon vorber batte G. Bidone^^^) 
ahnlicbe Versuebe, z. B. mit quadratiseben Offnungen und ein- bis 
^Iseitiger Kontraktion sowie mit runden Offnungen vorgenommen. 
Mit dem Au sfluss zwiscben einer Sebutzenunterkante und einer vom 

Wand niebt inerklicb und bei abgerun- 
deter Offnung zwiscben 16® und 90® C. um 4®/,. ® 

249) Weisbaeh- Herrmann, p. 973. 

260) Siebe oben 7 b, p. 390. 

^ P' 470, 475. 

282) Pans, Mem. pres, par div. sav. 13 (1862), p. 442. 

tiertelu^di^CTrf’i*’' ‘'’“e und qnadratischen OfEnungen eTperimen- 

tieite auA J5B.S, Amer. Soo. of OiT. Eng. Trans. 5 (1876), p. 19, 

254) Civilingenieur (2) 2 (1886), p. 54. 

265) Paris, Mdm. pres, par div. sav. 3 (1852) 

266) Torino Mem. 27 (182S), p. 73 n. f., 40 (1838), p. 13 n. f. 



8. Ausfluss von Wasser aus Grefassen. 4()2 

Ober- zTim Unterwasser glatt durcbgehendeii SoHe befasste sich 
K. W. Bornemann^^'^). 

Eine wagerecbte kurze ^ylindrische AnsaWohre von der 2^}^- bis 
Sfacben Lange der Lockweite verkleinert zwar die Sprungweite des 
austretenden Strables, verdickt letzteren aber gleicbzeitig derart, dass 
a, wie a. Boleni^^^) bemerkte, waclist nnd zwar nacb den Versucken von 
B. A. Michelotti, G. Bidone, J. A. Eytelwein, J. F. d^Aubuisson nnd 
J. WmbacJi, wie letzterer'^o) angiebt, zu 0,815 wird. Diese Yermekrung 
der Ausflussinenge gegentiber jener ans diinner Wand findet naek 
J. N. P. Eachette nnd if. Buff^^^) nickt statt, wenn sick das Wasser 
in einen Inftleeren Ranm ergiesst. Desgleicken nimmt der Einfluss 
des Ansatzrokres, also a, nack PL Buff nnd J. Weisbach ab, wenn die 
Tiefe iinter dem Spiegel, nnd nack J. Weisbach auck, wenn die Lock- 
weite zunimmfc. 

Konisch verjungte AnsaUrbhren sind eingekend von dAubuisson 
nnd Castel^^^) untersuckt worden. Es zeigte sick, dass der Ausfluss- 
koeffizient a bei einem Konvergenzwinkel von etwa ISYg” sein Maxi- 
mum von 0,946 aufwies, wakrend der Gresckwindigkeitskoeffizient beim 
zylindriscken Stutzen am kleinsten (== 0,830) war und mit der Kon- 
vergenz (0,984 bei 49°) zunakm. 

Konisck zusammenlaufende Straklrokre mit angesckraubtem Mund- 
stiick, wie sie die Eeuerwekren benutzen, hat in grosserer Zakl 
J. B. Freeman untersuckt. Bei Yerwendung der iiblickeri glatten 
koniscken Mundstiicke fand er a fur Straklrokr samt^^s^ Mundstiick 
(j)lay-pipe and no^de) = 0,971 bis 0,983.263) Der kleine Riicksprung, 
den das Mundstiick an der Ansatzstelle zn bilden pflegt, zeigte sick 
belanglos, w akrend ein ringformiger Yorsprung an dieser Stelle nickt 

257) Civilingenieur (2) 17 (1871), p. 54. Hier sind aucli die znr Messung 
und Verteilung des Wassers in Italien ublichen Moduli zu nennen. S. etwa 
A. Hess im Handb. der Ingenieurwissenscb. 3 , Wasserbau. 2. Abt. , 1. Halfte, 

3. Aufl. Leipzig 1900, p. 70; U. Masoni, Corso di idrauliea 2. append Napoli 
1895, p. 138. 

258) a. Poleni, Belle pescaje 69 = Eaccolta d’autori, che trattano del moto 
deU’ acque 2. ed. t. 3 Firenze 1767, p. 414. 

259) J. Weisbach, Lebrbucb 1, Leipzig 1845, p. 422. 

260) Ann. Phys. Cbem. 46 (1839), p. 240. 

261) H’Aubuisson de Voisins, Traite d’bydraulique, 2. ed. Paris, p. 60. Eine 

neuere TJntersuchung nalim H. Schoenfjes vor: Ann. Ass. Ing. Gand (1) 16 ('1893') 
p. 107. ^ 

262) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 21 (1889), p. 316; dass der Ausfluss aus 
einem Strablrohr zur Wassermessung dienen kOnne, legte 7. R Freeman, ebenda 
24 (1891), p. 492 dar. 

263) Ebenda 21 (1889'). n. 317 
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nur den Ausfluss etwas yerminderte, sondern aucli den Strahl zerriss. 
Mundstiicke mit einem vorspringenden Ring an der Austrittsoffnuiig 
gaken bei einem 

Flacbenverhaltnis 0,903 0,784 0,694 0,250 
a 0,866 0,742 0,736 0,634 

also Zablen, die mit denen der Weisbach’schen^^^) Scbeibenringe nicht 
ganz ubereinstimmten. 

Konisch erweiterte AnsaUrbJiren geben nacb den Yersuchen von 
G, JB. VenturP^^), J. A. Eytelwein'^^^) , J. Weisbach^^'^) , Sereni^^^) und 
P. Bicliehny''^^^) — je nacbdem man den engsten oder den weitesten 
Querscbnitt als den vom Flacheninbalt P in GL (112) betrachtet — recht 
grosse Oder Heine Ausflusskoeffizienten. Durcb Ansatz eines Stutzens yon 
einem Durcbmesseryerbaltnis yon etwa % nnd einer Lange, die unter 
dem 10 facben Anfangsdurcbmesser bleibt, kann man Q nacb P. Bichelmy 
nabezu yerdoppeln. G. JB. VenturP'^^) bat zuerst bemerkt, dass in solcben 
Robren der Druck dem JBernoulW sohen Theorem gemass unter den 
Atmospbarendruck sinkt, so dass sie durcb seitbobe Robrcben Sauge- 
wirkungen ausuben konnen. In zylindrisoben Stutzen findet l-bnlicbes 
statt. If. Capito^’’^) und U. MasonP’^^) baben nacbgewiesen, dass es die 
den Strabl berunterziebende Scbwere ist, welcbe ibn zum Anlegen an 
die Robrwand bringt, dass also letzteres Lrsacbe und nicbt Folge 
der Bildung eines luftyerdiinnten Ranmes um den eingescbniirten 
Strabl ist. Bei grossen Gescbwindigkeiten und erbeblicber Diyergenz 
ist es nicbt moglicb, selbst durcb yorberiges Zubalten des Stutzens 
yollen Ausfluss berbeizufiibren. 

Bildet ein Teii des Gefasses ein Zulaufrobr, an dessen Endwand 
yom Flacbeninhalt F ein zylindriscber oder parallelepipediscber An- 
satzstutzen yom Querschnitt nF sitzt und wiirde obne Zulaufrobr der 


264) Siebe oben p. 393. Bbenda, p. 336. 

265) G. JB. Venturi, Eecbercbes experimentales sur le principe de commu- 
nicatioB. lat&ale dans les flnides, BuU. Soc. pbilomati^ue 1797; aucb deutscb in 
Gilbert’s Annalen der Physik 2 (1799), p. 446. 

266) J. A. JEJytelwein, Haudbuch der Mecbanik fester KSrper, 2. Aufl., Leipz. 
1823, p. 101. 

267) WeisbachSerrmann, p. 1010. 

268) F. Bichelmy nennt: Sereni, Mem. snlmoto dell’acquaneitubi, Roma 1843. 

269) Torino Mem. (2) 25 (1871), p. 31. 

270) a. a. 0. 

271) Palermo, CoUegio degl’ingegneri, Atti 1884. 

272) Napoli, R. Istituto d’incoraggiamento, Atti (4) 5 (1893), No. 5; mit diver- 
genten Stutzen befasste sick aucb C. Basmboni, Bolosrna Atti 1886—89—90. 
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A.usflii8skoeffizient ccq botrageu^ so tritt infolgo der Zulaufgoscli'windio’- 
keit nacli Weisiach^'^^) 

(113) a = oco(l + 0,102 n + 0,067 ^ 0,046 

an seine Stelle. 

Mit del VsTtcilunff dcs Jlusflusscs, wenn ein Rolir (^sogen. Regen- 
fall zum Feuerloschen, Grundlauf mit Sticklaufen in SckleusseD) in 
gleicken Abstanden gleicb grosse Offnimgen besitzt, befasste sich 
J. P. Zablt man der Fliessricbtung entgegen, so berrscht 

an _der ersten Offnung eine Dnickbobe H iind betragt ihr Ansfluss 
cYS, worin c konstant (vg!. Fig. 30). Dami folgen eine Strecke mit 



Pig. 30. 

dem Durcblauf — cYH und dem Druckholienverlust & worin h 
wieder eine Konstante bedeutet, die zweite Offnung mit dem Ausfluss 
cYH+hQY u. s. w. Es findet sicli fiir 

die Offnung cyH+h(QY^ h Ql-^j = <3«-i — Q „-.2 

}> }} gYH h(QY -f- f- QI-.1) = — Qn-i 

und biernacb 

- (Q. - - (Q,_, - 

Zeicbnet man demnacb zwei Gerade unter dem Winkel arctang l)c^, 
auf deren einem Scbenkel vom Scheitel aus die Q zu messen sind 
und sind bis bereits gefunden, so erbalt man den Punkt 
indem man in eine Senkrecbte auf dem genannten Scbenkel er- 
riebtet, bis sie den zweiten in scbneidet, und 
macbt. 

8 c. Der Ansflussstrahl. Ausser der Einscbnilrung, wie sie 
bei Ausfluss aus diinner Wand auffcritt, erfabrt der Strablquerscbnitt 
zunacbst bei ecMger Austrittsbffnung aucb eine Anderung seiner Form. 
Die Oberflacbeiispannung bewirkt namlicb, dass die fallenden Wasser- 
teilcben Scbwingungen gegen die Strablaxe und zuruck macben, 

273) Weisbacli, Lehrbucli 1 (1845), p. 427. 

274) Journal of tbe PranMin Institute fS') 76 (’1878'). v. 84. 
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jelcte die Ecfen m Fmrehen, dam diese in Kippen Terwandein, ao 
daas Teil ee tsame Qnarschnittsformen entstehen, wie es beaon- 
ers ff. ), J. 7. ImceU und X A. Lesh-os’^% X A. ZesSros*") 

iind beobaolitet liaben. 

Bei l^eisformiger Offnung in diinner Wand entsteben nacb 
E G. Magnus ) m der Offnnngsnahe Anscbwellungen, wenn die Zn- 
stromung nicbt Yon alien Seiten in gleicber Weise erfolgt. 

BaucLe zeigen sicb nacb H. G. Magnus^^^) und F. Samrt^^^) eben- 
lalls, wenn man das Wasser im Oefasse erscbiittert, wodurcb Scbwin- 
gungen e^steben, welcbe die fallende Bewegung zeitweise bindern 
iiiiu 61116 Tronii'iiiig b 6 wirkGii^^^^. 

Die BeacMenieit des Strahlea wird Ton der Atistrittsof6mnff 
emer m der Weise beeinflusst, dass die ans diinner Wand sprinmn- 
den Steahlen durcbsicbiig, die ans Ansatarobren - auseer bei Lr 
emer Druckhobe — triibe erscbeinen und stark scb-wanken und Hire 

U T7 fortgeaefat Terandem, 

deobt 1 st ). Aniiiabmeu you Strahlen, die sieb ans Wandofeungen 

Tiber Ansatzgermne ergiessen, TerofPentlicbte J. A. Leslros^^^), 

Mit der Prage nacb der SteigWhe springender Strablen bat siob 
bereits Jlfmote befasst; X Weislach^ macbte eine grossere Zahl 
Jersuebe unter Benutsmig Terscbiedener Mraidstiicbe und fand z B 
to eme Kreismtodung von 1 cm Durcbmesser in dbnner Wand bei 
lotrecbtem Strabl und einer Driickbobe E die Steigbobe 

= ^: (1 -f- 0,01158 AT -f 0,000582^^2) 

Ti nd fur ein konoidiscbes Mundsttick gleicber Weite 

275) Torino, Mem. 34 (1830), p. 237 n. f. 

276) Paris, M^m. pr^s. par diy. sav. 3 (1832), p. 368 n f 

277) Ebenda 13 (1852), p. 47 u. f. 

278) Ann. Phys. Cbem. (4) 5 (1855), p. 24 u f ' 

279) Ebenda, p. 42. ^ • •. 

280) Ebenda, p. 47. 

281) Ann. cbim. pbys. 53 (1833), p. 363 

Ld Wb-tolLSli (1861), p. 294. Khartige Fomen 

m Ir f 860 T “ mgeftrbtea Wasser: JB. Semch, 

ebemla (4) 20 (1860), p. 809 n.f,: Oleriecl, ebenda NF. 2 (1877) n 6 u f ■ 

<?. ebenda NP, 26 riSR'S'i -n ^ TTr.. t. -i ^ p. o u. i.^ 

A XI I ^ ^ 1^* !• T si'snclie nber den Sijreii!kep'pl ln^iTn 

Ausfluss xmter Wasser macbte (7 Wsinfilf 7pitqf>'hr -P Oa ^ ^ ^ 

9 }^V\ r rr... -n- i , ^eifcscbr. f. Gewasserkunde 5 (1903). p. 283. 

) G. Hagen, Handbuch der Wasserbaukunst, 1. Teil 1 -n 162 

284) Paris, Mem. pres, par div. sav. 13 (1852), p. 54 f. ’ 

285) Zeitscbr. d. Vereins deutscb Insren 5 n na cr ■ tt- i 

mit einem Strablrobre nnd H bis 1 6. ^ p ^ersucbe 

W Vodicka vor 7<n‘tar.p + t nabm an Wezslach ankniipfend 

W. Vodicfca vor, Zeitscbr. d. osterr. Ing.- n. Arcbit.-Ter. 42 (1890), p. 71. 
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h = E: (1,027 + 0,000485' + 0,000956 5®), 
also grosser^®®). Die Steigtolie wachst iiberdies mit der Mundungsweite. 
Bei gleicber Ausflussgescliwindigkeit und Mundungsweite springen 
die eingeschniirten Strablen, weil sie diinner sind und durcii ihr ab- 
wecbselndes Zusammenzieben und Anschwellen eber Luft eintreten 
lassen, weuiger boch, als nicbt eingescbniirte. 

0. und andere^®®) geben Daten fiber die Hobe, welcbe 

nacb Zerteilung eines aus einem Feuerwebrstrablrobre tretenden Strables 
die obersten sicbtbaren Tropfen errisicben. Besonders eingebend sind 
aber J. J7. Freeman'B Untersucbungen solcber Strablen. Derselbe fand 
unter anderem die bocbste bei W^indstille erreicbbare Sprungbobe 
einer das Strablrobr unter 75® bTeigung verlassenden Wassermasse 
(also nicbt einzelner Tropfen) 

A = fl'— 0,000113^, 

worin H die Druckbobe unterbalb des Strablrobres und D die Mun- 
dungsweite in vn bedeutet^®®). Sobon sebwacbe Winde beeintracbtigen 
den Sprung wesentlicb Bei kleinem Druck springt der unter 45® 
ansteigende Strabl,- bei grosserem springen aber flacbere Strablen am 
weitesten, so dass fiir 5= 35 m der giinstigste Steigewinkel etwa 
32® betragt^®^). 

Den Zusammenstoss meier StraMen bat F. Samrt^^^) beobacbtet. 
Treffen sicb zwei einander entgegengericbtete wagerecbte gleicb 
dicke und scbnelle zylindriscbe Strablen, so entstebt eine fast kreis- 
runde lotrecbte Scbeibe. Der Versucb lasst sicb durcb Anderung der 
Ofl&iuugsdurcbmesser, der Druckboben und der gegenseitigen Lage 
der Strablen abandern und liefert dann eine grosse Zabl rerscbiedener 
Grebilde®®®). 

8d. Bewegnng d.es W assers innerlialb des sich. entleerenden 
Gefasses. Den Ausfluss einer reibungslosen Pliissigkeit aus einem 

286) F. Grashof, Tbeoret. Maschinenlehre 1, p. 828 findet, dass 

log — 2 m -f , 

■worin ot, n 'und p far das betrejffende M'undstuck konstant, gelten raiisae. 

287) 0. Lueger, Wasserversorgung der Stadt Lakr, Lahr 1884, p. 37. 

288) Siehe kieruber J. B. Freeman, Amer. Soc. Civ. Eng. Trans. 21 (1889) 
p. 373. 

289) Ebenda, p. 392; siehe aucb oben 8 b, p. 401. 

290) Ebenda, p. 374. 

291) Ebenda, p. 387. 

292) Ann. cMm. pbys. 55 (1833), p. 267. 

293) Ebenda -a. G. Magnus in Ann. Phys. Cbem. (4) 5 (1855), p. 5 u. f. 
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grossGrGii Grefasse durcli ©ine kleine Bodenoffimug kanji man in erster 
Annakerung als stralileuforniigG Ziistromnng zu einer punktforinigen 
Offinung mit einer Geschwindigkeit, die dem Quadrate der Entfernung von 
der C)ffnung nmgekekrt proportional ist, auffassen. Das Desckwindig- 
keitspotential ist dann mit eiuem Massenpotential 
identisck, das fur die Anziehung gilt, die von 
einem Massenteilcken im Ausstromungspunkte 
auf die Punkte des Gefassinnern ausgeiibt wird. 
JB. de Saint -Venant^^) suckt auf Grund dieser Auf- 
fassung die Kurven, langs welcken sich bei statio- 
narem V organge die Teilcben urspriinglich gerader 
Reihen in aufeinanderfolgenden Zeiten ordnen 
(Eig. 31). Ist a der lotrecbte Abstand einer 
solcben Reihe von der QfPnung, so baben die 
zugeborigen Kurven in Ortbogonalkoordinaten die Gleicbung 

wobei m der Zeit proportional ist. 

Nacb der Poteiitialtbeorie ergeben siob nun bei mebreren Offnungen 
die resultierenden Gescbwindigkeiten als Summe jener, welcbe die 
einzelnen Offnungen gesondert bervorrufen vrurden. Bei regelmassig 
angeordneten Offnungen verlaufen daber in alien Symmetrieebenen 
die Wasserwege langs dieser Ebenen, sodass man letztere durcb feste 
Wande ersetzen und den unendlicb ausgedebnten Bebalter in lanter 
endlicbe, seitlicb begrenzte zerlegen kann. Piir den Ausfluss aus 
solcben fugten de Saint-Venant und A.Flamant unter Benntzung einer 
Mittbeilung von JG JBoussinesq ein sebr genaues Recbenverfabren binzu 
Bei solcbem strablenformigem Zulauf muss sicb die Oberflacbe 
liber der Offnung senken, Bei sebr langsamem Ausfluss, bei welcbem 
die Oberflacbe praktiscb wagerecbt bleibt, miissten also an der Ober- 
flacbe Bewegungen gegen deren Mitte bin stattflnden, welcbe die 
Nacbfiillung des de Saint- Venantfschen Tricbters bewirken, Nacb Be- 
obacbtung von 0. Tumlir^^^^) ist jedocb das Gegenteil der Pall, indem 
die Spiegelteilcben lotrecbt niedersinken (vgl. Pig. 32). Hier sei die 
Vermutung geaussert, dass dies die Oberflacbenbaut bewirkt, welcbe 
der Tricbterbildung Widerstand entgegensetzt. 


294) B. de Saint-Venant, Paris C. R. 94 (1882), p. 904, 1004, 1139. 

295) Paris C. R. 97 (1883), p. 1027, 1105. 

296) Wien, Sitzungsberickte 105®“ (1896), p. 1024. 
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SieM man die Offniing nictt meKr als punktformig an, sondern 
setzt sie selbst aus Teilcben von versehiedener Anzieliungskraft, also 
verscbiedener Ausflussgescbwindigkeit f{xy) zusammen, so gelangfc 
man zur Anffassung J. Boussinesq's^^’^). Bedeutet g) das Geschwindig- 
keitspotential, so ist fur ^ = 0 

gemass der Annakme = f(!icy), 
wakrend fiir r — -j- oo 

die Grossen 95 und ^ eiidlick 

bleiben miissen. Die Gescbwindig- 
keit an jeder Stelle wird dabei der 
Anziebung gleicb, die daselbst von 
einem der Funktion f{xy) pro- 
portionalen diinnen Massenbelag der Offnung ausgeiibt wird. In der 
Annabme uber dieses f{xy) liegt das Approximative der weiteren 
Boiissinesq’schen Entwickelung. Es gelang bisber iiberbaupt nicbt 
f{xy) fiir dreidimensionale Yorgange so zu wablen, dass sicb fiir 
den in Gescbwindigkeit umgesetzten Teil der Druckbdbe 



'^9 



mit der Natur der Aufgabe in Einklang stebende Werte ergaben. 

Die Erscbeinung des Wirhels — der triebterfbrmigen Einsenkung 
bei kreisformiger Bodenoffnung — in einem sicb entleerenden Ge- 
fasse lasst eine matbematiscbe Bebandlung bei Yernacbiassigung der 
Eeibung unter der Annabme kreisformiger Babnen der Teilcben zu®^®). 
Dem Bernoulli’ schen Theorem gemass muss in der Tiefe ^ unter dem 
urspriinglicben Spiegel, wenn auf die Tricbterflacbe der Druck wirkt 
— der Halbmesser des Triobterrandes sei die Gescbwindigkeit — ,. 

(115a) ^^ = 0 - 


^9 


297) J. Bomsinesq, Eaux courantes," p. 636 ff. Beziiglich zweidimensionaler 
Stromungen sieke W. Wien^ Lekrb. der Hydrodynamik, Leipzig 1900, p. 101 f.,, 
oben p, 399 und IV 16, If. (A. E. R. Love), p. 97. 

298) M. Bankme\ vgl. auch R. Lamh, Hydrodynamics, Gambr. 1895, p. 30 
u. J. Boussinesq, Eaux courantes, p. 619. Letzterer scbliesst dort (p. 621f.} 
weitere Betracbtungen fiber Wirbel an, bei denen die Reibung nicbt wie eben 
vernacblassigt werden darf, und die sowohl durcb Ausfluss als aucb durcb eine 
Drebung eingetaucbter Zylinder oder durcb die Begegnung entgegengesetzter 
Stromungen bervorgerufen werden kann. tlber einen durcb einen Stammklotz 
in einem Pluss erzeugten Wirbel s. A. Graeff, Traite d’bydraulique 2, Paris 
1883, p. 427 ; B. Rartmann, Wirbel durcb scbrage Einstromung in ein Gefass„. 
Zeitscbr. f. Gewasserkunde 5 (1903), p. 106. 
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sein. Das Grleicligewiclit der wagerecliten Krafte verlangt, dass die 
Mielikraft 

dp 

g “ dr 

sei. Aus (115a) mid (115b) folgt ^(^w) — 0 oder 


(115 b) 


(115c) ^ = 

d. b. die GrescbL-wmdigkeit ist dem Halbmesser verkehrt proportional, 
wie scbon, Leonardo da Vinci^^^) belianptet und G. B. Venturi bestatigt 
bat. Fiir die Tricbteroberflacbe gebt ans (115a) und (115c) 


— Wf, ■' 


^9 


^9 




(115 d) 
bervor. 

WirbeP°°) konnen sicb aucb in der ISTabe von Wandoffnungen 
bilden, aber aucb einfacbe Einsenkungen®®^), mit deren Feststellung 
sicb J. V. Poncelet und J. A. Lesbros bei ibren Yersucben fiber den 
Ausfluss befasst baben. Ist der Bebalter in der Nabe der Offnung 
mit Einbauten verseben, so kann sogar der Spiegel seltsame Formen 
annebmen. 

9. UberfaU liber ein Webr. 


9 a. Der tJberfall als seitlicber Ausfluss. Da der Uberfallvor- 
gang vielfacb zur Ermittlung der Wassermengen verwendet wird, liegen 
aucb ffir ibn zablreicbe Dntersucbungen vor. In rober Annaberung 
kann man mit G. PolenV^^) einen tJberfall als eine Anzabl aneinander 
stossender Ofbiiingen auffassen, wobei aus jedem in der Tiefe unter 
dem Wasserspiegel befindlicben Flacbenelement dyd^-^ nacb dem 
TorricelW^ohm. Gresetze sekundlicb dydz-^y^gz-^ ausfliesst. Ffir einen 
recbteckigen Wandausscbnitt von der Breite b (in m), der vom Spiegel 
bis zur Tiefe h (in m) binabreicbt, und Austritt in freie Luft (voU- 
kommener Vberfall, Fall fiber ein vollkommenes Webr) liefert dann 
die Integration ffir den Ausfluss in m®sec“^ bei Beiffigung eines die 
Dngenauigkeit des Yerfabrens ausgleicbenden Koeffizienten®°®) y 


299) Siebe G. B. Venturi, Essai sur les ouvrages physico-math^matiques 
de Leonardo da Vinci, Padoue 1797. 

300) Paris, M6in. pr^s. par div. sav. 13 (1852), p. 54. 

301) Ebenda 3 (1832), p. 323, 377f. und 13 (1852), p. 51f. 

302) De motu aquae raisto, Patavii 1717 ; del moto misto dell’acque , 33 = B/ac- 
colta d’autori, cbe trattano del moto dell’ acque 2. ed. 3, p. 304, Eirenze 1767. 

303) (i. Q) BuBuat, Principes d’bydraulique , nouv. 4dit. Paris 1786, 1, 
p. 202; 2, p. 114, setzte ft = 0,646. 
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(116) Q = iiihhy2^i. 

G. Bidone^^^) bestimmte bei rings scbarfer Kante ^ — 0,605. 

Hat das Wasser eine Ankunftsgescbwindigkeit U, so tritt zn 

IP 

jeder Druckbobe ^ nocb eine Gescb-windigkeitsbobe — (ricbtiger 

JJS < ^ 

binzu, sodass die Integration nunnaebr®'^®) nacb J. Weisbach 

(117) 

lind abgekiirzt, da ^ meist klein ist®°®), 

(118) Q = i,,l-\/Tgih + ^f 

giebt. 

Die Anwendbarkeit dieser Formeln bangt wesentlicb yon der 
Kenntnis der verscbiedenen ^ ab, mit deren Bestimmimg sicb viele 
Beobacbter befasst baben. Bei scbarfer Uberfallkante nnd scbarfen 
Seitenkanten (Uberfall mit yollkommener Strableinzwangnng) ist ^ 
kleiner als bei abgerundeten Webiriicken nnd Fubrnngswanden^®^). 
Bei vollkommenen Tib erf alien von der Breite des Zulanfgerinnes®®®) 
(also obne seitlicbe Einzwangnng) lotrecbter Webrtafel nnd scbarfer 
Kante fand, wenn die Seitenwande des Untergrabens mit Offnnngen 
verseben waren, durcb welcbe Lnft unter den Strabl treten konnte 
{nappe litre), H. Baisin^^^), der Yersucbe mit Hohen h bis zn 0,6 m 
Yornabm, fiir h >0,1 m die tlberfaUmenge pro Breiteneinbeit 

(119) q = [0,406 + [l + 0,65 hyW^ 

Oder genan genug 

(119a) q = m'hyfgh = (0,425 + 0,212~) 7^]/^, 

worin H die Wassertiefe im Obergraben vorstellt. Hacb F. Frese^^'^) 


304) Torino Mem. 28 (1824), p. 296. 

306) Hnlase’s Mascbinen-EncyMopadie, Leipzig 1841, 1, p. 478. 

306) Du JBuat, Principes u. s. w. 1, p. 206. 

307) Dass aucb bei bester Rundung und Fobrung |-f4 bochstens = 0,48,. 
nnd nicbt, wie man banfig angegeben findet, =0,67 werde, betont W, Heyne, 
Zeitscbr. des osterreicb. Ing.- u. Arcbit.-Vereins 54 (1902), p. 837. Allerdings muss 
0,67 als Ausnabme gelten, siebe unten p. 412. 

308) Solcbe untersucbten aucb bereits DuBuat, Principes 1, p. 206; 2, p. 118 
und G. Bidone, Torino Mem. 28 (1824), p. 298. 

309) AT. Basin, Experiences nouvelles sur rdcoulement en ddversoir, Paris 
1898, p. 26. Scbwanken des Strabls: Annales des ponts et cbaussees 13^ (1904),. 
p. 183. 

310) Zeitscbr. d. Vereins deutscb. Ingen. 34 (1890), p. 1316. 

Encyklop. d. matli. Wisaensoh. IV 2. 28 
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ist etwas grosser, nnd er setzt auf Grand eigener Versuclie, der 
von H. Ba 0 in nnd soldier von JBl. Castel^'^^)^ J! A. Lesbros^'^^) J. JB 
Frmicis^^^), sowie AFteley and F. F. Stearns^^^), \BTm h ubrigens 
nidit fiber die Savin’s tinausgingen, 

(120) q = [0,410 + 2^?y][l + 0,55^]iyW^. 

Kacli (119) rad (120) ist die Wii-krag der Ankunftsgesclnrijjdigkeii 
iTlr nicjit zn grosse h bedeutender als nacb (117). 

Wenn die Seitenwande des Untergrabens keine Luft unter den 
btrabl treten lassen, kann derselbe verscbiedene Formen annebmen, 
•me zuerst P. JBoilem^^^) bemerkt bat. Bezeicbnet w die Webrbdbe 
nber der IJntergrabensoble nnd ist h < etwa ^w, so bildet sicb nnter 
dem btrabl, der dabei vreniger Tveit spring! als der freie (Fig. 33), also 
^erdrucU erscbeint {naj^pe deprimee Bamn’s), ein Inftverdiinnter Raum 
(Fig. 34). Der gedriickte Strabl liefert etwas mebr Wasser als der 





freie gleicber Hobe 7i. Betragt Ji mebr als so kann sicb der 
Dnterraum mit mrbelndem Wasser fnllen (unterfullter StraM, nappe 
myee en dessous) (Fig. 36). Findet dabei die Wiedererbebnng des 

^ Vomm, Traite d^draulique, 2. dd., Paris 

J). ol I, 

312) Paris, Mem. prds. par div. sav. 13 (1852), p. 417. 

313) J. B, Francis, Lo-well bydranlic experiments, 4. Aufl 1883 n 124 
3M) Amer. Soo. of Civ. Eng. Trans, 12 (1883), p. 62. 

315) P. Soileau^ Traite de la mesure des eans courantes, Paris 1854. 
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Wassers entfernt vom Webr statt (d ressaut Moigne), so tritt zum Aus- 
druck fur q in (119 a) nocli ein Faktor^^®) 

(121) 0,845 + 0.176 — 0,016|J- 

kinzii (Fig. 35). Wenn der Hokenunterscliied zwiscken Ober- und 
Unterwasserspiegel ^ ist, und letzterer nicbt zu tief liegt, riickt 



Fig. 36. 


die Wiederbebung (der Wassersprung) in die Webrnahe (TmchsiraJil, 
nappe noyee en dessous recouverte en partie par le reflux d^avaT) und 
beeintracbtigt den Abfluss®^’) (Fig. 36). 

Wenn die Webrtafel nicbt zu diinn ist und 
die tJberfallkante auf ibrer stromaufwarts 
gekebrten Seite liegt, kann der Strabl am 
Webr baften bleiben (nappe adherente) und 
bis zu ^ mebr Wasser liefem, als der 
„freie^^ Ton gleicbem h (Fig.- 37). 

Fiir vor~ und riiclcgeneigfe Wehrtafeln^^^), 
so-wie f-Qr Webre Terscbiedenster Form, so 
z. B. fiir solebe mit abgerundetem Riicken, 
liegen ebenfalls VersucLsreiben Yon H. Basin, 
fiir JDammballcenwehre (de'versoirs d poutrelles), 
bei denen das Wasser iiber einen recbteckigen 
Oder einen stromauf-warts mit einer Ab- 
rundung versebenen Balken stiirzt, auch 
welcbe von A. Fteley und F. P. Stearns^^^) 
vor. Yon den untersucbten Webren gab 
unter Bildung eines „gedruckten“ oder 
„unterfiillten“ Strables ein lotrecbtes von 13 cm Dicke mit Ab- 

316) Basin, Exp&iences nouvelles, p. 33. 

317) Ebenda, p. 40. 

318) Einige Versucbe von C. Ganovetti-. Atti del 5to Congresso degH in- 
gegneri ed architetti italiani, sez. 5, tema 11, Torino 1885. 

319) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 12 , (1883), p. 86, 97 u. f. Einige Ver- 
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rundung die grosste tiberfaUmenge®^®), namlicli 1,15 bis 1,32 mal 
so Tiel, als q unter sonst gleiclieii Umstanden bei scharfer Kante urid 
freiem StraM betragen hatte. 

9 b. Bonssinesq’s Beliandliing des tiberfallproblems. JBoussi- 
nesq^^^) hat die verschiedenen Falle in einer einheitlichen Theorie, 

die freilich des Versuchs nicht entraten 
kann, zusammengefasst. Er setzt die 
Hohe £, bis zn der der unterste Faden 
iiber die Wehrkante oder den Wehr- 
riicken emporsteigt, als bekannt voraus 
(ygl. Fig, 38). W o der Faden seine grosste 
Erhebung erreicht, ist seine Bewegung 
offenbar wagerecht nnd geht in ein Ab- 
wartsfallen fiber. Er nimmt nun an, 
dass samtliche Faden in derselben Lot- 
rechten knlminieren nnd daselbst den 
gleichen Kriimmungsmittelpunkt besitzen. 
Bezeiohnet s die Hohenlage eines Scheitels fiber der Wehrkante, 
Tq den Krfimmnngshalbmesser des untersten nnd r den eines beliebigen 
Fadens, so gilt daiin 

( 122 ) r = rQ-{-0 — £; 



Pig. 38. 


ffir die Scheitel gilt ferner, weil Fliehkraft, Grewicht der Wasser- 
teilchen und Druckunterschied einander in lotreehter Richtung das 
Gleichgewicht halten mfissen, 


(123) = 

y dz ' gr 

Endlich muss nach dem Bernoulli’ schen Theorem 


Oder 

(124) 


" + f + 



1 4- i.^ _ 
y dl ~ 


du 

dz 


sein. Auf die obere Strahlflache wirkt stets der Luftdruck, so dass 
fur sie p = 0 zu setzen ist; der im Scheitel des untersten Fadens 
gemessene Druck kann aber, wie gesagt, von Hull verschieden sein 
und betrage Wird noch 


suehe^mit schrag zur Stromungsrichtung laufenden Wehren machte P. P. Boileau, 
Traite de la meanre des eaux courantes, Paris 1854. 

320) Bazin, Experiences nouvelles, p. 96. . ■ 

321) Paris C. B. 105 (1887), p. 17, 585, 632. 
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yQi — s) 


n 
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gesetzt, die lotreclite StraMdicke an den Sckeiteln rj geiiannt und 
eine Hilfsgrosse 


( 126 ) 


yh — If] tq 

y(h — e) (1 -f n) ’ 0 + V 


eingefuhrt, so liefert die Losung von ( 122 ) bis ( 124 ) 

(127) q = [Z:l/r+D - (h - ef Y^g. 

Hiermit ware q immer nocb nicbt bestimmbar, sodass Botissinesq das 
JBelanger’sche Primip zu Hilfe ziebt®^^), Niramt man namlicb s als 
gegeben an, so kann man sicb den Raum unter dem Strabl durcb 
ein festes Webr ausgefiillt denken, uber das das Wasser mit einem 
Strahl von der Dicke t] sturzt, nm als „Unterwasser^^ weiter zu laufen. 
Liegt der Unterwasserspiegel tief, so ist er obne Einfluss auf rj und q, 
und, wenn man ihn ansteigen lasst, so wird seine Einwirkung auf r] 
und Merdurcb auf q aucb zunaobst geringfugig sein. Der tfberfall 
erfolgt also so, als ob ^ und mithin ” 0 ’^^are. Das tritt in 
dem vorliegenden Falle fiir 


r ‘ iT" - ^ 

r 1 in 

U'Cl-fw) "-J 2 

.log nat k k — 1 J 


ein. JBoussinesq^^^) bat femer fiir lotrecbte scbarfkantige Webr- 
tafeln eine Beziebung 

(^2^) X Y “ 2(l + fe) — A:»(lH-w)(2H-/i:) 

ermittelt. 

Nacb ( 128 ) folgt fiir angenommenes Je das zugebbrige n, dann 
Y nacb ( 129 ), dann — da als gegeben zu betracbten ist — _Po iia-^b 
( 125 ). Man erbalt also fiir den gedriickten, baftenden oder unter- 
fiillten Strabl eine Liste zusammengeborender Werte des Ausdruckes q 
in ( 127 ) und der die Strablform kennzeicbnenden Zabl Is. Nacb den 
Yersucben die ibm bei lotrecbten scbarfkantigen Webr- 

tafeln die Beziebung 


322) J. B. Belanger berecbnete in seinen Vorlesungen die Uberfallmenge 
■fiber ein Webr mit breitem Riicken unter der Voraussetzung, dass sie das Maxi- 
mum der moglicbeu Mengen bildet: Ecole royale des ponts et cbaussees, Session 
1845 — 1846, Notes sur rHydraulique, M. Belanger, p. 33. Siebe aucb Unwin, 
Encyclop. brit. 12, p. 472. Die im Text gegebene tJberlegung findet sicb zuerst 
bei A. Flamant (vgl. Hydraulique, p. 90). 

323) Paris C. R. 119 (1894), p. 589, 618, 663, 707. 

324) Experiences nouvelles, p. 181. 



414 


IV 20. Ph. ForcJiheimer. Hydraulik. 


■f -= 0,112 + A 4-1%+ 

bezw, 

1 = 0,112 + 0,04%^ (l + 2 to) 

fill Pq << bezw. > 0 lieferten, wobei allerdings unter p^ der Druck 
an der Webxkante zu versteben ist, sind die von Boussinesq er- 
baltenen Werte der tlberfallmenge q etwas zu gross, obwohl in 
(127) die Ankunftsgescbwindigkeit nock nicbt berticksicbtigt er- 
scheint. Fiir den freien Strati batte tibrigens bei Beriicksicbtigung 
der Ankunftsgescbwindigkeit Boussinesq^^^) in einer friiberen Arbeit 

q = 0,4365[l + 0,42^]/^]/^ 

und biermit q ebenfalls etwas zu gross erbalten, was sicb durcb seine 
Annabme konzentriscber statt konvergierender Faden erklart. 

Hiei werde bemerkt, dass fur eine gegebene Aussenflacbe des 
Strables deni BstviouIM Tbeorem gemass bei Vernacblassigung 
der .Reibung, die Gescbwindigkeit, also ein zweiter unendlicb naber 
Faden bestinimt und biermit wegen der Unzusammendriickbarkeit die 
ganze Scbar der Str6mungslinien®26) gegeben ist. Dieselbe liesse sicb 
z. B. zeicbneriscb ermitteln, eine jede Kurve komite dann einen Webr- 
riicken bilden und die Wassermasse unter ibr durcb ein Webr er- 
setzt werden. 



Jlusfhiiss xeniei-Wasse^ 


F 


9 c. UnvoUkommener tiberfaU. tiberfaB mit Seitenkontraktion. 
Duicb Hebung des Unterwasserspiegels tiber den Webrriicken macbt 

man das Webr zu einem Grrund- 

TolUzom. TJberfalZ 


webr und den Uberfall un- 
volTkommen (deversoir noye) 
(Fig. 39). Zum Zwecke der 
Berecbnuug yon q denkt man 
sicb vielfacb nacb dem Bei- 
spiele L. G. du Buafs 
unTollkommenen Uberfall aus 


T\ 


Mg. 39. 


, O/UO 

emem ToUkommenen zwiscben Ober- und Unterwasserspiegel und 
einem Ausfluss unter Wasser zwiscben letzterem und dem Webrriicken 
zusammengesetzt, womit, wenn \ und \ die Wasserspiegelbbben vor 
nnd binter dem Webr uber dessen Krone bedeuten, 

325) Paris C. K 107 (1888), p. 513, 538. 

326) Sie bilden eine sogenannte „isotherniiscbe Eurvenscbar“ (B III D 1 2 

Nr. 24.) V, • ^ 

327) Du Buat, Principes d’bydrauliqne, nonv. M,, Paris 1786, 1, p. 207. 



9. 'O'berfall uber ein Webr. 


415 


(130) 2 = ysjr { I [(Ai - a, + - [^f] 

+ — ^ + ^) ) 

Oder einem ahnliclLen Ausdrucke wird. A. Salles^^^), der die Ergeb- 
nisse Terscliiedener Pormeln mit der an einem Grrundwebr (bei \ — Q 
und ^2 = 5 m) erbobenen ITberfallmenge yerglicb, fand die Formel von 
Mary^^^), 

welche nicbts anderes als eine Anwendnng des JBernoulU’salLeia. Prin- 
zips unter Beifugnng eines Koeffizienten bildet, am zutreffendsten. 
P. Bichelmy^^^) bat fiir scbarfkantige Grrundwebre 

(131) 2 = y22{o,601(Jj — >i3)]/-i{Ai — ^) + 

worin sei, und A. Fteley imd F. P. Stearns^^^) baben 

fiir solcbe Webre 

2 = (*(^ + ^)V'22(/*i-y 

ermittelt, worin fiir 

0,2 0,5 0,65 ‘ 0,8 0,9 1,0 

ft = 0,410 0,388 0,385 0,389 0,389 0,419 

sein soli. Ubrigens bleibt Gl. (127), 
weil sie sicb auf die Yorgange im 
Scbeitel beziebt, nocb giltig, bis bei 
starker steigendem TJnterwasser der 
tiberfall plotzlicb seine cbarakte- 
ristiscbe Form verliert, der Strabl, 
der friiber ins XJnterwasser taucbte, 
an die Oberflacbe scbwenkt nnd ein welliger Spiegel Ober- u. Unter- 
wasser verbindet (nappe ondulee) (Fig. 40). IsTacb TJ. M.asoni^^^') darf, 
damit (127) gelte, fiir \ ^ als die Webrbobe w das Verbaltnis \ 

328) Ann. d. ponts et cbauss^es (6) 8 (1884), p. 305. 

329) Salles nennt die 1860 litbograpbierten Vortrage Mary's an der Ecole 
des ponts et cbaussees. 

330) Torino Mem. (2) 14 (1854), p.,309. 

331) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 12 (1883), p. 105. 

332) TI. Masoni, Idranlica, p. 239. 



Eig. 40. 



416 


IV 20. JPh. FoTchlieimer, Hydratilik. 



toclistens 0,6 und fiir selir Heine \ lioclistens 0,2 betragen. Kach 
H.JBadn^^^) gilt fiir scharfkantige Grundwebre und \ — 

(132) 2 = [0.446 + 0,223 (^)*] (l + 1 , 

JlK£j'is& tibrigens bat derselbe aucb an Grund- 

webren aus Dammbalken sowie an 
solcben von dreieckigem und trapez- 
formigem Querscbnitt Messreiben 
durcbgefiibrt. 

Auf die Wirkungsweise von 
tJb erf alien mit Seitenlcontralction 
tracbtete N. Braschmann^^^') das 
Prinzip der kleinsten Wirkung an- 
zuwenden. Das Ergebnis seiner 
Rechnung verglicb®®®) er mit dem 
der Yersucbe von Castel und J. A. 
Lesbros. F, Frese^^^) fand fiir ein 
Zulaufgerinne von der Breite B und 
der Wassertiefe H, in das eine 
Wand mit recbteckigem Ausscbnitt von der Breite 6 und der tfber- 
faUbobe h eingebant ist (Pig. 41), auf Grand eigener Versucbe und 
solcber von OasteV^'^, Poncelet und Leslros^^% Leslros^^% Fmncis^^) 
Fteley und Stearns 


Grim,t£rz£s 


<=9 



Pig. 41, 


(133) e={0,6766+4:?i^_^) 

1 + 


333) E. Basin, Experiences nouvelles, p. 103, 107 f, 

334) Civilingenienr (2) 9 (1863), col. 449. 335) Ebenda, col. 464. 

336) Zeitscbr. d. Vereins deutscber lagenieure 34 (1890), p. 1339. 

337) J. F. dAubuisson, Traitd d’bydraulique, 2. ^d. p. 81, 82. 

338) Paris, Mdm. pres, par div. sav. 3 (1832), p. 486. 

339) Ebenda 13 (1862), p. 79 u. f., 410. 

340) J. B. Francis, Lo-well hydraulic experiments, 4. Aufl., p. 122. 

341) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 12 (1883), p. lio. Seitdem macbte 
nocb K. Kinzer (Zeitscbr. des osterr. Ing.- u. Arcbit.-Ver. 49 (1897), p. 544 ein- 
scblagige Versucbe. Sein n nabm ab, wenn h micbs, worin er einen Wider- 
sprucb mit Angaben Bazin’s erblickte, die sieb allerdings auf den Klammer- 
ausdruck m' der Gleicbung (119“) bezogen. G. Ganovetti, Annali della Societa 
degh Ingegn. e delgi Arcbitetti ital. 6 (1891), fasc. 2, 6 scbloss aus eigenen Ver- 


0,25^ + 0,025 + 

+ 0,02 


0,0375 


bhy^gh. 
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J. Sermanek^^') liat das Yon ilim zur Bereclinung des Ausflusses 
angewendete Yerfaliren aiich. auf tlberfalle mit und obne seitliche 
Strahleinzwangung angewendet und derartige Annabmen gemacbt, dass 
er fiir lotrecbte Webrwande mit der Erfabrung stimmende Formeln 
erbielt. 

Eiir unvollkommene scbarfkantige IFberfalle mit seitlicber Strabl- 
einziebung setzte P. Bichelmy^^^) auf Grnmd eigener Versucbe fiir 
— 1,2 bis 4,5 j ferner h : — li^) = 2 bis 7 und geringe An- 

kunftsgescbwindigkeit 

(134) Q = hy2g{h,-\) { — \) + 0,6172^2 } . 

JB. Tolman^^) stellte eine Betracbtung an, deren Ergebnis sieb 
durcb die mit (134) abnlicbe Form 

ausdriicken lasst. Er fand an einer Flossscbleuse in der Moldau 
dieses g — 0,64. 

J. A. Lesbres^^) bescbrankte durcb Einbauten die Zusammen- 
ziebung des Strables und fand unter anderem, dass bei gegebener 
Uberfallbreite die Hebung einer eiugebauten Soble eine Zu- oder Ab- 
nabme von Q bewirkte, je nacbdem lotrecbte Leitwande weit you der 
Offnung abstanden oder nabe an letztere geriickt worden waren. 

Fiir den Einlauf in eine an einen 
recbteckigen Wandausscbnitt eines Be- 
balters anstossende Rinne giebt derselbe 
Experimentator®^®) den Ausdruck 

^ = 0,474 bis 0,60 ']/2g (1%^ — W Fig. 42. 

wobei er unter \ nicbt die Kobe des Unterwasserspiegels, wo er 
eben ist, sondern die des sicb stromab Yon der Einlaufoffnung bilden- 
den Wellentbales iiber der Rinnensoble Yerstebt®^^) (Fig. 42). 

sucbeu, dass bei Seiteneinz-wangung der Einfluss der Ankunftsgeschwindigkeit, 
weil sie die Strahlfonn andert, besonders gross sei. 

342) Wien. Ber. 112 (1903), p. 901 f. 

343) Torino Mem. (2) 14 (1854), p. 299. 

344) AUgemeine Bauzeitnng 69 (1904), p. 104, 106; s. a. B. Tolman, Osterr. 
Wocbenscbr. f. d. offentlicben Bandienst 11 (1905), p. 405, 424. 

345) Paris, Mem. pr^s. par div. say. 13 (1852), p. 222. 

346) Ebenda, p. 251, 437, 490. Siebe oben die Bemerknng von Salles. 

347) Gf. von Wex kommt in seiner Hydrodynamik (Leipzig 1888) dem leb- 
baften Bedurfnis nacb Formeln fur Webre nacb, welcbe stromauf mit einer 
BSscbung und Flugeln verseben sind, und verscbiedenartige Grundrisse aufweisen, 
indem er Komponenten der bydrauliscben Druckkrafte auf Flugel u. dergl. zum 
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Als G-ruridwelir von der Hohe ISTnll mit Seiteneinzwangung kann 
man ancli seitlicke Einengungen bei durcblaufender Soble {Grund- 
uhMsse, ScJiiffsduTcJildss6') betrackten. J. A., und aucb 

P . Richelmy^^^') geben fiir verscbiedene von ibnen getroffene Anord- 
nnngen Koeffizientenreiben. Fiir vollkommene Abrundung an der 
libergangssteUe kamn man aucb (130) benutzen^so^ jp Bichelmy^^^) 
fand fiir diesen Fall 


(185) Q = n/'2g\o,m{\—l,y\/^\ + ^ + 


Alle bisber aufgezablten Angaben be- 
zieben sicb auf recbteckige Ausscbnitte; 
anders gestaltete sind selten untersucbt 
worden, so z. B. von C. Cipolletti^^^) 
trapezfdrmige. 

Wenn die Seitenwand eines Grerinnes mit einem Ausscbnitt ver- 
seben ist {Streichwehr der Kraftanlagen, Notauslass der stadtiscben 
Siele) (Fig. 43), so gilt gleiebzeitig naberungsweise bei Einfiibrung 
einer Abszisse x in der Ricbtung des Wandausscbnittes 



^ = p?7=iP.]/i2J- 

worin der durcbflossene Querscbnitt F und der Profiiradius P bei 
zylindriscbem Bett nur Funktionen der Hobe ^ des Spiegels iiber der 
Webrkrone (tJberfallscb'welle) sind. Durcb scbrittweises Vorgeben 
vermag man selbst bei unregelmassigem Bett den entstebenden Spiegel 



statischen Druck auf die Offiaung und zur Gesc]iwindigkeitsh,olie TP-.'^g addierfc. 
Dabei berucksicMigt er W-.<2,g in ublicher Weise, also so, als ob alles Wasser 
diesen Druck ausserfce, statt jene Wassermasse ausser Betracht zu lassen, die 
bereits die erwabnten Komponenten lieferte (vergl. F. Frese, Zeitscbr d. Ver. 
deutscber Ingenieure 32 (1888), p. 808). Fiir g giebt v. Wecc (p. 124) einen Aus- 
druck (mit dena seine Tabelle 6. nicbt stimmt), nacb welcbem fur Webre, die 
langer als eWa 100 m sind, )> 1 wtirde. — Pur Grundwebre stellt v. Wex, 
der Ansicbt, dass abfliessendes Unterwasser eine Saugwirkung ausube, Formeln 
auf, die fiir die Webrbobe Null und eine Bberfallmenge 'Q:>cb\ 

statt— e 5 ergeben. 

348) Paris, M6m. pres, par div. sav. 13 (1852), p. 489. 

349) Torino Mem. (2) 14 (1854), p. 305 u. f. 

350) Vergl. K. Pestahssi, der allerdings = g^^ bedeutend zu boob, nam- 

licb =0,83 scbatzte, im Handb. d. Ingenieurvissenscbaften , Wasserbau 1879 
p. 344. ’ 

351) Torino Mem. (2) 14 (1854), p. 315. 

352) Giom. del genio civile (4) 6 (1886), p. 24 u. f. 
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auszumitteln. Audi kann man un.sdi’wer die Spiegelgleichung auf- 
stellen, wenn man mit P. Kresnik^^^) annimmt, dass bei Tollkommenem 
(bezw. unvollkommenem) Uberfall sowoH die Wasserfubrung des 
Gerinnes funteriialb der Wehrkrone (bezw. des TJnterwasserspiegels) 
als aucb die Gescbwindigkeit oberbalb der Webrkrone (bezw. des 
Uuterwasserspiegels) von ^ unabbangig seien. Obne derartige Yer- 
einfacbungen ist aber die Losung nocb nicbt gegeben worden. 

Nocb nicbt bebandelt ist (von A. Bitter’s auf Seite 377 erwabuter 
Dammbrucbkurve abgeseben) die Frage, wie sicb bei Erbobung oder 
Senkung eines Webres in einem Wasserlauf dessen Spiegel im Laufe 
der Zeit andert, also der nicbt stationare Stau. 

B. Tolman^°^) befasste sicb mit der Aufgabe, die Stelle oberbalb 
eines Webres aufzusucben, wo die Spiegelunterscbiede am grossten 
werdeUj wenn der Stauspiegel am Webr selbst vorgescbrieben und 
demnacb bei wecbselnder Wasserfiibrung das Webr entsprecbend zu 
verstellen ist. 


lY. Oscillatorisclie Bewegung des Wassers. 

10, ’Wellen, insbesondere in "Wasserlauf en. 

10 a. Einteilung der Wellen. Die Wellen konnen znnacbst 
in oscillatorisclie und translatorische gescbieden werden, falls man eine 
translatoriscbe Welle (Einzelwelle, solitary tvave) nicbt lieber als 
Anscbwellung bezeicbnen will. 

Die oscillatorischen Wellen^'^^) von einer Wellenlange 2Z< 0,6 cm 
(Wellen dritter Ordnung) bangen wesentlicb von der Oberflacben- 
spannung, die mit 21 zwiscben 0,5 und lO cm (Wellen zweiter Ord- 
nung) von der Oberflacbenspannung und der Scbwere, jene mit 
2Z>10cm (Wellen erster Ordnung) wesentlicb von der Scbwere ab. 
W. TJiomson^^’^ fand, dass die Fortpflanzungsscbnelligkeit fur 2 Z = 1,7 cm 
am kleinsten (etwa 23 cm sec"^) ist, und bezeicbnete WeUen von 


353) Der Wasser- tt. Wegebau 4 (1905), p, 57; siehe auch J. Mermanek, 
Zeitscbr. des osterr. Ingen.- n. Arcbit.-Ver. 45 (1893), p. 623, 637, 653. Be- 
merkt werde, dass es ferner leicbt ist, fiir wagerecbte Gerinnesohle nnd Webr- 
krone Q als Funktion von z darzustellen. 

354) Zeitschrift des osterr. Ingen.- u. Arcbit.-Ver. 57 (1906), p, 132. 

355) Von den Scballwellen wird bier iiberbaiipt abgeseben; siebe bez. 
derselben IV 25 {H. Lamb). Lebrbucb tiber Me eres wellen: J. Pollard et A. Dude- 
tout, Tbeorie du navire 3, Paris 1892. 

356) 0. Biess, Eepert. d. Pbys. 26 (1890), p. 109. Vgl. ancb unten Nr. 10 f. 

357) Pbil. Mag. (4) 42 (1871), p. 368, 
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geringerer Lange als rifles. Die Wellen erster Ordnmig®®®) (Wogefi) 
konnen noch nnter der unmittelbaren Emwirknng des Windes steLen 
nnd bilden dann den Seegang oder die See {G. B. forced 

waves). Nach. Aufhoren des Windes andern die Wogen ilire Form 
nnd bleibt die Buming oder der Schwall Qioide, swell, Airy's free 

waves) mit (annab.ernd) gescblossenenBabnenderWasserteilcbenzuriick. 
Dnrcb "Wirkung leicbter Brisen und Refiexionen treten ziir eigent- 
licben Diinung (underswelT) nocb andere Wellensysfceme binzu. Unter 
der Einwirkung von Wind, Gregenstromnng oder bfabe der Soble 
konnen sicb. die Wellen in Brander oder Bjoller {hrisants, hrealcers) mit 
nbersttirzenden Kammen verwandeln. Die Wellenbewegung nimmt 
im Meer von oben nacb nnten in der Regel stark ab, kann aber aus 
ortlicben Ursacben in 100 und mebr Meter Tiefe nocb bedeutend sein 
und beisst dann Gnmdsee. Interferenz kann die Bildung stebender 
Wellen (Bldtscherwellen, clapotis) bewirken, 

Wellen uberbaupt entsteben aus den verscbiedensten Ursacben; 
giebt docb beispielsweise Entnabme oder Einguss von Wasser, Ein- 
tauoben oder Herauszieben eines Festkorpers, Bewegung eines solcben 
im Wasser, Ersobiitterung der Oberflacbe, Wind, ja einfacbe Stromung 
Anlass zur WellenbUdung. 

10b. Diiming. Yon einer WeUentbeorie®®^) verlangt man zu- 
nacbst nur, dass die durcb sie dargestellte Bewegung mbglicb sei, 
dass beisst, dass sie die Kontinuitatsbedingung und die mecbaniscben 
Gresetze erfiiUe. Hierbei wird zwar die Reibung vernacblassigt, also 
z. B. der Aussendruck senkrecbt zur Oberflacbe angenommen, aber 
docb auf Wirbelfreibeit im Helmholt 0 ’ schen Sinne verzicbtet. 

Fiir unendlich tiefes Wasser wird den genannten Forderungen die 
Tbeorie F. Gerstner's^^^) gerecbt, nacb welcber jedes TeRcben (X, F) 
(vgl. Fig. 44), das vor Eintritt desWogens (der Diinung) in der Tiefe 


(137) 


Y=0 — 


21 


358) Vergl. G. von Bogitslawshi u. 0. Krmnmel, Handbucb der Ozeato.O'- 
grapMe 2, Stuttgart 1887, p. 36, 91. 

359) Encyclopaedia Metropolitana, „Tides and -waves" 1845. 

360) Siehe unten p._^ 429. 

361) Eine moglicbst vollstandige Darstellung der WeUentheorien gaben 
B. de Saint-Venant xmdi A. Flamant, Ann. des ponts et cbaussees (6) 13 (1887), 
p. 31; 15 (1888), p. 705. Vgl. aucb IV 16, Nr. 6 {A. F. B. Love), p. 130. 

362) F. Gerstner, Theorie der Wellen, Frag 1804; Gilbert’s Ann. d. Pbys. (2) 
2 (1809), p. 412. 
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unter dem Spiegel gelegen war, in der Diinung mit der Winkelge- 
schwindigkeit einen Kreis 


(138) 


X = X r sin — y) 
y = Y r cos 3C y^ 


TT 


mit dem Halbmesser 
(139) 


itz 

r — Be ^ 


besckreibt. In (139) bedeutet den Halbmesser der von 

den Spiegelteilcben bescbriebenen Kreise, 21 die Wellenlange von 



Scbeitel zu Scbeitel. Die Pabrstrablen von .den betreffenden Mittel- 
punkten zu den nrspriinglicb in einer Lotrecbten gelegenen Teilcben 
bleiben nacb (138) parallel, wabrend fiir gleicbe UnterscMede von X 
die Pabrstrablen gleicbe Winkel mit einander einscbliessen. Wabrend 
jedes Teilcben einen vollen Kreis durcblauft, sobreiten die WeUen mit 
der Scbnelligkeit _ 

(140) w=.')/^= l,77]/r 

nm eine WeUenlange 21 vorwarts. Je grosser B:l ist, desto ausge- 
pragter ist die Wellenlinie, die fiir B = l: it eine gemeine Cykloide 
(Trocboide) mit lotrecbter Spitze bilden wiirde. (Erinnert werde®®®), 
dass fiir wirbelfreie Bewegung G. G. Stolces einen dacbformigen Kamm 
von 120® Placbenwinkel fand.) 

Die Priifung von (140) ist von einem Scbiffe ans, das mit be- 
kannter Grescbwindigkeit unter bekanntem Winkel zum Seegang fabrt. 


363) Yergl. IV 16, Nr. 5g {A. JE. H. Love), p. 138. 
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durcli Messung der zwischeii der Begegming der Wogen verfliesseii’ 
den Zeit moglicli; diese Messungen liaben (140) bestatigt^®^). 

Gerstner’s Diinung besitzt bei geringfiigiger Erbebung der Teil- 
cbeji in erster Annaberung ein Grescbwindigkeitspotential und dann 
zugleicb ein Potential der Verscbiebungen^®^); ersteres bat die Grbsse 

7t Y 

Bwe ^ sin — yj- 

Piir endliche Tiefe H kennt man nocb keine Losung, welcbe die 
eingangs genannten Bedingungen vollstandig erfiillt. Docb ist die 
Annabexnng eine grosse, wenn man mit JBoussinesq^^^) die Abbangig- 
keit der Koordinaten eines Teilcbens yon der Zeit t dureb 

Z + a sin jr — y^ 

Fq — & cos ;t^y — y^ 


(141) 


ausdriiekt, also die Teilcben Ellipsen®®^) bescbreiben lasst. In (141) 
sind die Halbacbsen 


(142) 


B- 




S-Y, 

I 




H 


Sin a 


H-Y, 


B 


StHTc 


E 


gedacbt nnd nacb (141) ergiebt sicb die balbe Umlaufszeit 

(143) T=]/^ Sotang , 

femer die Scbnelligkeit, wie scbon Airy gefanden batte und aucb 
aus den Arbeiten yon Laplace und JPoisson beryorgebt, zu 

(144) w=’y'^ ^aug sty, 

also kleiner, als sie bei unendlicber Tiefe gefunden wurde. Eine ge- 


364) In Betreff der zugeborigen Litteratur sei auf G. v. BogmlawsTci nnd 
0. Krummel, Handb. der OzeanograpMe, 2, Stuttgart (1887), p. 37 u. f. verwiesen. 

365) J. JBoussinesq, Paris C. R. 120 (1895), p. 1240, 1310; 121 (1895), p. 15. 

366) Eaux courantes, p. 334. 

367) Kelland lasst samtlicbe Teilcben Kreise bescbreiben, wodurcb der 
Kontimiitatsbedingung nicbt so gut entsprocben -wird, Edinb. Soc. Trans. 14 
(1840) u. 15 (1844). Vgl. aucb TV 16, Nr. 6b (A. E. E. Zove), p. 131. 
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wisse Bestatigung der Theorie geben die PbotograpLien die (K J.) 
Marey^^^) von aufeinander folgenden Sfcadien in einem Versucbstroge 
erregter Wellen anfertigte. J. JBoussinesq^^^) bemerkt, die algebraiscbe 
Durcbfubrung anderen uberlassend, dass die innere Reibung den wage- 
recbten Ausscblag verkleinern nnd infolge dessen den lotrecbten ver- 
grossern rniisse, so dass Umlaufs-Ellipsen®™) mit lotrecbter grosser 
Axe entsteben konnen. Ferner werde die Sclinelligkeit vermin dert, 
die Scbwingungsdaner fiir gegebene Wellenlange veiiangert. 

Die JEnergie E einer Diinung (boule) berecbnet er®'^^) bei unend- 

licher Tiefe pro Flacbeneinbeit des Spiegels zu ( 1 ^ 2 “); 

y das Eigengewicbt bedentet. Sie nimmt fur scbwacbe, iind infolge 
dessen laminare Bewegung nacb Aufboren der erregenden Drsacbe 
der Reibung wegen mit der Zeit nacb dem Gresetze 


E- 


■■E,e 


— 2a i 


ab, worin cc die Dampfungszabl (coefficient d’extinction) der Zeit be- 
deutet®^^) und, falls s den Koefflzienten der inneren Reibung be- 
zeicbnet, 

(145) 


ist, zugleicb verringern sicb die Scbwingungsweiten proportional 
wabrend sicb weder Wellenlange nocb Scbwingungsdaner andern. 
Nacb (145) ist es die Reibung, die von verscbiedenen Wellensystemen 
jene mit kiirzeren Langen 21 zuerst vernicbtet und nur eines oder 
wenige fortbesteben lasst®'^®). Ist € zwar konstant aber gross, so 


368) Paris G, JEl. 116 (1893), p. 913. 

369) Eaus courantes, additions et dclaircissements = Paris, Mdm. pr^s. par 
div. sav. 24 (1877), Nr. 2, p. 23. 

370) Solcbe hat ^my obne Begriindung angenommen; A. H. JSmy, Du 
mouvement des ondes et des travaux bydrauliques, Paris 1831, p. 13. 

371) Eaux courantes, additions et eclaircissements, p. 21; siebe aucb IV 16, 
Nr. 5d {A.E. H. Love), p. 133: Energie nacb Lord JRayhigh-, sowie Love, IV 16, 
Nr. 6b, p. 145: Dampfung nacb A. JB. Basset und Sough. Dampfung mit der 
Entfernung: J. Boussinesg, Paris C. R. 121 (1895), p. 19. 

372) Eaux courantes, additions et 4claircissement, p. 34. — In der eng- 
liscben Literatur wird 1 : a als modulus of decay bezeicbnet. StoTces bat a bereits 
in den Cambr. Pbil. Soc. Trans. 9 (1856) berecbnet, allerdings irrtiimlicb doppelt 
so gross. 

373) Nacb S. v. Helmholtz, siebe unten p. 432, vermindert der Wind die 
Zabl der Systeme, indem er sie teilweise zum Branden bringt. 

374) Tait, Edinburgh Proc. Roy. Soc. 17 (1890), p. 114; A. S. Basset, Amer. 
J. of math. 16 (1894), p. 92; Lamh, Hydrodynamics, p. 548. 
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in welclien Ausdruck bei Vereinfacbung aucb ein genauerer von 
W. Wien^'^^) nbergebt. Bei soleber Zabigkeit glattet sich die Wellen- 
flacbe allmablicb obne Scbwingungen. 

Bei endlicher Tiefe bewirkt die Aussenreibung eine Vergrdsserung 
von a, 'welebes 8. 8. Hough^’^^) zu 


(146) 


Q 


+ 


y 8 qF 1/ „ TFiff „ wJ? 

r 4:6tn® -y- ©of -y- 


bestimmt. Bei langen Wellen und tiefem Wasser kann bierfiir der 
scbon frdber von J. Boiissinesq^'^'^) gefundene Wert 

( 1 «) 

gesetzt werden. 

Der TJmstand, dass bei alien diesen Bntwickelungen die Bewegung 
laminar mit konstantem s angenommen werden musste, macbt eine 
Experimental-XJntersucbimg iiber die Dampfung wunscbenswert. 

Aucb die bei Herauszieben eines Kdrpers, der ein wenig ins 
Wasser eingetaucbt war, sowie bei einem Scblag auf ein kleines 
Oberflacbenstiick entstebenden Wellen, die stets nacb einiger Zeit die 
einfacbe Dtinungsform und gleicbe Langen annebmen, werden im 
Laufe der Zeit niedriger^'^®) und zwar proportional Yt. 

Nacb (144) nimmt die Scbnelligkeit w mit der Tiefe ab. Hier- 
mit stebt die bekannte Erscbeinung im Einklange, dass sicb in der 
Nabe des Dfers die Wellenkamme parallel zu ibm ricbten®’’'®). tJbrigens 
ware nacb (144) diese Abnabme, wie H. v. Eelmholtz bemerkt, erst 
bei recbt seicbtem Boden erbeblicb, indem beispielsweise fur H ~l 

der Ausdruck "j/xaitg jty nocb =0,952 ist®®°). 


375) W. Wien, Lebrbucb der Hydrodynamik, Leipzig 1900, p. 282. 

376) London Proc. matb, Soc. 28 (1897), p. 276. 

377) J. de matb. (3) 4 (1878), p. 365. 

378) J. Boussinesq, Paris C. E. 94 (1882), p. 71, 127. 

379) Siebe z. B. G. Sagen, Handbucb der Wasserbauknnst, 3. Tbeil, 1. Bd. 
Berlin 1863, p. 21. Dass Ausnabmen vorkommen konnen betont A. de Galigny, 
Paris C. R. 76 (1873), p. 34. 

380) Berlin Ber. 1889, 2. Halbbd., p. 772. — Dass mit dem Wogen eine 
Druckabnabme yerbunden ist, siebe nnten p. 427. 
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10 c. Diirchdringting, Zuruckwerfung und Beugung. Wellen- 
systeme®®^) konnen sick durckdringen (eine Kreu^see bilden), wobei 
die Wellen nack der Kreuzung nnverandert weiter geken. Daker 
bildet auf koker See eine durck mekrere durckeinanderlaufende WeUen 
kervorgerufene Unregelmassigkeit die RegeP®^)- Immerkiu zeigen auf- 
einander folgende Meereswogen einen gewissen Rkytkmus, so dass bei- 
apielsweise bei den Romern®^®) jeweils die zehnte Woge als die kdckste 
gait. Wakrend der Begegnung gegen einanderlaufender gleick koker 
Wellen, bei welcker das Wasser auf die l,79facke Hoke der ein- 
facken Wellen stieg®®*), beobackteten E. H. und W. Weber eine kleine 
Verzdgerung. Yon festen Wanden werden die Wellen zuriickgeworfen, 
•wobei nack den Versncken der Bruder Weber wakrend des Anprallens 
die Hoke etwa auf das l,7facke wackst^®^). Durck Sckeidewande, die 
nickt bis zur Sohle reicken, werden die Wellen gespalten®®®). Addiert 
man die Ausscklage versckiedener Systeme, so entsprickt die bereck- 
nete Bewegung zwar nock der Kontinuitatsbedingung, aber nickt mekr 
■voUkommen den meckaniscken GrGS^etzen. Endlick sei beraerkt, dass 
sick nack 0. Beynolds^^'^) Wirbel mit Wellen in der Weise yerbinden 
konnen, dass eine Grrenzflacke den wirbelnden Teil der Pliissigkeit 
vom wogenden sckeidet. 

Praktisck wicktig, aber nickt genkgend erforsckt ist die Yer- 
starkung des Seeganges in trickterformigen Buckten®®®), sowie dessen 
Sckwiickung in Hafenbecken, in die er durck eine Offnung eintritt. 
Hierbei findet eine Eeugimg'"'^^) der Wogen statt. Bedeutet b die 
Offnungsweite, so bildet in der Entfernung y vom Eingang die Welle 
einen Bogen vom Halbmesser y (in Metern), und kat dieser Bogen die 


■ 381) Ffir Elrausel-wellen liegen Versuche von J. H. Vincent vor, Phil. Mag. 
{o) 43 (1897), p. 411; (5) 45 (1898), p. 191; (5) 48 (1899), p. 338; fur grossere 
Wellen solche von E. H. u. W. Weber, Wellenlehre, Leipzig 1826. 

382) W. Laas, Photographische Messung der Meereswellen, Zeitschr. des 
Tereins deutscher Ingenieure 49 (1905), p. 1979. 

383) V. Boguslawslci-Kriinimel, Handb. der Ozeanographie 2, zitieren p. 52 
Ovid (Tristien 1, 2, 48) u. andere Autoren. 

384) A7, S. und W. Weber, Wellenlehre, Leipzig 1825, p. 216, 221. 

385) Ebenda, p. 227. 

386) Ebenda, p. 236. 

387) 0. Reynolds, London Royal Inst. Proc. 1893 = Papers 2, p. 533. 

388) A. de Caligny , Recherches sur les oscillations, p. 258 == Paris C. R. 
75 (1872), p. 186. Verstarkung des Seeganges an Vorgebirgen erwahnt A. Cialdi, 
Sul moto ondoso del mare, 2. ed., Roma 1866, p. 139. 

389) E. H. u. W. Weber, Wellenlehre, p, 246. 
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Lange B, so betragt nach Th. Stevenson das Verbaltnis der spateren 
zur nrspriingliclien Wellenliolie®^®) 

(148) •)/J_i-(l + l,36]/|)f^. 

Eine Welle wird auch. flacber^ wenn sie aus seicbtem in tiefes 
Wasser Endlicb kann eine Flntstromung die Wellen zum 

JBrechen bringen nnd dadurcb die binterliegende Elacbe scbutzen 

10 d. Das Branden der "Wellen, Tiber die Bewegung in der 
Tiefe bei ansteigendem Grrund berxscbt trotz beziiglicber Bestrebungen 
JP. A. Cornaglia’s^^^) Tlnklarbeit. tlber steil aufsteigenden^ wenn aucb 
tiefliegenden Banken kdnnen die Wellen sicb brecben (branden), wenn 
Sturm berrscbt, wofiir A. Cialdi^^^) zablreicbe Belege bringt, Der 
Grrund diirfte sein, dass die Soblenvorspriinge ein Zusammendrangen 
der Wasserfaden verursacben, Ubrigens brecben lange, wenn aucb 
niedrige Wellen der Diinung scbon iiber groBeren Tiefen als ge- 
wobnlicbe Wellen®®®). ISTacb D. D. Gaillard^^^) nimmt^ wenn eine 
Welle allmablicb aus der Tiefe in die Tiefe gelangt, ibre 
Scbnelligkeit nacb der Eormel 

— 0,9 

ab. 

Bei geringer Tiefe bewirkt die Reibung zwiscben den Wasser- 
scbicbten, dass wie Versucbe Ton G. Hagen (mit rbytbmiscber Be- 
wegung einer geeigneten Yorricbtung) dartaten®®'^), libereinander ge- 
legene Teilcben merkbcb gleicbe wager ecbte Gfescbwindigkeiten an- 
nebmen (^Grundwellen). Nabe am Ufer brecben oder branden®®®) die 
Wellen daber, das beisst es gebt die osziUierende Bewegung in die fort- 

390) Th. Stevenson, The design and construction of harbours, 3. edit., Edin- 
burgh 1886, p. 165; ders., Edinb. Phil. Journ. 54= (1853), p. 378. 

391) J. Scott -Bussell, Brit. Ass. Report, 7. meeting held at LiTerpool 1837, 
London 1838, p. 451. 

392) Th. Stevenson, The design and construction of harbours, 3. edit., Edin- 
burgh 1886, p. 65. 

393) Ann. des ponts et chaussees (6) 1 (1881), p. 589; J. de math. (3) 7 
(1881), p. 289. 

394) A. Gialdi, Sul moto ondoso del mare, 2. ed., Roma 1866, p. 184 u. f. 

395) TF. H. Wheeler, The Sea-Coast, 2. impr., London 1903, p. 10. 

396) Engineer. News 53 (1905), p. 190 nach Professional paper Nr. 31 of 
the Corps of Engineers, U. S. A., 'Washington. 

397) Handb. der Wasserbaukunst, 3. Teil, 1, p. 56. 

398) Branden durch Wind siehe unten p. 432. Allerlei uber die Brandung 
siehe v. BoguslmosM-Kriimmel, Handb. d, Ozeanographie 2, p. 85. 
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schreitende einer Anscliwellung uber imd zwar nacb J. ScoU-BusselP^^), 
wenn die Scbeitelliobe h iiber dem urspriinglicbeii Spiegel gleicb der 
Soblentiefe U unter demselben wird. Docb liegen abweicbende Be- 
obachtungen von Tk Stemnson^^^) vor. Der Scbwall scbreitet ,'iiacb 
ScoU-Bussell^^^) mit der Scbnelligkeit -j- ]i), nacb Hagen^^^) mit 

einer Scbnelligkeit, die zwischen Y^h und Y^gh liegt^ fort. 

Fiir den Vorgang am XJfer ist dessen Profil von wesentlicber 
Bedeutung^®®). Auf flacbem Strand lauft das Wasser landein. Die 
anstiirmende Woge macbt den Eindruck wasserreicber als die riick- 
laufende zu sein. Das kommt zum Teil daber, dass im Acbterteil der 
Woge das Eiickfliessen bereits beginnt, wabrend der Kopf nocb 
vorscbreitet. Aber aucb ein erbeblicbes Versinken von Wasser 
findet nacb Wheeler auf Kiesstrand statt. Triift das fortscbreitende 
Wasser ein Hindernis, so kann es eine gewaltige Kraft aussern und 
zu grossen Hdben emporgescbleudert werden'^®^). W. G. Fraser^^°) 
sucbt unter den Grriinden fiir das Zerspritzen eine durcb die Reibung 
an der Mauer bewirkte Debnung des Wassers. Den vom Wellen- 
scblag ausgeiibten Druck bat Th. Steoensoh^^^) an einigen Orten ge- 
messen und ibn seewarts abnebmend gefunden; aucb ist iiber Zer- 
storungen durcb Wellenscblag mebrfacb bericbtet worden^®'^). Die zer- 
storende Arbeit, die ein solcber verricbten kann, bewertet L. dfAuria^^^), 
weil der Querscbnitt eines Branders ungefahr 2BI, die Giescbwindig- 
keit w betragt, zu fiir die Langeneinbeit Strand, den grossten 

Druck Oder den doppelten mittleren Druck auf die Langeneinbeit, 


399) Brit. Assoc. Report, 7. meeting held at Liverpool 1837, London 1838, 
p. 425. 

400) Th. Stevenson in The theory and practice of hydromechanics. Lectures 
delivered at the Institution of Civ. Eng. London (1885), p. 170; Th. Stevenson, 
The design and construction of harbours, 3. edit., Edinburgh 1886, p. 78. Vgl. 
auch D. D. Gaillard, Engineering Ne'ws 53 (1905), p. 190. 

401) a. a. 0. p. 423. 

402) Handbuch, 3. Teil, 1, p. 67. 

403) W. H. Wheeler, The Sea-Coast, 2^ imp., London 1903, p. 37. 

404) Beispiele, ebenda, p. 20. 

405) Phil. Mag. (6) 2 (1901), p. 356. 

406) Edinburgh Roy. Soc. Trans. 16 (1849), p. 23. Messungen des Druckes 
auf -wagreehte und lotrechte Flatten nahm ferner 1). D. Gaillard, Engineering 
News 53 (1905), p. 190 an den Uferpunkten des Oberen Sees vor. 

407) So z. B. von i. Franzius im Handb. der Ingenieurwissenschaften, 3, 
3. Airil. 3. Abt. Leipzig 1900, p. 22. 

408) Journ. Franklin-Institute (3) 100 (1890), p. 373 und 131; (1891), p. 49. 

409) Paris C. R. 117 (1893), p. 722. 
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weil die Welle walirend der Zeit -- anlauft, zu und die grosste 

W Q 

2 

Pressung auf die Pladteneinlieit eiiies Wellenbrecliers zu - — Eiue 

d 

Arbeit, -welcbe aucb die Strand- und Mauerform in Riicksicbt zieben 
wiirde, liegt nicbt vor. 


10 e. Stehende Wellen. Die Interferenz zweier gieicber Wellen- 
systeme entgegengesetzter Ricbtung liefert stebende Wellen (JPldtscher- 
wellen, clapotis). Aucb giebt die Addition der Einzelausscblage eine 
angenabert moglicbe Bewegung, bei der alle Teilcben in Greraden bin- 
und berscbwingen und zwar in den Scbeiteln lotrecbt, in den Knoten 
wagerecbt, 

Eine genaue Losung fur die Platscberwellen giebt E. Guyou'^^^). 
Er bemerkt, dass bei Giltigkeit von (137), (138) und (139) 

8x dx dy w 

dX'W~~W’dX~^ 


ist, also ein Eecbteck dXdT der urspriinglicben Masse sicb in ein 
gleicb grosses Parallelogramm verwandelt oder Eontinuitat unabbangig 
von dem Werte berrscbt, d'en der Parameter B annimmt. Guyou wablt 
diesen nun als abbangig von der Zeit und zwar so, dass die Ober- 
flacbenbedingung erfiillt bleibt, dass beisst, dass fiir J == 0 

^ ^ dX dt^ dty dX ^ 

oder an der Oberflacbe, wie die Ausmittelung der einzelnen Differential- 
quotienten zeigt, 

ist. ^ Dieser Differentialgleicbung wird, wenu man 
(151) R == a cos (p 

setzt, entsprocben, falls 




0 


(162) 


d(p'Y 


1 I 2 

1 H — w' ^ 


dt 


ist. Nacb (138), (151) und (152) sebwingt jedes Teilcben auf einer 
Geraden, die selbst lotrecbt auf- und abgebt, so, dass es eine Parabel 
mit lotrecbter Axe bescbreibt. 

10 f. -Wirkung des Windes auf die WeEeubildung. AUes 
stromende Wasser wirft Wellen und aucb die Flut kommt mit solcben 
an die Kiiste. Im allgemeinen riibi-en sie aber im Meere von der 
Luftbewegu ng ber. IsTur^o) wenn letztere weniger als 0,25 m sec" ^ 

410) J. Scott -Russell, Brit. Ass. Report, 14. meeting held at York 1844 
London 1845, p. 317, 318. ’ 
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misst, aussert sie namlicli keinen Einfluss aufs Wasser. Steifft die 
Gescliwindigkeifc aiif iiber 0,5 m sec"’*^, so wird die Oberflacke dunkler, 
indem sie sick, so weit sie umnittelbar Yom Luftzug getrojffen wird 
und so lange derselbe kerrsckt, mit Wellen (Krauselwellen) von nur 
wenigen Centimetern Lange und wenigen Millimetern Hoke, die im 
Grundriss flacke Bogen bilden, bedeckt. Wind von mekr als lmsec“^ 
erzengt eine See oder einen Seegang, namlick Wellen, die zwar zu- 
nackst nur einige ZoU Lange kaben, aber mit der Winddaiier 
wacksen, bis sie in der „toten'^ oder „aiisgewacksenen“ See ikr Maxi- 
mnm erreickt kaben, welckes sick um so bedeutender zeigt, je grosser 
und tiefer das betreffende Meer ist**^^^). Bei nock starkerem Sturm 
nimmt die Hoke der Wogen wieder ab^^^). Hack GJi. Antoine^'^^) ware 
fiir eine Windgesckwindigkeit W die Wellenscknelligkeit == 
aber nack den neueren Sckatzungen der Windgesckwindigkeit diirften 
die macktigsten Wogen eiiropaiscker Meere nur wenig langsamer als 
die keftigsten Stiirme unserer Ktisten sein^^^). 

Hack V. Gornish^^^) betragt die Wellenkoke 0,0001 der sekund- 
licken Windgesckwindigkeit. Die Wellenkoke h kaugt iibrigens nickt 
bios von der Starke des Sturmes, sondern auck vom Seermm {reach, 
fetch) d, d. i. der Ausdeknung der Wasserflacke auf der Luvseite ab 
und Th. Stevenson^^^) giebt die Erfakrimgsregel, es sei fkr 7^ und d 
in Meter gewoknlick 

h = 0,0106]/^, 

bei geringer Luvweite d und keftigen Windstossen {violent squalls) 
jedock 

h = 0,0106 + 0,762 — 0,0465y^. 

JS. V, Helmholtg^'^’^) bekandelt die Bildung von Wellen uber unend- 
licker Tiefe durck den Wind als Strdmung zweier reibungsloser 

411) Altere Angaben iiber Wellenabmessungen giebt A. Cialdi, Sal moto 
ondoso del mare, 2. ediz., Roma 1866, p. 116, 142; bez. spaterer siebe v. JBogits- 
lawsTci u. Kriimmel, a. a. 0. p. 35; Oh. Antoine, Des lames de haute mer, Paris 
1879; M. Alercrornhy, Phil. Mag. (5) 25 (1888), p. 263; V. Cornish, Geograph. 
Journal 23 (1904), p. 623. 

412) So nach Cialdi, a. a. 0. p. 116, 137 ; nach dem Berichte von J. S. Keltie, 
V. Cornish, Bailey, JE. A. Floyer u. W. H. Wheeler, Brit. Assoc. Report, 72. meeting 
at Belfast 1902, London 1903, p. 285, erscheint dies neudrdings -wieder zweifelhaft. 

413) Lames de haute mer, p. 7. 

414) Brit. Assoc. Report, 72. meeting at Belfast 1902, London 1903, p. 285. 

415) Geogr. Journal 23 (1904), p. 643. 

416) The theory and practice of hydromechanics, p. 166, nach Edinburgh 
Roy. Soc. Proc. 4 (1867/62), p. 200. 

417) Berlin Ber. 1889, 2. Halbbd., p, 772. 
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Fliissigkeiten, indem er dem ganzen Raum eine der Wellensclinellig- 
keit w entgegengericlitete Grescliwmdigkeit gleicher Grosse erteilt. 
Dadurcli erreickt er den Stillstand der gemeinschaftliclien Grenzflachen 
beider Fliissigkeiten, an der im tibrigen die Normaldrucke einander 
gleicb sein mnssten. Dieser Forderung wird durcb die SelmhoWsche 
Tbeorie freilich. nicbt streng geniigt; dagegen erfuUt sie die Bedingung, 
dass in geniigend weiter Entfemung von der Grenzflacbe die Stromung 
wagrecbt erfolgt. 

Unter Einfiibrung eines vermittelnden Koordinatensystems rj ^ d' 
setzt RelmliolU fdr die Luft 

(153) e”(3'+»a!) = cos (-9- -(- '>?^) — coss, 

(154) -j- = — i{%< 


fiir das Wasser neben (153) 

(155) -|- (pi) — — n{y -f- ix) -f- log nat — 

k=saa 

ks cos ]c(& -f" rii) 


2 V-ie- 

^ cos kv-i ’ 

*=i 


(p ist das Gescbwindigkeitspotential, ip das Stromungspotential und 
n, \ nnd e bedenten Konstante. Ftir = le giebt (153) die Kurve 
(156') 1 = r + QOS £ -|2 r^sin wa:-|3 

L ©of % J "I” L ©in X J 

nnd sowobl (154) wie ancb (155) ^==0. Somit stellt (156) die 
Spiegelgleicb-Ung vorj die balbe IVellenlange wird 

(157) 

die Wellenhobe 

(158) Ji =:^ lognat 


lognat 14^+^' 
K ©Of X — cos s 


Nacb. (154), (155) und (156) sind nun in der That die beiderseitigen 
Normaldrucke anf den Spiegel nicbt voUkomruQn gleicb. Ibre mog- 
licbste Gleicbsetzung fiibrt anf die Beziebung 

(159) -J n4 -cos^fi-1,5 cos^g+1,5 

’ cos^ fi -f_ 0,8 cos s — 0,975' ^ 
also, da % positiv sein muss, auf die Ungleicbung 
0,665 < cos^ s < 0,643. 

Pur , = bem. =0 ist naob (163) j/ = + ~ und gehen die 
imagiaaren Teile yon (164) und (166) mf^=nx bezw. f = - nx 
liber, wonach im Unendlichen die Gescbwindigkeit ' 



10, Wellen. 


431 


4^ = n,K bezw. = — n\ 
ax ^ 

wird und sicli 

( die Wellensckaelligkeit w ==n\, 

(160) I -v^indgesclimndigkeit = n(h^ + 

zeigt. Die Diskussion^^®) lekrt, dass derselbe Wind Wogen yer- 
scbiedener Lange erregen kann und dass die langeren yerbaltnismassig 
bober sind. Bei Webung miisse der Energievorrat der Massen kleiner 
als bei geradem Fliessen sein. Dies kommt dadurcb zustande"^), 
dass die raumlicbe Ausdebnung der mit yerminderter lebendiger Kraft 
durebstromten Einbucbtungen die der mit yermebrter lebendiger Kraft 
durcbstromten Debiete iibertrifft. Gleicbbeit der beiden Energieu 
findet fiir cos^ £ = 0,675, n\ = 0,0695j2-(&i + oder 

21 = 0,433 

Bei niedrigen Wellen findet er^^^) 

(161) + = 

worin und die Eigengewicbte yon Luft und Wasser bedeuten. 
Er folgert femer, dass fdr die Verzogerungen, welcbe Luft und Wasser 
erleiden, wegen der Dleicbbeit der auf beide Mittel wirkenden Impulse 
bei Anbub eines Windes 

(162) Yx • = 72 ■ 


gelten miisse. Fiir beispiels- 
weise 10 m sec" ^ Windge- 
scbwindigkeit geben (161) 
und (162) 2Z = 8 cm, wo- 
nacb aucb ein starker Wind 
zunacbst nur die Oberflacbe 
krauselt. 


Welle nach Wien 



Fig. 45. 


W. bat nacb 

der HelmhoWschen Metbode yerscbiedene Wellenformen bestimmt, 
welcbe indes ebenfalls die Bedingung gleicber Normaldrucke nur an- 


418) a. a. 0. p. 777. 

419) a. a. 0. p. 778. Da die Energie von der absoluten Bewegung des 
Systems abbangt, konne jedoch ibr Wert nacb M. Planclc nnd TF. Wien nur „im 
stationaren System" fiir die Stabilitat der Bewegung entscbeidend sein. Ann. 
Pbys. Cbem. N. F. 58 (1896), p. 734. 

420) a. a. 0. p. 770, 779. 

421) Berlin Ber. 1890, p. 867. 

422) W. Wien, Lebrbucb der Hydrodynamik, Leipzig 1900, p. 169 = Berlin 
Ber. 1894, p. 509. 
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nahernd erMlen. mch seinen Ziffernbeispieleu miisste saiifter Wind 
spitzere Wellen als beftiger erzeugen. 

Wellen von gegebener Lange konnen nur bei bescbrankter Wind- 
starke bestelien; ob eine gewisse Wmdstarke ein Branden vernrsacbk 
bangt also von der Bescbafifenbeit der scbon bestebenden Wellen ab. 
Bei steigendeni Wind wacbsen durcb seine Energieabgabe die Hdben 
der Wogen, die kurzen unter ibnen zerspritzen mid neue von grosserer 
Lange konnen sicb bilden^-s^. 

^ Wabrend Wind den Seegang steigert, wird er durcb Bildung' 
emer Olscbicbt^^^) auf dem Wasser, sowie durcb Regen, dessen nieder- 
smkende Tropfen eine Miscbung des Oberflacben- mit dem Tiefen- 
wasser bewirken, vermindert^^®). 

la den dargelegten Tbeorien des Seeganges ist keine fortschrei- 
tende Bewegung des Meeres angenommen. Tbatsacblicb muss der 
in mne ivenn aucb geringe Stromung^^®), sovfie einen Stau 
an der Luvkiiste ^7) verursacben. A. CoUing^^^) berecbnet, dass Sturm 

Yon Rmsec Gescbwindigkeit dem Spiegel eines Hm tiefen Meeres 
eine JNeigung 


I: 


erteilt. 


'2083000 


Z! 

E 


lOg. WauderweUen. Th. Christm^>’) erwgJmt, dass in sehr 
seicbten Gerinnen und unter Umstanden aucb in steilen Wildbacb- 
scbalen statt geradlaufiger Bewegung ein Pulsieren eintrete. Die Er- 
scbeinung ^ erklart sicb nacb Ph. Forchheimer^^^) dadurcb, dass in 
seicbten Rinnsalen von grossem GefaUe J letzteres durcb eine Spiegel- 
wellimg^ vergleicbsweise wenig verandert wird, und daber die Ge- 
scbwmdigkeit u gemass (9) bauptsiicblicb von der Tiefe abbiingt. 

423) Berlin Ber. 1889, p. 766, 780; 1890, p. 869. 
o -^iisgedelnite Literaturargaben in S. Gunther, Handb. der Geopbysik 

, Stuttgart 1899, p. 463, 487. Siebe aucb IV 16, Nr. eb (A. E. E. Love) p. 145. 

425) 0. JReynolds, Manchester Pbil. Soc. Proc. 14 (1875), p. 72—74 =L Papers 1 
Cambridge 1900, p. 86 . ^ ^ 

126) Ciai*, Moto ondoso, p. 17, 26, 47, 72 bis 384. ESokstromrag in der 
aefe wiri^in H^emmore Cooper’s ErsMnng „The Pathfinder- (Voiiede 1889 da- 
tiert) im Kap. 17 erwabnt. . 

427) V. BoguslawsM-Krimmel 2 , p. 300 307^ 321. 

428) Kopenbagen Videnskabernes Selskabs Skrifter ( 5 ) 11 ( 1880 V n 971 . 

( 6 ) 1 (1880-1885), p. 269. ^ ’ 

Translation des Wassers, Leipzig 1903 

430) Wien Ber. 112 ^^ (1903), p. 1697 = Zeitscbr. f. Gewasserk. 6 (1904), p. 321. 
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Von einer irgendwie entstelienden Welle schreitet daher der Berg 
sclmeller als das Tlial fort, und so nimmt der Langenschnitt des Wasser- 
laufes die Grestalt eines Sageblattes an (Pig. 46). Die Beobaclitung 
zeigt, dass die Wellensclinellig- 
keit w die Wassergesckwindig- 
keit %(, iibertrifft, femer dass 
eine kokere Welle rascker als 
eine niedrige fortsckreitet und 
nack der Einkolung keide ver- 
einigt als nock kokere Y^elle Pig. 46. 

weiterwandern. Die Scknellig- 

keit erfakrt stromak eine Besckleunigung, die jedock so gering ist, 
dass w auf kiirzerer Strecke als konstant gelten kann. Erteilt man 
der ganzen Masse eine Gregenkewegung — w, so kat man es mit statio- 
narer Bewegimg unter veranderlickem Querscknitt zu txm und gilt 
fur den unveranderlicken Durcklauf der Breiteneinkeit des Grerinnes, 
■wenn ^ die Tiefe kedeutet, und sick die Indices 1 und 2 auf Sckeitel 
und Senkung kezieken 

(163) — U) — — %) = — Mg). 

Gl. (163) lekrt, dass mit ^ auck m waokst; das nur tiefe Wasser 
scknellt also, wenn der Wellenkerg es einkolt, um empor und 

kesckleunigt sick zugleick, so dass es mit der Gesckwindigkeit 
> Mg weiterfliesst. Dann sinkt der Spiegel dieser Wasserpartie 
langsam unter Verzogerung wieder auf % kinak. Die Bewegung ist 
also eine stoss- oder sckussweise. In Sckeitel und Senkung muss, 
well kier der Spiegel parallel zur Sokle ist, wenigstens angenahert 

(164) — cYz^, 
gelten, Aus (163) und (164) folgt 



_j_ 


*^1 ^'^2 


Oder da sick Mg : zwiscken 0 und 1 kewegen kann, 
(164a) 


Verwandte Ersckeinimgen sind das Niedersturzen von Wasser- 
fallen in aufeinanderfolgenden Sckleiern^®^), der stockende Ausfluss 
aus Rokrleitungen, die nakezu voll sind"^®®), das regelmassige Schwanken 
eines ■ Akflusses tiker kurze Staffeln^®^) und anderes mekr. 

431) Bkenda, p. 1720. 

432) Ebenda, p. 1717 und O. Lueger, Wasserversorgung der Stadte, Darm- 
stadt 1890, p. 278. 

433) Ebenda, p. 279. Bezuglich stockenden Ausflusses sieke unten. 
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11. Sch-wingungen des Wassers in Rbhren tmd Gefassen. Die 
Scli-wingungeii*®^) des Wassers in einer dulmrartigen JRdhre von -wecli- 
selndem Qnerschnitt hat mit Ausserachtlassung der Reibung zuerst 
Daniel JBernoulU^^^) bebandelt. Unter Aimalime ernes der jeweiligen G-e- 
scbwmdigkeit proportionalenReibungswiderstandes liatsicli O.Lueger^^^) 
mit den zwiscben zwei Behaltern mbglicben Scbwankungen befasst 
und gef unden, dass entweder die Geschwindigkeit erst nacb unend- 
liclier Zeit Null wird oder die Masse Scbwingungen ausfubrt, deren 
Bauer sicb. nicht andert und deren Weite nacb einer geometrisclien 
Reibe abnimmt 

Zutreffender sind die Ansatze Ton H. de Lagrene und A. Flamant^^^). 
Wenn zwei gleicb bocb gelegene aber ungleicb , ToUe Bebalter von 
der Grundflacbe F durcb eine Leitung vom Querscbnitt f (und der 
Lange Z) verbunden sind und v die Gescbwiadigbeit bezeicbnet, mit 
welcber der eine Spiegel sinkt und der andere steigt, so setzen die 

F 

Genannten, weil die Gescbwindigkeit in der Leitung yV ist, die 
Summe aller Druckverluste — 

Betragen die Wassertiefen in den Behaltern h + 3, so tritt in der 
Zeit dt die Menge 

Fvdt = ~F^At 

dt 

iiber und verandert sicb wabrenddem die lebendige Kraft der Ge- 
samtmasse um 

Die Arbeitsgleicbbeit erfordert, dass 


434) Fur die Scbwingungen des Wassers gelten aucb eine Reibe allge- 
meiner Gesetze, welcbe ibre Hauptanwendung in der Mecbanik der starren 
Korper finden. Beziigl. dieser Gesetze siebe JET. Lorens, Lebrbucb der tecbniscben 
Pbysik, 1, Muncben-Berlin 1902, p. 203 u, f, 

436) Danielis Bernoulli, Hydrodynamica, Argentorati 1738, p. 114. Ala An- 
wendungsbeispiel sei A. Sudan’s Berecbnnng der Scbwingungen bei Abscbluss 
einer mit einem Standrobre versebenen Turbinenleitung, Zeitscbr. d. f)sterr. Ingen.- 
n. Arcbit.-Vereins 57 (1905), p. 433, genannt. 

436) Wasserversorgung der Stadte, p. 114. 

437) H. de Lagrene, Cours de navigation interieure, Paris 1869, 3, p. 135; 
A. Flamant, Ann. des ponts et cbaussdes (6) 1 (1881), p. 81; ders., Hydraulique, 
2. ^d. (1900), p. 471; (L. G.) du Buat, Principes d’liydraulique 2, Paris 1786, p. 41 
■and andere baben aus der Annahme der Scbwingungsweite auf die Reibungs- 
grosse gescblossen. 
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Oder 

(165) ^^„.+2, + ^[jZ+2A] 

Oder in andoi*®^' 


ds 


Oder 

(166) 


« _ J?^ = 0 


^^ = § + -1+ 


sei. Mit Hil^^ Vo^ (^166) kann man die allmakliclie Abnahme der 
Amplitnden ansrecknen. 

Fiir die einer niedrigen Hin- und Hersckwingung des 

Spiegels in (3-efcisse^^^') von endlicher Tiefe Ji und der Lange I 

stellte J. B. di® Formel 

(167) »= 2]/™ (Sotatig 


auf. jF. a. IB priifte die FormeF'^'*) an einem Versuclistrog und 
fand, dass si© ^Xx©t*- Scliwankungen (seiches) passe, welohe 

viele Seespieg:©! ^T_xf^©is®^- Spater kat Forel^^) den Ausdruck 


(168) 



angewendet, iu. ^elclreii (167) fiir ein Heines Yerkiiltnis h : I uker- 
gekt, und der JS-cigleiclL aus Gl. (81) hervorgekt,_da nack dieser eine 
Erkekung des Spieg-els mit der Scknelligkeit ygh fiber den See lauft. 
Nack Forel Hoaxtieja- d.i© Sckwingungen gleickzeitig um die Liings- und 
Queraxen des Sees, a'ber nickt um die Sckragaxe^^) gescheken und 
weisen einen eiruzig^en Knoten^^) auf, wiikrend nack F. du JBoys^) unter 
Umstanden d.izx’ciL ^jxiriickwerfung und Interferenz zwei Knoten, das 
keisst Punkte ij.iLXi^ei.'amclerliclier Spiegelkoke entstehen koruaen. 


438) Verg'l. IV 3.6, ZSTx. 5f, A.E.S. Love, p. 136 bez. der stehenden Oscil- 
lationen reibuiag-slosear Flxissigkeiten in Bassins. 

439) J. R. tJb. d. Bewegung tropfbarer Flussigkeiten in Gefassen, 

Basel 1828; wied.erg'eg-ebert von K. VonderMuMl, Matk. Ann. 27 (1886), p. 575. 

440) Paris C- S3 (1876), p. 712. 

441) Paris C- 89 (1879), p. 859; Bulletin de la Soeiete Vaudoise des 

Sciences naturelles (1879), p. 158. 

442) Paris O- 80 (1875), p. 107'; Bulletin de la Societ(i Vaudoise des 

Sciences 15 (lS79i>-» ^OO. 

443) Paris O' (1876), p. 712; Bulletin de la Soci4t4 Vaudoise des 

Sciences 15 (1879)i 160. 

444) Paris O- (1891), p. 1202. 
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Scliwankungen in einem hewegten Trog fasst J. G-rdg&r^^^) als 
PondGlsciiwingiingen auf und findet fur garinge Aussckiage 

^ jr 2Z 

Wird ein Scii-wingen aus praktiscken Griinden vermieden, yerharrt 
also die Miissigkeit relativ zum Bekalter in Ruhe, so keben sick die 
mit dem Spiegel parallelen Gegendrucke der Voider- und Hinterwand 
gegenseitig auf. Als Aussenkrafte bleiben dann nur die Sekwere und 



Sckwiugungen aller Art, also auck keispielsweise Wellen- 
bewegungen, kaben Druckveranderungen zur Polge und zwar nimmt 
nack J, Boussimsg^^ wenn v die sckwankende lotreckte Gesckwindig- 
keit bedeutet, der Druck auf eine wagereckte Flacke durck die Be- 

wegungsimpulse um den Mittelwert von ~ ab. Tatsacklick fand 

A. de Galigny^’^), dass in einem Bekalter, der mit einem benackbarten 
Gerinne in Verbindung stekt, der Spiegel sinkt, wenn man im Ge- 
rinne Wellen erzeugt. 

Wenn auf eine sckwingende klebrige Miissigkeit eine langsam 
anwacksende Storuug einwirkt (z. B. das die sckwingende Flussigkeit 
entkaltende Gefass pendelt), so verursackt dies nack O.JReynolds^^^ dass 
die Flussigkeit die Sckwingungsdauer der Storung (also der Pendel- 


445) Zeitschr. d. osterr. Ingen.- u. ArcMt.-Ver. 53 (1901), p. 725 745 

446) J. des math. (3) 9 (1883), p. 425; Paris C. R. 114 (1892), p.’ 937- Kor- 

rektuT der Plutmesser ebenda 116 (1892), p. 77, 149, ’ • 

447) Reekerclies sur les oscillations, p. 297, Pussnote. 

448) 0. Reynolds, Manchester Phil. Soc. Proceedings (4) 9 (1896) u 167 
= Papers 2, p. 588. 
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12. Der Widderstoss. 

scMage) annimmt und zugleich. dieselbe oder die entgegengesetzte 
Phasej je nacbdem die Schwinguiigsdauer der Storkraft grosser oder 
kleiner als jene ist, welcke die Fliissigkeit bei Fortfall der Storung (z. B. 
ruhigem Bebaltnis) anfweiseii wiirde. Reynolds fiihrt es bierauf zuriick, 
obne jedocb den strengen Beweis zu liefern, der also nock ausstebt, 
dass, wenn ein pendelndes Gefass 01 nnd Wasser entbalt, Spiegel und 
Zwiscbenspiegel syncbron mil dem Gefass scbwanken und zwar letzterer 
mit yiel starkerera Ausscblag als ersterer. 

13. Der Widderstoss. 

12 a. Der Widderstoss in Rbhren. Wenn in Wasseiieitungen 
durcb Einscbaltung eines Hindernisses, z. B. teilweisen Scbluss eines 
Scbiebers, das Wasser in seiner Bewegung aufgebalten wird, so steigt 
sein Druck zunacbst iiber den endgiltigen, den es erst spater annimnit. 
In den alteren .Betracbtungen wurde Torausgesetzt, dass das gesamte 
im betreffenden Robre entbaltene Wasser gleicbzeitig seine Gescbwindig- 
keit vermindere und dass die Verminderung der lebendigen Kraft 
wabrend der Einscbaltung des Hiudernisses in Arbeit zur Kom- 
pression des Wassers und zur Debnung der Robrwand verbraucbt 
werde, ferner dass die Robrreibung yernacblassigt werden dxirfe. 

Diese Ansicbt bracbte zuerst L. F. Menabrea^^^) in einer Eormel 
zum Ausdruck, -wobei er uberdies annabm^ dass die Robrwand durcb 
den Stoss bis zu ibrer Elastizitatsgrenze in Anspruob genommen sei. 

H. G. Sacker^^^) stellte eine Formel fiir den grosstmoglicben 
Riickscblag auf und macbte Yersucbe fiber den Ruckscblag bei Be- 
nutzung verscbiedener Habne. 

J. P. OhurcJi^^^) tracbtete die beim Scbieberscbluss erfolgenden 
Veranderungen der Durcbflussflacbe in Riicksicbt zu zieben, erbielt 
jedocb fiir gleicbformigen Scbluss eine Formel, nacb welcber bei 
Ausfluss ins Freie der Druckzuwacbs um so kleiner ausfiele, je grosser 
der Anfangsdruck war. 

PJi. ForcJiheimer^^'^) beobacbtete beim Scbliessen iiblicber Wasser- 
leitungsscbieber, dass sicb der Druck nur gegen Bnde der Scbieber- 
bewegung steigerte und ungefabr im Augenblicke des vollkommenen- 
Scblusses am grossten war. Stebt nun das Wasser (vom Eigen- 
gewicbt y) unmittelbar binter dem Scbieber unter einer Druckbobe 
wobei M die Anfangsdruckbobe (in Meter), h den Stosszuwacbs 

449) Paris 0. B. 47 (1858), p. 221. 

450) Zeitscbr. d. Yer. deutscb. Ingenieure 14 (1870), col. 110. 

451) Joura. Pranklia Institute (3) 99 (1890), p. 328, 374. 

452) Zeitschr. d. Yer. deutsoh.. Ingenieure 37 (1893;, p. 216. 
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■bedeutet, und fliesst sekundlicli die Menge q aus, so fiilirt es wahrend 

der Zeit t eine Arbeit Ti) dt aus dem Eolir, welche Arbeit 

0 

durch die lebendige Kraft zur Zeit Null und durcb die Arbeit 

yfqEdt des vom Bebalter bis zum Scbieber niedersinkenden Wassers 
0 

geliefert wird. Der N erfasser gelangte scbliesslicb zur Naberungsgleicliung 
(169) 7 w = 41/^, 

in der r den Halbmesser des Robres^ H den der Abscblussscheibe 
(des sogenannten Scbieberkeiles), I die Stranglange in m, T die Schluss- 
zeit (in sec) und q) eine durcb Versucbe zu bestimmende Konstante 
bedeutet, die er im Mittel = 0,22 secm"^ fand. 

Ebenfalls aus der Arbeitsgleicbbeit entwickelt A. Rateau^^^) fur 
gleicbformigen Scbluss in der Zeit T, starre Robfwand und un- 
zusammendriickbare FMssigkeit 

h — 

2gJST'—lu,’ 

worin Uq die S tromu ngsgescbwindigkeit bei ganz offenem Scbieber 
also ungefabr y^gH bedeutet, wabrend A. Budau^^^) die Naberungs- 
formel 


7 , ^^^0 

«max 

empfieblt. 

Die Entwicklung von (169) vernacblassigt die Energie, die im 
Robre in Form von Bewegung und Pressung zuriickbleibt. Dass beim 
Scbieberscbluss nicbt alle Energie verscliwindet, gebt 
aus den Erwagungen bervor, die A. Ritter fiir 
den Stoss elastiscber fester Korper und J. P. 
Fri^ell^^^') fiir den Wasserstoss eingeleitet baben. 
Stosst die TVassersiiule von der Lange I gegen 
eine feste W and, so staucbt der entstebende 
Stossdriick das Wasser, das beisst, er 

Vig. 48. verdicbtet dasselbe, wabrend er zugleicb die Robren 


453) J.. Fateau, Traite des turbo-machines 1, Paris 1900, p. 245 = Revue 
de mecanique 6 (1900). 0. Goerits, Einfluss der Wassertragheit auf die Regu- 
lierung von Turbinenanlagen, Wien 1904, nimmt ebenfalls starre Rohrwand und 
unzusam’mendruckbare Eliissigkeit an. 

464) ZeRschr. d. osterr. Ingen.- u. Archit.-Ver. 67 (1905), p. 421. 

465) Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingenieure 34 (1890), p. 196; 35 (1891), p. 1383 

466) Amer. Soc. of Civ. Eng. Trans. 39 (1898), p. 1. B ist 2,07 ■ lO^kg m-2 
bei Gusseisen beilaufig 9-10®kgm-2. 
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ausweitet, Dabei ist anzunebmen, dass die Grenze zwiscben dem ge- 
staiicbten mid dem ungestaucliten Teil gleicbformig sclinell gegen 
den Bebalter riickt. Geschielit das mit der Scbnelligkeit w, so wird 
die ganze Saule in der Zeit I : w gestaucbt und befindet sich. dann 
iinmessbar kurze Zeit in Rulie. Zum Znsammendriicken des Wassers 
nncl Weiten des Robres wurde in dieser Zeit, wenn ^ den kubiscben 
Elastizitiitsmodul des Wassers, den linearen des Robrmateriales, 
m die Wandstarke bezeicbnet, die Arbeit 



anfgewendet und bierzu die urepriinglicbe lebendige Kraft yTtlr^u^ :2g 
verbraucbt, woraus 


(170) 




4 . .1L.\ 
E ^ mJEj 


bervorgebt. Die Konstanz der Wassermenge erfordert, dass 


(171) 



sei. Aus (170) und (171) folgt^'^'^) 


(172) 

und 



(173) 


/imax = U‘W : g. 


Hiernacb dauert bei plotzlichem Scbieberscbluss die Drucksteigerung 
so lange, wie die Staucbgrenze braucbt, um die Strecke I bin- und 


zuriickzulaufen, also einen Zeit- 
ratim 21 : to. Ein allmablicber 
Scliieberscbluss in der Zeit T 
kanii als eine Reibe plcitzlicber 
Gescbwindigkeitsverminderup- 
gen aufgefasst werden, deren 
Wirkungen sich, wenn T<. {2hw) 
ist, im Zeitraume T bis 21 : tv 
addieren. Hiernacb miisste bei 


rz~ ~z~] 


-p 


1 


I 

1 

, 1 

1 

J 




rfi 


^eit 




Fig. 49. 


allinablicbeiu Scbieberscblusse der Druck H h einige Zeit konstant 
bleiben und dies haben Versucbe von K JouJcowslm/^^) tatsacblicb 


bestiitigt. 


457) Formel (172) stimmt librigens genavi mit jener iiberein, welcbe 
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Wird in (172) das Wasser als unzusammendruckbar betraebtetj 
also J5' = oo gesetzt, so gebt (172) in den Ausdruck iiber, den' 
durcb Versucbe von J, E. Marey^^^) mit Kautscbukrohren angeregt^ 
H. BesaV^^) fur die Fortpflanzungsscbnelligkeit von Pulsscblagen ab- 
leitete. A. Budau^^^), welcber annabm, dass alle lebendige Kraft fur 
die Robrausweitung verbraucbt wird, fand 


(S-+ = llJl + 2-^) = 

\ «max/ yg ^ 

welcbe Formel mit (170) iibereinstimmt, wenn nicbt nur E = oo, 
sondern aucb EL = ist. M. Mesal ging zum Unterscbiede von 
E P. Frisell von einem scbeibenformigen Fliissigkeitselement aus und 
ibm-folgten N.Joukowsky und L. AlUevi^^^). 

Bezeicbnet den Abstand von der Miindung, y die Druckboben- 
steigerung an beliebiger Stelle, h die an der Mtindung, so gilt bei 
wagerecbtem Robr nacb den Pw^er’scben Grleicbungen^®^) unter Ver- 
nacblaspsigung der Robrreibung 

t (du du\ d y 

g\dt 

Oder, weE die Wassergescbwindigkeit u sicb zwar sebr rascb andert, 
aber selbst klein ist, genau genug ’ 

(174) • 

g dt . dx 

Die Drucksteigerung wirkt auf Wasser und Robr und die Konstanz 
der Masse verlangt, dass bierbei 


(175) 


dx m) dt 


E. EoHeioeg fur die Fortpflanzung des Schalles in Rohren aufgestellt kat Ann 
Pliys. Chem. N. 5 (1878), p. 525, ’ 

458) Petersburg, Mem. dePAcad. des Sciences ( 8 ) 9 (1900), Nr. 5 , p. 18 u.f. 

Versucbe baben aucb E. B. Weston, Amer. Soc. Civ. Eng. Trans. 14 (1885), p. 238' 
und B. G. Carpenter, Amer. Soc. Mecban. Eng. Trans. 15 (1894), p. 510 ver- 
offentbcbt. 

469) Pbysiologie expdrimentale, Travaus du laboratoire de M. le professeur 
Marey, 1875. Kurzer Auszug J. de pbys, 4 (1875), p. 257. S. a. E. H. Weber 
Uber die Anwendung'der Wellenlebre auf die Lebre vom Kreislaufe' des Blutes 
(1860) in Oswald’s Klassikern. 

460) J. des matb. (3) 2 (1876), p. 342. 

461) Zeitscbr. d. Ssterr. Ingen.- u, Arcb.^Vereins 57 (1906), p. 419 . 

462) Atti deUa Societa degli Ingegneri ed Arcbitetti 37 (1903); aucb als 
S. A., Teona generale del moto perturbato deU’acqua, Torino (1903) sowie Poli- 
tecnico 51 (1903), p. 360, 405, 490, und Revue de mdcanique 14 (1904) p. 10 f. 

463) Siebe IV 15, Nr. 8 {A. E. H. Love), p. 63, 01. (1). 
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bleibe. Bei Einfiibrung einer durcb Gl. (172) ausgedriickten Grosse 
w verwandelt sicb (175) in 

n 76^ JL ^ 

^ ^ ~dx ~~ w' ‘ dt 

und dann lautet die Losung yon. (174) und (175) 

(177) 

(178) 




woriii Uq die Gescliwindigkeit fiir y = 0, also bei rubigem Betriebe 
bedeutet. Nacb (177) nnd (178) wandern alle Ersclieinungen mit 
der Scbnelligkeit w stromauf oder stromab und zeigt sicb die fiir 
u = 0 eintretende Maximalpressimg 


(179) 






) 


wie dies aucb Gl. (173) ergab. Wenn das Yerbaltnis der Scbieber- 
oflEnung zum Eobrquerscbnitt durcb die Funktion (p(f) ausdrbckbar 
ist, gilt fiir die Beziebung der Ausstromungsgescbwindigkeit U zur 
(stets kleineren) Ankunftsgescbwindigkeit u offenbar 

(180) u=U(p{t) 

und bei Vernacblassigung der Reibung und Auslauf ins Freie 

oder bei kleiner Offnungj also kleinem u genau genug: 

(181) u = (p'(t) ■ y2g(E+h). 

Aus (178)j (179) und (181) folgt fiir die Miindung 

(182) , (/w-/^)' — 2(if+/0T9’'(0 = O 

9 

und fiir beliebige Robrstellen gemass (177) 

(183) 2 + = 

Wird die Ausflussoffnung gleicbmassig in einer Scbliesszeit T, also 
nacb dem Gesetze 


(p(t) = 


T 


y(o) 


T 


T 


h 


T 


max 


y; 


2H 


T , T 

verkleinertj so gebt endlicb bieraus in Verb indung mit (182) und 
(183) fiir die Druckyeranderung an der Miindung 


(184) 


T 




h 


V H-\- 


fh 
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und fur die Druckverteilimg zur Zeit T aru Strange 


V: 


S 


S + y 


(185) x = wT 
liervor^®^). 

1st die ScMiesszeit T'>2l:iv, so kelirt vom Einlaufe nocli vor 
dem vollendeten ScUusse eine Stossfolge bis zur Miiudung zuriick. 
Kommt die Leitung aus einem Bebalter mit offenem Spiegel, so 
berrscbt am Einlaufe unveranderlicber Druck und gilt vom Zeitpunkte 
21 \w bis znm Zeitpunkte T statt (177) und (178) bei wagerechtem 
Robr 

(186) y = + 

(187) = + 

und statt (182) 

(188) (Jw -h- m - 2(71 + 70 . ^\t) = 0, 

worm f die Grosse bedeutet, die h zur Zeit t — ™ besass und 7imax 
wieder durcb (179) gegeben ist^®®). Nacb (183) ist es moglich bei 
gegebenem I, S, w, cp if) und % eine Tabelle der h fiir t <C(2liw) und 
dann nacb (188) fur die Gegenstossperiode, das ist fiir (21 : w) <.t <. T 
zu berecbnen. Allievi^^^) zeigt, dass bei gleicbmassiger Verkleinerung 
der Ausflussofbiung wahrend des Gegenstosses der Stossdruck h fast 
konstant bleibt, und nacb der Taylor^ Bok&n Reibe an der Mtindung 

gesetzt werden kann, so dass sicb 

(189) 

ergiebt. Da bei gleicbformigem Scbliessen zugleicb naberungsweise 




(190) 

du 

dt 

y2s(fl+A). 


V'2s.(ff + i) 

ist, folgt 





(191). 


h~ 

■ 

|/» 3 '‘ 

Oder 




(192) 

+ — 

h) {2S+ + 3^ 

464) 

Allievi’ 

s Gl (18). 



465) 

Allievi' 

s Gl. (32). 



466) 

Teoria 

generale, p. 35. 




Ty2gS 


0 . 
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Von den beiden Wurzeln dieser Bestimmungsgleicbung giebt die eine 
den erbobten Miindungsdruck des Gegenstosses bei gleicbmassigem 
Scbluss, die andere den verminderten bei Offnung eines Scbiebers. 
Bei langerem Robr, bei welcbem die Reib ungen nicbt mebr vernacb- 
lassigt werden diirfeu, verliert GL (192) ibre Giltigkeit. 

tibrigens kann die Offnung eines Scbiebers, da sie Scbwingungen 
verursacbt, aucb den Druck erboben und Allievi^'^'^) entwickelt, dass 
der grosste Druck H 1,23 S entstebt, wenn man den Scbieber 

in der Zeit T'^i^l'.w') so weit offnet, dass das Offnungsverbaltnis 
(p = 0,3 (Wq : w) wird. 

Es ware sebr zu begriissen, wenn eine Wiederbolung der Allievi- 
scben Betracbtungen nnter Beriicksicbtigung der Reibnng gelange. 

13 b. Der Widderstoss bei Vorbandensein eines Windkessels. 
J. Michmd^^^) betracbtete den Fall, dass das Robr oberbalb des Ab- 



scblussscbiebers einen Windkessel besitze und fand das Druckmaxi- 
mum, falls es vor vollendetem Scbieberscbluss eintritt. 


(193) 




max — 


iT’ 


also unabbangig vom Windkesselinbalt, der bei Rubedruck TV be- 
trage. Feble jede Puffervorricbtung, so wiirde der Stoss nur balb so 
gross sein, wenn nicbt das Wasser und Robr elastiscb waren. So 
aber gelte (193) nur, wenn a den Druck der Atmospbare in Wasser- 
saulenbobe bezeicbnet, fiir 

^ ^ y -fa) + V g{H A- a) ' 

467) Teoria generale, p. 43. 

468) Bulletin de la Societe Vaudoise des ing^nieurs et arcbitecteS 1878, 
citiert nacb der 'Obersetzung Zeitscbr. f. Bauwesen 31 (1881), col. 422, 633. 
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Anderseits sagt A. Stodola^^^), dass der fur Turbiiienregelung 
erforderKclie Inhalt W nicM von dei- Rolirlange I abhange, wohl aber 
W > 400 r® sein soUe. 

A. Rateau^'^^) findet, dass der Druckzu'waebs in einem nicbt zu 
kleinen Windkessel bei Sobieberscbluss nacli der Grleicliung 


(194) h = 
schwankoj wenn 


r.| 

2gHT — lUf^ L 



H a 



fi = 


V- 


cj lBT 

l^L, 


A 

4 


gesetzt wird, cp das jeweilige Verbaltnis der Offnung zum Rolirquer- 
schnitt, das Anfangsverbaltnis bedeutet; liierbei legt i> die Phase 
mittels der Beziebung 

tang(fi9)o + 

fest. Damit der Windkessel niitze sei und keine den Stoss verstarkende 
Resonanz erfolge, miisse man annabemd 


AghT = nHu^ 

macben. 


L. Allievi'^'^^^ gelangte zum Scblusse, dass man durcb Windkessel 
nennenswert nur Stosse ermassigen konnOj welcbe durcb Offnungs- 
anderungen von weniger als 21 iw Zeitdauer veranlasst "werden. Damit 
die lebendige Kraft des ausfliessenden Strables durcb emeu Wind- 
kessel verkleinert werde^ mtisse dessen Inbalt bei Beginn des Scbliessens 

(196) + 

sein (wobei H in m). 

N. Joulcoivshj^'’^) macbte Yersucbe, bei welcben sicb das Wassef 
nacb plotzlicber Hemmung des urspriinglicben Ausflusses ins Preie 
von zwei Seiten in den Windkessel ergoss. Tritt in diesem eine Steige- 
rung der urspriinglicben Druckbobe S um h ein^ so muss fur die ur- 
spriinglicbe Grescbwindigkeit Mq und die verzogerte « nacb (177) und (178) 

~ 

469) tiber die Regulierung you Turbinen, Scb-weizeriscbe Bauzeitung 22 

(1893), p. 117, 134. liber Druck- und Saugwindkessel bei Kolbenpumpen Tiehe 
IV 21, Nr. 8 (Jf. Grubler). ^ 

470) Traitd des turbo-macbines, p. 249, 263. 

471) Teoria generale, p, 47. 

472) Petersburg,' Mem. de I’Acad. d. Sciences (8) 9 (1900), Nr. 5, p. 54. 
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gelten. Enthalt also der Windkessel urspriinglicli den Lnftraum Wq 
und spater W, so muss fiir zwei Zuleitungen 

(196) = 

sein, und bei adiabatiscber Luftverdichtung zugleicb 

(197) TFo'jS-==TF'-(j?+ 

wobei h — 1,4 das Verhaltnis der spezifischen Warmen bei kon- 
stantem Druck und konstantem Volum bezeicbnet. Es folgt 

(198) 0 = (fl+ + § 

Oder nacb Yereinigung mit (196) 

(199) dk 

S’‘ (B+K) ‘ 

Joukowslcy fiibrt nocb die im Windkessel bei Betriebstillstand berrscbende 
Druckbobe welcbe H um den dureb die Eobrreibung veranlassen- 
den Druckyerlust tibertrifft, ein, bat fiir den Lnftraum bei Betrieb- 
stillstand 

und leitet^”^^) fiir unbedeutende Stossdrucke h aus (199) eine mit seineii 
Versucben stimmende Naberungsformel 

ab, in der t die Zeit der Druckzunabme, namlicb den Zeitaufwand 
der Sfcosswelle fiir den Weg bis zur Reflexionsstelle und zuruck be- 
deutet. 

1st an ein Hauptrobr mit offenem Oberende (dem Bebalter) ein 
Zweigrobr mit gescblossenem Ende angescblossen, so ermassige, wie 
Joukoivsky anfiibrt, das Zweigrobr zwar zunacbst den Stossdruck, 
dafiir verdopple sicb aber der letztere, wenn die Stosswelle das ge- 
seblossene Ende trifft, und bier reflektiert wird. Da die Zuriick- 
werfung sicb wiederbolen konne, yermoge der Stoss bedeutend an- 
zuwacbsen. 

T. Crrimdwasserbewegimg. 

13. Vorbemerkung iiber die Bewegung des Wassers dureli enge 
B-ohren. Es seien bier nocb einmal die Q-esetze iiber die Bewegung 
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des Wassers in engen Eoliren zusammengestellt^^^), weil auch die im 
Erdboden vor sicli geliende anf diese Gresetze zuriickzufiiliren. ist^ und 
sie dater sofort viele Ersdieinungen der Grundwasserbewegung er- 
klaren. 

Wegen der laminaren oder gleitenden Bewegung (e'cotilement con- 
tmUf direct motion') in engen Eoliren ist der Druckverlust viel kleiner 
ala er nacb den oben (Nr. 4b), p. 334 u. f., augegebenen Gesetzen fiir 
die gleicbformige Bewegung sein miisste. Zugleicb unterliegt es, 
wenigstens wenn die Fliissigkeit die Wandung benetzt, keinem Zweifel, 
dass die "ausserste Scbicbt unbeweglicb baftet^^®), wabrend dies bei der 
turbulenten Bewegung niebt ebenso feststebt^^®). Nacb 0. Beijnolds^'^'^), 
welcber sicb auf eigene Versucbe, sowie auf die von J. L. M. PoiseuUle 
und H. Darcy stiitzt, folgt die Stromung in Eobren vom Durcbmesser D 

den Gesetzen der wirbelnden Bewegung, wenn der Ausdruck ^ 

• I 

worm Q die Dicbte und y, den „inneren Eeibungskoeffizienten^^ be- 
deutefc, einen bestimmten fiir alle Fliissigkeiten gleicb grossen Wert 
tibersebreitet. Fiir Wasser ist nacb Foiseuille^'^^) 

0,000 01837 „ 

^ 1 + 0,0837 T -f 0^00022 ^ ' 

worin T die Temperatur in Celsiusgraden bezeicbnet, und betragt die 
in msec ^ gemessene kritiscbe Gescbwindigkeit (fiir einen Eobrdurcb- 
messer D in m) ungefabr 

( 200 ) -1 1 1 

278 1 -j- 0,0337 T + 0,00022 ‘ D ’ 

Darnacb ist es z. B. fiir Wasser von 12® C. entscbeidend, ob 
i)?7< 0,0026 ist. Mit Gleicbung (200) steben die aus eigenen 


474) Ygl. das Eeferat von A. E. H. Love (IV 15, Nr. 16—18, p. 75—82). 

T . G) 25 (1872), p. 433 f. ; W. G. B. WJietham, 

Lond. Phil. Trans. (A) 181 (1890), p. 582. 

476) Ygl. oben p. 348. Bei Ausfluss ans einem Gefasse durch ein Ansatzrolir 
fliesst nacb Jf. Couette, Paris Theses 1890, p. 49 das Wasser in ibm znerst turbu- 
lent und tritt mit raubem Strabl aus; dann, wenn der Spiegel tief genug ge- 
sunken ist, scbwankt der Strabl fortwabrend zwiscben zwei Lagen, wobei er 
wenn er die grossere Sprungweite annimmt, glatt wird; endlicb folgt stetiger 
Ausfluss mit glattem Strabl. 

477) Lond. Pbd. Trans. 174 (1883), p. 935 = 0. Reynolds, Papers 2, Cam- 
bridge 1901, p. 51 f. 

^ 478) Paris, M^m.pre's.pardiv.sav. 19 (1846); Ann. cbbn.pbys.(3)7(1843),p.62. 

O. E. Meyer berecbnet aus Poiseuille'a Yersucben den Zahler zu 0,00001809 Ann. 
^bys. Cbem.N.F.2(1874), p. 394. 0. JJet/woWs setztespaterdenZabler =0 00001979 
Lond. Phb. Trans. 177 (1886), part 1, p. 171 = Papers 2, p. 242. 
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und fremden Yersuclien abgeleiteten Angaben von H. im 

Einklange. Au£ die kritiscbe aescbwindigkeit bat zuerst G. Sagen^^^) 
bingewiesen. Nacb dem Gesagten ist es fur den Eintritt der Turbulenz 
nicbt gleicbgiltigj wie warm die betreffende Flussigkeit ist. Findet 
aber wirbelmde Bewegung statt, so ist der Eeibungswiderstand nacb 
0. Reynolds nur mebr von der Diobte der Fliissigkeit und nicbt 
von. ibrer sonstigen Bescbaffenbeitj also aucb nicbt von ibrer Tempe- 
ratiir abbangig. Der Eeibungswiderstand entspracb bei seinen Eobren 
der Formel 
( 201 ) 

(worm a fiir eine und dieselbe Eobre konstant); dock fing der Gel- 
tungsbereicb von (201) erst an, wenii die Gescbwindigkeit l,325mal 
so gross wie die kritiscbe war^®^). 0. Reynolds bat aucb durcb Ein- 

fubrung eines gefarbten Wasserstreifens die Bewegungsweise sicbt- 
bar gemacbt. Dabei zeigte sicb, wenn er alle Vorsicbt bezuglicb des 
Zulaufs anwandte, die Bewegung in Scbicbten erst ganzlicb unmdg- 
licbj wenn er die Gescbwindigkeit auf mebr als das secbsfacbe der 
kritiscben steigerte^®®). 

Bei der gleitenden Bewegung setzt man den Eeibungswiderstand 
zwiscben zwei benacbbarten Scbicbten y ^ , wenn n normal zu der 

Scbicbt gemessen wird, die aus Teilcben gleicber Gescbwindigkeit u 
bestebt; y, ist fiir den ganzen Bereicb der Fliissigkeit konstant. 
Hieraus ergiebt sicb leicbt das RoiseiUlle-Hagen’ sche Gesetz, dass in 
runden Haarrobrcben vom Halbmesser r und Querscbnitt A der 
Durcbfluss (in cm® sec“^) 

(202) «=8)r5''^ 

oder die mittlere Gescbwindigkeit (in cm sec 


479) mtte, 18. Aufl. 1902, 1, p. 240. 

480) Ann. Phys. Chem. 46 (1839), p. 442. 

481) Lond. Phil. Trans. 1877 (1886), p. 167 = 0. EeynoUs, Papers 2, p. 238. 
Auch M. Couette, Paris Theses p. 48 bemerkt, dass die Temperatur wenig 
Einflnss zu hahen scheme, „-was schon Girard angedeutet habe“. Theoretische 
Begrundung: Lond. Phil. Trans. (A) 186 (1895), p. 123 = 0. Reynolds, Papers 2, 
p. 636; H. A. Lorentz, Amsterdam Verslagen (4) 6 (1898), p. 28. 

482) Lond Phil. Trans. 174 (1883), p. 975 = 0. Reynolds, Papers 2, p. 97, 
H. T. Barnes u. E. G. GoTcer, Lond. Roy. Soc. Proc. 74 (1905), p. 341; Ygl. Flamanfs 

Formel oben p. 338. n -n o 

483) Lond. Phil. Trans. 174 (1883), p. 943, 948 = 0. Reynolds, Papers 2, 

p. 60, 67. tiber die kritiscbe G-eschwindigkeit in konischen Rohren, s. Brit. Ass. 
Rep. '64 (1894), p. 564 = 0. Reynolds, Papers 2, p. 586. 
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(203) 0,03979 

betragt. Bildet das Bolu’ ein Prisma oder beliebigen Zylinder und 
ist die Bewegung stationar, so muss das Element der strbmenden 
Eliissigkeit durcb die Reibung langs eines Teiles der Seitenflacben 
ebenso yerzogert werden, wie bescbleunigt durcb die Reibung der 
iibrigen Seitenflacben, so dass — wenn man x und y senkrecbt zu 
einander und zur Stromungsricbtung misst — 

(204) 0 + |^ = O 

gelten muss^®^). Aus (204) lasst sicb die Greschwindigkeitsverteilung 
uber einen dreieckigen gleicbseitigen PrismenquerscbiiitP^®^), sowie aucb 
die mittlere Grescbwindigkeit ableiten, welcbe sicb, wenn der Quer- 
scbnitt die Placbe A bat, zu 


(205) 
ergiebt. 


U- 


1 AJy 

20 yl 


0,02887 


Die Benutzbarkeit von (205) gewinnt dadurch, dass J. Boussinesg^^^) 
fur verscbiedene Querscbnittsformen gezeigt bat, dass geringe Ver- 
druckung der Querscbnitte, sofern man deren Girosse beibebalt, TJ nicbt 
wesentlicb andert. 

jS. S. Sde-ShcLW^^^^ bait es auf Grund seiner Beobachtungen fiir 
nabezu erwiesen, dass aucb bei wesentlicb wirbelnder Bewegung die 
neben festen Wanden oder Scbwimmkorpern 
befindlicben Scbicbten nur gleiten. Zur Unter- 
stiitzung dieser Ansicbt werde beigefiigt, dass 
bei turbulenter Stromimg benacbbarte Ge- 
scbwindigkeiten tbatsacblicb an den Wanden 
viel starker als im Innern von einander ab- 
weicben — wenigstens bei netzenden Pliissig- 
keiten, bei denen anzunebmen ist, dass sie unmittelbar an der Waad 
unbewegbcb, baften. Nimmt man ferner an, dass die scbeinbare Wand- 
gescbwindigkeit an jener Stelle berrscbe, an der die laminare Be- 



Fig. 61. 


484) A. G-. GreenMl, Loud. Matt. Soc. Proc. 13 (1881), p. 43. 

486) jff. Lamb, Hydrodynamics, Cambridge 1896, p. 96, 523. 

486) Ebenda, p. 523. ' 

11 487) Inst. Naval Arcbit. Trans. (39) 1897, p. 145; 40 (1898) p. 21- Paris 
C. b. 132 (1901), p. 1306 ; vgl. lY IG, Nr. 1 e (A. E. H. Love), p. 97 u lY 19 ’ Nr 14 
(G. Zemplen), p. 322, sowie oben Nr. 4f.; p. 348. Fr. AMbom, Bber den Mecba- 
nismus des Widerstandes fltissiger Medien, Pbys. Zeitscbr. 3 (1901) p 120 
L.Frandtl, tber Pliissigkeitsbewegnng bei sebr kleiner Reibnng, Yerbaidlungen 
des 3. intemat. Matb.-Kongresses in Heidelberg, Leipzig 1906, p. 434. 
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wegung in die turbnlente iibergeht, so konnte man die Dicke a der 
laminar stromenden Sckickt bereelinen, fiir sehr breites rechteckiges 
offenes Gerinne Yon der Tiefe Ji bezw. fur kreisrunde Robren vom 
Halbmesser r wtirde dann namlich^^®) sowobl 


als aucb 


yjh bezw. yJ ~ ^ — 

Jli bezw. J" ” — 

u c 


gelten^ wonacb sieb fiir beide Querscbnittsformen 

__ fichip __ cii 

vU^ yy~BU 

fande, also — wie dies aucb Hele-SJimu beobacbtete — die laminar 
bewegte Scbicbt mit zunebmender Gescbwindigkeit diinner wiirde. 
In Zementrobren^ wie das von S. Basin^^^) untersucbte, ware also 
(wegen ^ — 0,0000181 gseccm“^, = 3012 msec”®, Wq = 0,742 U, 

y = 1 gem"'®) a — wobei a und U in cm bezw. cmsec"^ aus- 
zudriicken siiid. 



14. Bewegung des Wassers durcli Sand. Zum Zweeke der Er- 
forsebung des Durcbflusses des Wassers durcb ein Kugelbaufwerk 
ordnet C. S. SUcMer zunaebst aebt voll 
gedaebte Kugeln vom Durcbmesser d 
derart an, dass ibre Mittelpunkte die 
Ecken eines Rbomboeders bilden, dessen 
Oberflacbe aus Rbomben von der Seiten- 
lange d und den Winkeln d bezw. 180®— d 
besteheii^®®) (Fig. 52). VomRbomboeder- 
inbalt d®(l — cos d) ]/l + 2 cosd wird daim durcb die aebt sicb be- 
riibrenden Kugelausscbnitte stets der Teil — ^ ausgefullt, wabrend der 

Kern bobl bleibt. Das Verbaltnis 7n des Hoblraumes zum ganzen 

Rbomboeder wird dann durcb 

(207) m = 1 

ausgedriickt und fiir die Grenzwerte von d, das ist fiir d = 60® bezw. 
90®, zu 0,259 bezw. 0,476, Den Rbomboederboblraum fasst C. S. 
Slichier als Pore von wecbselndem dreieckigen Quersebnitt und einer 



488) Vgl. oben Gl. (9) iind (23), p. 335 u. 349. 

489) Paris, Mdm. pres, par div. sav. 32 (1902), Nr. 6, p. 4, 8, 14. 

490) Annual Report of the United States Geological Smvey 19^ (1899), p. 311. 
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krummen Axe auf, deren Lange er, falls das Rliomboeder die Hoke 1% 
besitzt, zu^®^) 


(208) 

berechnet. 


I = h 


1 -f- cos 8 


sin d ]/ 1 -}- 2 cos d 


(l,195 — 0,39 


Den Durchfluss bewertet er dann auf Grrund der Annabme des 
Poiseuille scken Gresetzes bei 10® 0. iind setzt so den Durcbfluss (in 
cm® sec dnrcb einen mit regelmassig geordneten Kfugeln von d cm 
Durchmesser angefullten Zylmder vom Qaerscbnitte F (in cm®) gleicb 

-Fd^ 


(209) 


Q == 7,77 J 


■wobei der Koeffizient x fiir jedes aus einer Tabelle^®®) zu entnebmen 
ist und sick fur m zwiscken 0,26 und 0,47 von 0,843 bis 0,118 be- 
■vvegii als Grefalle J ist das Yerkaltnis des in Wassersaulenkoke ge- 
messenen Druckuntersckiedes zweier Zylinderquerscknitte zu deren 
Abstand anzuseken. 

Versucke von King^^^) kabeii dargetkan, dass (209) anwendbar 
bleibt, wenn man es statt mit Kugeln mit natiirlickem durch Siehen 
auf einheitliclies Korn gebraclitem 8and zu tkun kat. Dock wuoks bei 
^ ^ Durckfluss bei steigendem Druckgefalle weniger als 

letzteres. 

Bei nct/turlichcn Foinsandon kat zuerst AT. Furcy^^^ die Propor- 
tionalitat von Durckflussmenge und Druckverlust beobacktet. 

Dividiert man die Durckflussmenge durck den Querscknitt des 
durckflossenen Raumes, wobei man sick nickt nur die Poren, sondern 
auck die Rorner durckflossen denkt, so erkalt man die Filtergescliwin- 
digTceit niF, welcke demnack nur ein Bruckteil der wakren mittleren 
Porengesckwindigkeit U ist. F. Seelhmn^^^) fand, dass bei 12® 0. die 
Piltergesckwindigkeit (in cmsec”^) in reinem Quarzsand vom mittleren 
Korndurckmesser d (in cm) 

(210) mU=0,dSdJ 

betragt. Da es fiir die Porengrosse, also die Durcklassigkeit, mekr 
auf die kleinen Romer, die sick zwiscken grossere einlagerii konnen, 


491) Ebenda, p. 313. 

492) Ebenda, p. S26. 

493) Ebenda, p. 241. 

494) JV. Darcy, Les fontaines publiques de la Vide de Dijon 1856, p. 590, 

Weitere Litteratur: Ph. Forchheimer, Zeitschr. d. Ver. deutsck. In^en 45 ri901’)' 
p. 1736. s • ^ y, 

495) Zeitschr. f. analyt. Ohemie 19 (1880), p. 387. 
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als auf letztere ankomint, fiilirt A. B.asen^'^^) den Begriff des wirlc- 
samen Korndurckmessers {effective $m of grain) d^ ein. Dieser wird 
dadurcli gekennzeichnet, dass samtliclieKorner, derenVolumen kleiner als 

der Kugelinhalt ^ zusammen y^o des gesamten Sandgewichtes 

wiegen sollen. Die Grleickung A. Haven's bezieht sick auf grosst- 
mogliclien Durclidrang, leicliteste Sckuttuug, 10“ 0. und lautet (fur 
U in msec“^j in cm) 

(211) mU=l,lQdU- 

Bei abweickender Temperatur andert sick m U ansckeinend dem inneren 
Reibungskoeffizienten (vgl. p. 446) g entsprechend. 

F. Seelheim befasste sick auck mit der Fwrclildssigheit von Thon 
und geschlmnmter Kreide und fand sie sekr klein. Hiermit stekt es 
in Einklang, dass sckwacke Yerunreinigungen des Sandes mU ausser- 
ordentlick verringem. Bei groberem Korn oder scknellerer Bewegung 
wackst nack G. Froher^^'^) mU nickt mekr so stark, wie tT. Das be- 
obaoktete auck A. JELami, der mit Gefallen bis zu 0,1 arbeitete, als er 
d^ uber 0,2 cm waklte, und TJ. Masoni bei nook so feinen Sanden, als 
er zu Druckgefallen von mekr als 100 sckritt. Es tritt also turbu- 
ente Bewegung ein, wenn auck deren Beginu, da die Gresckwindigkeit 
in den einzelnen Porenstrecken versckieden ist, sick nickt so deutlick 
wie bei Haarrokrchen aussert. Nack P/i. ForcMieimer^^^) entsprecken 
Form ein vom Bau J — cc{niU)^ weniger gut als solcke vom Bau 
J=a{mU) + f{mG)"- 
und zeigen sick bei Wakl der Form 

J = a{mU) f{mTff + y{m'OY 

die Konstanten a, /3 und y positiv. 

Ein gegenteiliges Verkalten zeigt merkwiirdigerweise nackXm^^®®) 
und Newell^^^) poriger Sandstein und, wie es sckeint, manckmal selbst 
feiner Sand, namlick eine Zunakme des Yerkaltnisses mU : J mit 
wacksendem Auck bei Haarrohrcken soli dies nack E. v. Begeczy- 

Nagy^^^) bei grosseren Druckeii zu beobackten sein. 

496) 24^^ Annual Eeport of the State Board of Healtli of Massacbusetts ; 
A. Hazen, The filtration of public water-supplies, New York 1895, p. 19. 

497) Zeitschr. cl. Ver. deutsch. Ingen. 28 (1884), p. 617. 

498) Bbenda 46 (1901), p. 1782. 

499) Annual Eeport of the U. S. Geol. Survey 19® (1899), p. 147. 

500) Ebenda, p. 135. 

501) Ebenda, p. 156, 241. 

502) Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn 1 
(1882/83), p. 232. 


452 IV 20. Fh. Forchheimer. Hydraulik. 


15. Stationare GrrandwasserTbewegung. 

15 a. Stationare Grundwasserbewegung in raumlicher Behand- 
lung. Die Druckverteil-ang bei Stromung von Grundwasser lasst sicli 
duTcii die Wasserbolien messen, die sich in unten oifenen Standrohren 
einstellenj welclie man bis zn dem jeweils zu untersuchenden Punkt 
in den Boden getrieben bat. Zwiscben Punkten, deren Standrobr- 
spiegel sicb in gleieber Hobe befinden, ben-scbt Gleicbgewicbt. Fasst 
man nnn aide Pnnkte gleicb bocbgelegener Standrobrspiegel zusammen, 
so erbalt man Placben^ die das Wasser senkrecbt durcbquert. Nacb 
dem Vorigen erfolgt diese Stromung, wenn ii die (beliebig gericbtete) 
Filtergescbwindigkeit bedeutet^ in feinporigem Boden nacb dem Gesetze 


(^12) mti — — IcJy 

worin die ^Durcblassigkeit'^ h eine fur den betreffenden Boden kon- 


stante Zabl, namlicb die Filtergescbwindigkeit beim Gefalle 1 be- 
deutet. 


Fiir einen einsigen wasserciAifneJimendefi JPunld in unendlicber 
Bodenmasse werden die Flacben zu konzentriscben Kugeln mit dem 
Punkt als Mittelpunkt und fallen die Stromlinien mit den Kngel- 
radien zusammen. Bezeicbnet man diese mit It^ den gesamten Zu- 
fluss zum Punkt mit Q, so gilt 


(213) 

und daber 


— mti = 


Q 


(214) 


niit Q 


Oder, wenn b die Hobe der Standrobrspiegel iiber einer festen wage- 
recbten Ebene bedeutet, 

(215) = 

Es ist, wie bieraus ersiebtlicb, .s ein JSfewton'scheB Potential. Zugleicb 
ergiebt sicb, dass das Grundwasser wie eine Pliissigkeit der tbeore- 
tiscben Hydrodynamik stromt, deren Gescbwindigkeitspotential dem 
Druck B proportional ist®®^). 

Potentialtbeoretiscbe-Betracbtungen®°^) sind also auf Grundwasser- 
bewegung durcb blosse TJmdeutung ubertragbar. So folgt z. B. obne 
weiteres, dass bei elliptiscber Durcbbobrung emer dicbten, ebenen 


603) Das Gescbwindigkeitspotential wird = ^ (vgl. IV 16, Nr. lb, Love, 

804) FJi. Forchheimer, Zeitscbr. d. Osterr. Ingen.- n. Archit.-Ver. 57 (1905), 
p. 585. Konfokale Ellipsoide als Potentialflachen: (?. AKrcMo/T) Mecbanik 3 Aufl' 
Leipzig 1883, p, 207 f. ’ 
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Schiclit, miter welcher sicli wasserfiilirender Boden allseitig auf grosse 
Entfernung tin erstreckt, das Wasser zur Offnung (der Brunnensohle) 
in Hyperteln fliesst, die alle die- 
selbe durct den Ellipseninittelpunkt 
getende und zur dictten Schiclit 
sonkrectte Axe besitzen und ibren 
Brennpunkt auf der Bandellipse 
baben (vgl. Eig. 53). Der gesamte 
Druckverlust bleibt, selbst wenn 
die Zustromung aus dem Unend- 
licben erfolgt, in diesem Falle 
endlicb. 

Fiir eine kreisformige Offnung 
Yom Halbmesser r, aus der in der 
Zeiteinbeit die Menge Q emporquillt, folgt fiir den Druckverlust vom 
Unendlicben bis zur Offnung 





|i 

.- 4 -- 
1 1 

— 


- 





Fig. 53. 


(216) 


H—h = 


ikr 


(worin k die Durcblassigkeit der Bodenart). Bei Betriebsstillstand 
ist der Spiegel im Brunnen so bocb wie im Unendlicben; H — h be- 
deutet also zugleicb die Spiegelsenkung im Brunnen infolge seines 
Betriebes. Grl. (216) gilt nocb angenabert fiir einen Brunnen mit 
dicbter Wand und offener Soble, aucb wenn keine undurcbliissige 
Erdscbicbt die Wand umgiebt und kann nacb Ph. ForcMeimer^^^) 
sogar naberungsweise als Grleicbung der Meridianebene des Tricbters 
gelteiij den die G-rundwasseroberflacbe um den Brunnen berum bildet. 
Zwiscben den Hoben \ und bat dieser Tricbter (einschliesslicb 
des betreffenden Brunnenteiles) den Rauminbalt 


Y =3 £ !_ 




(worin p die Tiefe der Brunnensoble unter dem Rubespiegel). 
Wil'd der Brunnenbetrieb eingestelltj so andern sicb zunacbst die 
Gefalle nur wenig, so dass der Zulauf vorerst Q bleibt und das an- 
kommende Wasser den Tricbter in einen unterirdiscben Teicb mit 
wagerecbtem Spiegel verwandelt. Der Brunnen fasse zwiscben 
7^2 die Wassermenge Dann gilt, wenn das Ansteigen des Spiegels 

von 7q auf \ die Zeit braucbt: 


Q 'ki = w 7^2 H" ”^12? 

505) Ph. FoTchJitimer, a. a. 0. p. 587. Hiermit im Eiuklang: Versuche von 
TMvenet, Ann. des ponts et cbaussdes (6) 7 (1884), p. 200. 

506) Zeitscbr. d. osterr. Ingen.- u. Arobit.-Ver. 57 (1905), p. 590. 
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so dass bei bekanntem Porenverbaltnis der Bodenart aiif ibre Durch- 
lassigkeii; Ji gescblossen werden kann. 

Liegen mvei ahnliche Gniben^^'^ vom Langenverbaltnis n in einem 
ansgedehnten tiefen Sand- oder Scbotterboden und verandert man 
durcb Pumpen den Wasserspiegel um beide Grruben in ahnlicher 
Weise, so werden — der JLbnlicbkeit wegen — die Gescbwindigkeiten 
in einander entspreebenden Pnnkten einander gleicb, so dass der einen 
Grrnbe in gleicber Zeit ^i^-mal soviel als der andern zufliesst. Anderer- 
seits muss, so lange sicb der Spiegel nicbt wesentlicb andert, der 
Zudrang in die namlicbe Grube ungefabr den Gefallen, also ibrer 
Spiegelsenkung proportional sein. Will man also gleicbe Senkungen 
in den beiden Gruben verursacben, so muss man aus der einen ^^-mal 
soTiel wie aus der andern entnebmen oder das Yerbaltnis der Ent- 
nabmen dem der Langen gleicb wablen. Eine Eortsetzung der Be- 
tracbtung zeigt, dass wenn es sicb nicbt um Dauerbetrieb bandelt, 
sondern die Aufgabe vorliegt, in beiden Gruben die Spiegel in gleicber 
Zeit aus ibrer ursprnnglicben Lage gleicb tief zu bringen, das Verr 
baltnis der bierzu erforderlicben Entnabmen zwiscben n und liegt, 

Bei artesischen JBnmnen kann der Eeibungsverlust im Steigrobre 

und die Gescbwindigkeitsbobe ^ meist vernaeblassigt werden und 

wacbst der Druckverlust im Untergrund bei konstantem 7c proportional 
der Gescbwindigkeit IT im Steigrobre. Hieraus folgert J. 
dass U und also aucb die Ergiebigkeit der Tiefe li proportional ist, 
in welcber das ausgiessende obere Ende der Steigerobre unter dem. 
Spiegel liogt, bis zu welcbem das Wasser iiberbaupt emporsteigen 
kann. Dies wird durcb die Erfabrung bestatigt®®®). J! Dupuit^^^') 
stellte aucb Betracbtungen iiber den gegenseitigen Einfluss mebrerer 
Bobrungen an. 

15 b. Stationare Gtrundwasserbewegung als Plaobenproblem. 
Zunacbst wird die Grundwasserbewegung zum Elacbenproblem, wenn 
der Spiegel eine Zylindeirflacbe mit wagerecbten Erzeugenden bildet, 
wie dies bei der Zusickerung in eine gerade Elussstrecke gescbiebt. 
Bescbreibt bierbei die Grundwassersoble im Scbnitt eine flacbe Parabel, 
so gebt die Differentialgleicbung in die mccati^sche tiber und fiibrt 

507) Ph. Forchheimer, a. a. 0. p. 591. 

508) J. Dupuit, ^Itudes, 2. M. 1863, p. 261. 

509) J. Trait4 de la conduite et de la distribution des eaux, Paris 

1865, p. 104 f.; G. A. Demetriades, Tecbnologie sanitaire 5 (1900), p. 362; 6 (1901), 
p. 441; 7 (1901), p. 49, 105. 

510) J. Dupuit, Etudes, p. 267. 
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itre Losung auf BesseVsche Funktionen^^^). Als verwandte Aufgake 
sei hier die Bereclmting der Sickerung durcli einen Damm genannt ). 

Bei naliezu wagereckter Bewegung vereinfackt sick kei nickt 
zylindriscken Formen des Grundwasserspiegels die Aufgake dadurck, 
dass, weil die Drnckverluste in der Bewegungsricktung erfolgen, 
keine nennenswerten in lotreckter Ricktnng mekr aiiftreten. Anf 
den iiker einander kefindlicken, fast gleick langen Wasserfaden sind 
also in diesem Falle die Drnckverluste unter einander nnd mit dem 
Gefalle des obersten im Grundwasserspiegel liegenden Fadens fast 
gleick. Bezeicknet 0 die Grnndwasserspiegelkoke Tiber einer wage- 
reckt angenommenen undurcMassigen Sckickt nnd wird anf dieser 
ein Axenkrenz xy gezogen, so ist dann znfolge Gl. (212) die 

Filtergesckwindigkeit in der aj-Ricktung == 7^ ^ nnd die Dnrck- 

flnssmenge in der Zeiteinkeit in derselben Ricktnng fiir den Streifen 
von der Breite Eins 

™ ^ . 


Ebenso findet sick fiir die ^/-Ricktnng ^ * Aus der Forderung 

der Kontinnitat folgt sofort die von Ph. Forchheimer^^^) fiir sckwack 
geneigte Grundwasserstromnngen aufgestellte Differentialgleicknng 


(217) 


^!) j_ 
dx^ ‘ 


dy^ 


0 . 


Dnrck Funktionen zweiten Grades ist (217) erfiillt, sie stellen 
den Spiegel vom Grundwasser dar, das sick in einen Fluss®^^) oder 
anck in einen Hanpt- nnd einen in ikn niiindenden Nebenfluss er 
giesst. Fiir letzteren Fall sind allerdings allgemeinere Losungen 
moglick, wie solcke C. Gram^^^) angegeben kat. 

Eine einfacke der GL (217) entspreckende Spiegelflacke ist ferner 

(218) ^^' = ^lognat^- 


Sie entstekt, wie J. Dupuit^^^) gezeigt kat, wenn aus einem bis zu 


511) E. Maillet, Essais d’hydraulique souterraine et fluviale, Paris 1905, p. 109. 

512) G.Dmil, Internat. standiger Verbandder SchifFahrtskongresse. lO.Kon- 

gress, Mailand 1905, 1. Abt., 5. Mitteilung. 

513) Zeitscbr. d. Arcb.- u. Ing.-Ter. zu Hannover 32 (1886), col. 544. 

514) J. Dupuit, fitudes, p. 236; 0. Lueger, Tbeorie der Bewegung des Grund- 
wassers in den Alluvionen der Elussgebiete, Stuttgart 1883, p. 15; J)ers., Die 
Wasserversorgung, Darmstadt 1890, p. 129. 

515) Journal f. Gasbeleuchtg. u. Wasserversorgg. 33 (1890), p. 559. 

516) J. Bupuit, Etudes, p. 254. 
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einer wagerecliten luidurcMassigeii ScMcht reichenden Brunnen rom 
Halbmesser r mit durcMassiger Wandung in der Zeiteinbeit die 

Menge Q gescbopffc wird und h 
den Wasserstand im Brniinen^ 
M die Abstande der Spiegel- 
punkte von seiner Axe bezeicbnet 
(vgl. Fig. 54). A. TUem^^'^) bat 
die tatsacblicbe Entstebnng von 
Spiegeln nacb (218) in der 
k i Natnr beobacbtet und an (218) 

j* M vieleTJntersncbungenfiirWasser- 

gewinnungsanlagen gekniipft. 
Fiir mebrere wasserspendende 
odei aucb verscblingende Brunnen — die durcb Indices unterscbieden 

werden mogen — gebt aus (217) und (218), wie Fh. Forchheimer^^^) 
bemerkt, 

(219) log nat ^ + ft log nat ^ . 

bervor. 

Ordnet man im Scbicbtenplane die spendenden Brunnen beziiglicb 
emer Geraden symmetriscb zu den verscbbngenden an, so wird fiir 
die Symmetriegerade ^ = h Man kann sicb daber die Gebietsbalfte 
mit den spendenden Brunnen durcb einen See oder Fluss von kleinem 
GefaUe ersetzen, obne dass die andere Halfte eine Anderung erfabrt. 
Bezeicbnet man dann die Abstande von den Axen der spendenden 
Brunnen mit S, die vom IJfer mit y und lasst man iiberdies vom 
Binnenlande die Wassermenge gegen die Langeneinbeit des Sees 
Oder Blusses laufen, so nimmt (219) die Form^i^) 

(219a) Ttli — ]i^) = [log nat ^ — log nat 

+ fe[>«g“atf-lognat&] + ...+2®2„;/ 

Oder 2 /2-j 



617) Journal f. Gasbeleuchtg. u. Wasserversorgg. 13 (1870') n 460- 19 ri876) 

?■ Dii di; 

Stadt Namberg, Leipzig 1879, p. 26; JT. Oum Sf. Honele aUmentare ale 
orMdm Bucuresoi, Baouresei 1397, Zeitsclr. d. Ver. deatseh. Ing. 31 (1887), 

518) Zeitscfe a. Arohit.- n. Ingen.-Ter. au Hannover 32 (1886); ool. 660'. 

Teehnolope samW 1 (1896/6), p. 132, Verenche; Fossa- Mamini, Ann. dee ponte 
et cbauss^es (6) 19 (1890), p. 847.- ■ ^ 

519) Ph. Forchheimer, Zeitsehr. d. 6sterr. Ingen.- n. Arcb.-Ver. 50 (1898), p. 632, 
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7 c'k{z^ — /^^) = log nat — ^2 lognat ~ • 

an. 

So wie Kreise als Brunnen konnen gerade Streeken®®®) als Sicker- 
schlii0G gedeutet werden, denen freilicli in Wirklichkeit eine gewisse 
Dicke zukoramt. Fiir einen einzigen Sickerschlitz von der Lange I, 
den das Wasser bis zur Hobe h fiillt, bilden die Hohenkurven kon- 
fokale Ellipsen und findet sich bei einer Gresamtergiebigkeit Q 

— W) = Q log pat — 1 , 

worin und B^ die Abstande von den Scblitzenden bedenten. Be- 
zeicbnet x den Abstand von der Scblitzmitte und q den Zufluss in die 
Langeneinbeit des Scblitzes^ so gilt 

wonacb die Bintrittsgescbwindigkeit gegen die Scblitzenden wacbst 
und bier nacb der' Formel sogar unendlicb gross wiirde. 

Ein seichter Brunnen erfordert bei gleicber Entnabme Q offenr 
bar eine starkere Spiegelsenkung JBL — \ als jene H — h, welcbe 
ein Brunnen von gleicbem Durcbmesser, der aber mit durcblassiger 
Wand bis zur undurcblassigen Scbicbt binabreicbt, bervorrafen wurde. 
Nacb Versucben von Bh. Forchheimer^^^) ergiebt sicb fiir seicbte 
Brunnen von durcblassiger Wand und dicbter Sohle die empiriscbe 

Formel __ 

■H' — ^ -I A 1 / \ 

E^ — h^ y p y 


wenn p den Abstand der Brunnensoble vom Brunnenspiegel beim Be- 
triebe bezeicbnet. , 

Fiir, die Grundwasseroberflacbe sind im allgem einen nur die Lagen 
der Brunnenaxen mit ibreii zugeborigen Entnabmen Q von Wicbtig- 
keit, wabrend die besondere Gestalt jedes Brunnens nur den Spiegel 
in seiner Nabe starker beeinflusst. 

ZusicJcenmgen infolge von NiederscMdgen verwandeln bei statio- 
narer Stromung, wenn auf der Flacbeneinbeit in der Zeiteinbeit q 
versickert die partielle Differentialgleicbung (217) in. 


( 220 ) 


W) , I li 


== 0. 


520) Ph.Foreliliemer, Zeitschr. d. ArcMt.- u. Ingen.-Ver. zuHannover 32 (1886), 
col. 554. 

521) Zeitschr. d. osterr. Ingen.- u. Arch.-Ver. 50 (1898), p. 646; Technologie 
sanitaire 4 (1898/9), p. 30. 
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Fig. 65. 






gr 

h 


Q. 


Zwei einfaclie Falle gab 
Ph. ForcJiJieimer’^^^) an. Fiir 
mebrereBrunnen inderlSTalie 
eines Flnsses, in dessen 
Langeneinbeit bei Stillstand 
des Brunnenbetriebes vom 
Binnenlande in der Zeitein- 
'beit dringt, batte inan^ 
wie bier bemerkt und durcb 
Fig. 56 erlantert werde, bei 
Beibebaltnng der Bezeicb- 
iiungg-vveise von Grl. (219 a) 


j^lognatj 


S. Q 




— y log nat ^ 
Tclc ^ B. 


16. Mit der Zeit veranderliche Grundwasserstromung. Be- 
zeicbnet t die Zeit, JEL die Tiefe der Grrundwassersoble nnter einer an- 
genommenen wagerecbten Ebene, ^ die Hobe des Grrundwasserspiegels 
ilber derselben, m den Porengebalt, Ic, die Durcblassigkeit langs der 
betreffenden ^'-Ordinate, so folgfc ans der Kontinnitat, dass bei scbwacbem 
Soblen- nnd Spiegelgefalle die Bewegnng deni Gesetze^®®) 

(221) ™ It = ^ It] + ^ 1^] 

folgen muss. 1st S sebr gross nnd liegen die Quellen, durcb welcbe 
das Becken tiberlauft, in der angenonamenen Gleicbenebene b — 0, 
so kami dieser Ausdruck durcb 

(221a) = + 

ersetzt werden, wonacb die Abnabme der 0 um so langsamer stattfindet, 
je kleiner die Gefalle sind und die Ergiebigkeiten der Quellen, wenn 
sie nicbt durcb neue Niederscblage gespeist werden, nacb dem Ge- 

setze^sd') 

abnebmen, worm Ji und a Konstante bedeuten. 

Wenn jedocb zu den Zeiten u. s. w. Regenfalle den Spiegel 
um Hoben %, % u. s. w. beben, so gilt zur Zeit t 

<9 = Ae- -f- ^ [^2" «(«- ^ 1 ) -f- -] ] ^ 

worin B wieder eine Konstante bezeicbnet®®®). 

522) Zeitscbr. d. Arcbit.- u. Ingen-Ver. zu Hannover 32 (1886), col. 662. 

523) J. Boussinesq, J. de math. (5) 10 (1904), p. 14. 

524) J. Boussinesq, Paris C. R. 137 (1903), p. 5; J. de math. (5) 10 (1904), p. 17. 
526) J. Boussinesq, J. de math. (5) 10 (1904). p. 20. 
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lat der Spiegel cylindrischj und die geringe Sohlen- 

neigiing i iiberall dieselbe, also = — i, ferner m und /c liberall 
gleicbj so verwandelt sicb (221a) in die Gileicbung 


ds , 1 .d^ 
m — K^ 


m- 


(221b) I dx^’ 

welcbe unter anderem^ wenn M und N Konstante bedeuten, durcb 


— 




n 


COS' 


27 t 

~S 


\ m 1 


erfiillt -wird, wonach Oberflaebenwellungen (von der Lange /S) mit der 
Scbnelligkeit ^ unter fortgesetzter Yerflacbung vorwarts wandern^^®). 

Speist das Grundwasser Quellen, so ist es, worauf 'E. MaiTlet'°^'^ 
aufmerksam macbt, von praktiscber Bedeutung, dass es ein regime 
babe, d. b. dass die Ergiebigkeitskurven aller Trockenzeiten zusammen- 
fallen, so dass man bei Kenntnis der Ergiebigkeit in einem bestimmten 
Zeitpunkte vorbersagen kann, wieviel die Quelle nacb einer beliebigen 
Prist nocb liefern wird, wenn sie inzwischen keine neuen Zufliisse 
erbalt. E. Maillet bat aucb fiir einige bestebende Quellen die ein- 
beitlicben Ergiebigkeitskurven ermittelt. 

Ist bei geringer Tiefe H = 0 , also die dicbte Sohle wagerecbt, 
ferner wieder ^ und m unveranderlicb und = 0, so wird Gl. (221) zu 


(221c) 


m 


ds 


h 


O OZ 

d 

_ cxj 


Ic 


8{zz') 


dt dx dx 

J. Boussinesq verlangt nun, dass dies Grundwasser ein derartiges 
regime babe, dass (nacbdem die Zusickerungen aufgebort baben) sicb 
alle Tiefen 0 proportional andern, also jedes 0 das Produkt aus einer 
Funktion des Ortes und einer Funktion der Zeit sei, oder dass 

dz 

Jt ~^0 

(worin a fur aUe Punkte gleicb gross) und biernacb 

7 d{zz') 

— ma0 = k— — - 

oder 

(222) — ma0^d0 


dx 


h —1^ 0 cl0 ==]&• 00' ‘d (00') 


dx 

gelte. Die Integration von (222) liefert, wenn fiir x — L der Spiegel 
seine Scbeitellinie bat, also 0=0 ist, wie das der Fall ist, wenn in 


526) J. Boussinesq, Eaux courantes, p. 258. 

527) Paris C. E. 134 (1902), p. 1103; E. Maillet, Essais d’bydraulique, p. 21 f. 
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der Entfemung L Ton der Quellenlinie (fiir die x = 0) kein Wasser 


zudringt : 

Oder 


|<M 

II 


a; = l/A . A 

y 2 m a 

t 

0 

/ zd2 

Oder 

J 

1 



/”* _i_ cl — 


i = i 

1 Z Z 

f ^max '^max 


y 2 ma 1 

0 



vrelcke BeziekuDg wwr zutrifft, wenu®®^) 


(228) 0,862 

r OfC 

ist. Fur einen entspreckenden Zeitaufang wird dann 

== 0,896 ~ 

und nimmt die Ergiebigkeit der Quelleu proportional ab. J. Boussinesq 
beweist nun weiter, dass die Scbar der der Zeit nacb aufeinander 
folgenden Spiegelleitlinien, fur welcbe (223) zutriift, sebr ausbarrt, 
dass namlicb, wenn (z. B. durch Regen) eine Kurve entstebt, die 
von einer Kurve der Scbar etwas abweicht, die Abweicbungen sicb 
proportional verandem, also rascb verscbwinden ®2®). 

Er wiederbolt seine Betracbtungen fiir gelcriimmte Sohlenlinien^ 
deren positive bezw. negative H den 0 einer Spiegelkurve propor- 
tional sind und findet, dass sicb bier die Spiegelordinaten im Laufe 
der Zeit proportional 

1 — 


andern, wobei die Zahl h die Starke der Einbaucbung zum Ausdriick 
bringt, ferner dass Abweicbungen von einer Scbarkurve bei konkaver 
Soble mit verscbwinden, dass endlicb die Quelleu proportional mit 


versiegen ®®°). 



528) J. de math. (5) 10 (1904), p. 25. 

529) J. de math. (5) 10 (1904), p. 38. 

530) J. de math. (5) 10 (1904), p. 10, 47, 61. 
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Weitere Betracktungen fiber das Versiegen stellte B. 
an und fand keispielsweise, dass iiber einer paraboliscben Sokle mit 
den nach oben positiven Ordinaten 

(224) — a hx — cx^ 

wabrend der trocbenen Jabreszeit die Spiegelordinate 


— 2 — ct 


(224a) ^T^a-^-hx — cx^ Ae 

nnd daher die Stromungsmenge der Breiteneinbeit Grrundwasserstrom 


c * 

— 2 ~ct 


(224b) q^^^AlQ) — 2c^r)e 

(worin A konstant) sei. 

In der Tat erfiillen (224 a) nnd (224 b) die Porderung der Eontinuitat 

ds dg. 


(225) 


m 


dt dx 


Nacb (224a) vermindern sick alle z beim Yersiegen um gleicbe Stiicke. 

Da gleicbformig znsickernde Regenwasser alle z gleicbyiel Tergrossern, 

besteben alle Anderungen des Spiegels in einer Hebimg oder Senkung^®^). 

1st die Soble stark geneigt nnd der Grnndwasserstrom seicbt, so 

• ■ • ^ 
weicbt dessen Spiegelgefalle wenig von ab, so dass 

und naberungsweise (225) zn 

dz 7 / \ Zq 


^ ^ ^!£o- 

dt m ^ dx dx^ 


wird, wonacb sick q uberall, also auch, wo das Wasser zu Tage tritt, 
vermebrt oder vermindertj je nacbdem das beisst, die Soble 

konkav oder konvex ist®®®). Gleicbmassig versickernder Niederscblag 
andert die nicbt. Er verursacbt eine plotzbcbe Znnabme des 
Wasseransflussesj der bieranf wie znvor weiter wacbst oder sofort 
abninimt®®^). 1st die Soble im oberen Teil konvex, im rmteren konkav, 
so nimmt der Ausfluss erst zn, dann ab®®®). 

Y^erdeii die Ordinaten des Grundwasserspiegels nnnmebr mit 
bezeicbnet und die Hoben der Standrobrspiegel oder die Gescbwindig- 
keitspotentiale mit cp, wabrend 0 jetzt wieder die senkrecbte Koordinate 


631) E. Maillet, Essais d’hydraulique, Paris 1905, p. 49. 
532) Ebenda, p. 48, 533) Ebenda, p. 76. 

534) Ebenda, p. 83. 535) Ebenda, p. 87. 
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bedeuten soil, so folgt aus dem allgemeinen Gresetz der Grundwasser- 
bewegung fiir den Grundwasserspiegel sofort 


m 


dh 

dt 


H- 


dqD , dh 8 (f I dh 8 <p' 


80 


+ 


dx 8x 8 y 8g 


Oder bei schwacber Neigung des letzteren 


m 


8h 

8t 


h 


80 


welch er Ansdrnck fiir ibn, well bei ibm 9? und h gleicbbedeutend 


sind, mit 


7n 


8(p 

8t 


8(p 

80 


zusammenfaUt. J! Boussmesq^^^) fiibrt nun aus, dass in uneiidlicb 
tiefem Grundwasser^^'^) letztere Beziebung aucb fiir die iibrige Masse 
zutriffl. 1st fiir eine solcbe daber bei stationarer Bewegung 
(p = F(x, y, F), so gibt 

(P = f{x, y, 

die Standrobrspiegel fiir die erloscbende Stromung an. Die Bewegung 
hort also dadurcb auf, dass die Bewegungs- und Druckzustande mit 
der Scbnelligkeit ~ aufwartsriicken. 


TI. Auhang. 

17. Einwirknng des 'Wassers anf das Flussbett oder den 
Meeresgrund, Fiir die Eigenscbaften eines Flusses erscbeint vor 
allem die Wassermenge massgebendj welche ibm aus seinem Gebiete 
zufliesst. B. Siedelc^^^) gebt sogar soweit, im normaleu Fluss Spiegel- 
breite, mittlere Tiefe, Gefalle und Gescbwindigkeit in solcbe Beziebung 
zu setzen, dass aus einer Grosse alle anderen berecbnet werden konnen. 
Da nun seit L. G. du angenommen wird, dass es fiir jede 

536) J. de math. (5) 10 (1903), p. 387 f. 

537) Bei geringer Tiefe findet hingegen Fiillung mit unatetigera Anschluss 
an. den jeweils noch unveranderten Spiegelteil statt; siehe oben. — Noch nicht 
mathematiach behandelt wurde der Wasserspiegel, der zeitweise durch Nieder- 
schlage gehoben, dann sinkend nnd verflaehend, sich tiber parallelen Dranstrangen 
bildet. Den Grundwasserspiegel bei Bewasserungen suchte Bazaine, Ann. des 
ponts et chaussees (6) 5 (1883), p. 34, zu yerfolgen. 

538) Die Ausgestaltung des Flussbettes durch das Wasser bespricht unter 
Angabe der Litteratur sehr vollstandig G. Crugndla, Politecnico 47 (1899), aucb 
teilweise deutsch Zeitschr. f. Gewasserkunde 4 (1902), p. 268 u. 5 (1903), p. 241 f. 

539) Siehe oben Nr. 4b, p. 339 und Zeitsch. d. Ssterr. Ing.- u. Arch.-Ver. 57 
(1905), p. 61, 77, 216. 

540) Bu Buat, Principes d’hydraulique, nouv. ed. Paris 1 (1786), p. 98; 2 
(1786), p. 93; Bers., Schweben von Kugeln nach Neiuton's Fallversuchen 2, p. 274. 
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Erd-, Sand- oder Kiesgattung eine Stromgescliwmdigkeit giebt, bei 
der weder Abbrucb nocb Ablage erfolgt nnd sopr yon Du JBuat 
nnd anderen®^^) Bestimmimgen solcber Grescbwindigkeiten Torliegen, 
kdnnten durob Yereinigung der Tbeorien SiedeVs nnd Du Buats 
Scbliisse auf das Gescbiebe des normalen Flusses gezogen werden. 

Mit dieser Auffassung stebt K Sternberg insofern in Widersprucb, 
als nacb ibrn die Gescbiebegrosse nicbt von der Wassermasse abbangt. 
Er nimmt an, dass, wenn ein G-escbiebestiick, also eiii Sandkorn odei 
Kiesel stromab getriebeii wird, der Wasserstoss den Reibungswider- 
stand (pP nur unbedeutend ilberwiegt, dieser dem Gewicbte P des 
Gescbiebestiickes proportional ist, nnd dass die Yerkleinerung des Ge- 
scbiebes durcb allmablicbes Abreiben dem Produkt aus dem Reibungs- 
widerstande und der Wegeliinge proportional ist®^^). Letzteres ver- 
kleinere sicb also fortwabrend und zwar, wenn die Flusslange strom- 
auf gemessen wird, nacb dem Gesetze 

(226) clP==C(pPds. 

Bezeicbnen %, • • • ^eitere Konstanten, so folgt aus (226), dass 
das Gescbiebegewicbt die Funktion 

(227) P === 

der Flusslange bildet. Der Wasserstoss 93 P wird seit L Neivton^^^) 
den Quadraten der Langenabmessung des Eorpers und der ^ Ge- 
scbwindigkeit proportional gesetzt, so dass sicb fur ein Gescbiebe- 
stiick, das der Soblengescbwindigkeit Mq ausgesetzt ist, 

(228) cpP = cp,^P"^^UQ^ 
und aus (227) und (228) 

^ ccps 

(229) Wo = qpge ® 


541) Th. Telford u. A. Nimnio in Artikel Bridge der Edinburger Encyclo- 
padie; Fr.A. Umpfenhach, TheoxiedevKnnatstv&ssQn, Berlin 1830, p.6; E.H. Sootier, 
Amer’soo. Civ. Eng. Trans. 36 (1897), p. 239 nennt: F.Bounicean, Etude sur la 
navigation des rivieres a marees, Paris 1845, p. 19 mxd Blackwell in Report of the 
Referees upon the main drainage of the metropolis, July 1857, Appendix IV; 
L. Framius, Der Wasserbau, Berlin 1890, p. 162; B. Siini, Politecnico 41 (1893), 
p. 398; Suchier nach A.Boell, Regulierung geschiebefuhrender Wasserlaufe, 
Leipzig 1896, p. 22 = Deutsche Bauzeitung 17 (1883), p. 331. 

542) Zeitschr. f. Bauwesen 25 (1875), p. 483 u. f. Der von S. Sternberg 
geteilten Auffassung hat bereits, jedoch ohne Rechnung, P. Guglielmini (lebte 

3^055. ^1710) Ausdruck gegeben: Raccolta d’autori italiani (Bologna 1822) 2, 

p. 342 : Della linea cadeute dei fiumi che coi'rono in ghiara, oi)uscolo inedito. 

543) I. Newton, PhilosopMae naturalis principia, Lond. 1687, VH, p. 319. 
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ergiett. Die durcli (228) ausgesprockene Proportionalitat von 
nnd P ergiebt sick ubrigens, wie H. Law^^^) bemerkt, auck v?enn der 
Stein nickt gesckoben, sondern gekippt oder gerollt wird. Auf Fluss- 
strecken, auf denen sick die Tiefe nickt wesentlick andert, bildet die 
Soklengesckwindigkeit einen bestimmten Bruckteil der mittleren Ge- 
sckwindigkeit so dass, falls man die Meereskoke mit g, also das 

Gefalle mit ^ bezeicknet, nack (9) 


ist, nnd 


(230) 
Oder 

(231) 


B 




dz 

ds 


dz 

ds 


ne 


C(pS 


' JP ^ 5 ' 

(p ^ 


als Gleickung des Flusslangenproiiles kervorgekt. 

Mit (227) stimmt die Grosse der von F. v. Hochenhurger ge- 
messenen Gesckiebe der Mur, mit (231) das Langenprofil des Mittel- 
rkeins, der Maas, Mur und Enns®^®). 

Sternberg'^ Tkeorie ersckeint zutreffend, wenn einzelne grossere 
Gesckiebestiicke die Soklenlage festbalten; bei wacksendem Wasser- 
stand werden namlick die feineren Korner fortgesckwemmt, bis jene 
Xorner kervorragen, welcke gross genug sind, der Stromung zu wider- 
steken.' Das geschiekt kaufig unter Bildung von Kiesbanken®^'^) mit 
flackem Anstieg und steilem AbfalL Die Korner laufen dami die 
flacke Rampe empor und bleiben auf der vom Stromanfall gesckiitzten 
steilen Bosckung liegen, so dass die Banke, wie vielfack beobacktet, 
langsam stromabwarts riicken. Der grossere Teil der potentiellen 
Energie li Js, welcke die Wassermasse eines Flussstreifens von Im 
Breite und ^ m Tiefe bei der Stromabbeweguug uber die Strecke s 
verliert, wird also in Reibung langs fester Flacken verbrauckt. In der 
Tkat ist auck der Gesckiebetrieb der Fliisse im Vergleick zum Durck- 


544) Die ProportionaHtat von und P behauptete zuerst A. Brahms, An- 
fangsgritude der Deicli- und Wasserbaukunst, Auricb 1763, p. 108. 

645) Min. Proc. Inst. Civ. Eng. 82 (1885), p. 29. 

546) F. V. Hochenhurger, tJber Gescbiebebewegung und Eintiefung, Leipzig 

1886; H. Sternberg, Zeitscbr. f.Bauweeen 26 (1875), p. 498; Wocbenscbr. 

des dsterr. Ing.-u. Arcb.-Ver. 11 {1886), p. 263 nacb den Angabea Hockenburger’s. 

547) (L. G.) du Buat, Prinzipes d’bydraulique 1, § 72, p. 99; G. Hagen, 
Handbuoh der Wasserbaukunst, 2. Teil, 1. Bd., Berlin 1891, p. 161. Sagezahn- 
fOnmge Soblenbildung: B. Luini, Politecnico 41 (1893), p. 401, 404. 
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fluss selir gering^*®), so dass z. B. auf 1 m® Anschwemmung in der 
Loire 60000, in der Garonne 9000, in der Seine 11800 m® Wasser 
kommen. Zum Untersckied kiervon betracktefc P. du eine 

aus ubereiiiander liegenden Schickten gleicker Korner kestekende 
Sokle, welcke kis in grossere Tiefe in Bewegung kegriffen ist, wie 
man es sckon keokacktet kat®®®). Jede Sckickt kake die Starke s. 
Ist die Sckleppkraft (force d’entrainement) dem Reiknngswiderstande 
von n Sckickten gleick oder 

(232) rhJ =n8{y^ — y)cp, 

worin y das Raumgewickt des Wassers, y^ jenes der Sckuttung und 
q) wieder die Reikungsziffer kedentet, so kewegt sick die nnterste 
Sckickt nock nickt, die daruker mit einer — iikrigens nickt kekannten 
— Gesckwindigkeit v, die nackstfolgende, weil kei der Gleickformig- 
keit des Gesckiekes der Gesckwindigkeitsnntersckied kenackkarter 
Lagen gleick gross sein muss, mit 2v u. s. w. Der ganze Gesckieketriek 
iiker 1 m Soklenkreite wird denmack 

(233) 


sein. Wird die Sckleppkraft, kei welcker die Bewegung eken keginnt 
Oder n^l ist, S (in kgm"®) genannt, so dass 8 eine fiir jedes Ge- 
sckieke bestimmkare Zakl ist, so gilt nack (232) 

(234) 8 = siy^ — y)(p, 
so dass sick 

(235) 

nnd Q 

(236) 1) - ||t {hJ-j) 

zeigt, falls eine fiir jede Sckicktstarke e, also anck eine das Ge- 
sckieke kennzeicknende Zakl kedentet. Wird gemass (9) hJ—hU 
gesetzt, so gekt (236) in 
(236a) 6 = 

iiker, wonack der Gesckieketriek kei einer Gesckwindigkeit 
keginnt und dann sekr rasck mit U wackst. Hierin liegt das Zu- 


648) L. L. Vautliier, Association fran 9 aise pour i’avancement des sciences, 

Blois (1884), Paris 1885, 13, p. 97. 

549) Ann. des ponts et cbaussees (5) 18 (1879), p. 149. 

560) M. A/ads im Mississippi nachAmer. Soc. Civ. Eng. Trans. 36 (1896), p. 280. 


466 


IV 20. Ph. Forchheimer. Hydraulik. 


treffende der Formel. Hirer Ableitung ist namlicli entgegenzubalten, 
ass er and^ sofern er uiclit rollt; in Fliissen nur ausnaJunsweise in 
uber einander gleitenden Scbichten nnd meist in Wii-beln, die den 
Sfcaubwirbeln anf den Strassen abneln, fortgetrieben wird^si). Aucb 
das Sprungbafte der Bewegung grosserer aegenstande ist im Wasser 
beobachten. Die Grescbiebewandening findet ge- 
mass (236) nur anfjenen Teilen der Soble statt, wo beim jeweiligen 
Wasserstande yll ^ 8 ist. Durcb Untersncbung der bei Nieder- 
wasser blosliegenden Kiesbanke bestimmte F. Kreuter^^^ an einigen 
iissen, Welches Grescbiebe beim Abscbwellen der Hocbwasser liegen 
blieb. Komte er dann aucb die Hobe \ des Hocbwassers iiber dem 
Kies imd das Defalle J) des Hocbwassers bestimmen, so setzte er 

JA = 8. 

Die 8 nabmen stromab warts ziemlicb stark ab. 

Nacb unmittelbaren Yersucben yon G. F. Beacon'^^^) soU iibrigens 
IS zu Oberflacbengescbwindigkeiten u yon etwa 3 msec-i, wenn die 
olile ans Seblamm nnd feinem Sand bestebt, die Fordermenge G 
der Potenz w® proportional sein. 

Ton der Bewegung dee GesoUebea anf der SoUe ist die Fm-de- 
nmg der empmdierten Tdldien m trennen=“). Letelere entetehen 

wenigatens gi-osstenteils — beim Abrieb der Gesohiebestucke und 
ihre (xrosse ist so gering, dass sie im aUgemeinen Torn Wasser mit 
forlptneben werden nnd sie far die Gestaltnng des Flnssbettes nm- 
wenig Bedeutnng haben. Erst in der Nahe der Mitndungen, wo die 
Gescbwindigkeiten sehr geiing sind, sinken sie sn Boden und baden 
to den Scilick. Nach J. BupuU^^'-) nimmt war' die Pabigkeit des 
Wassers, Korper sohwebend m erhalten, wesentHch mit dem Geschwin- 
digkeitsunterscliiede benacbbarter Faden, also mit ~ (worin ^ die 

Tiefe) zu, bewegen sick aber die Sobwebetedcben, soweit dem nicbt 
dieSobwere entgegenwrrkt gegen die BteUe bin, wo « sein Maximum 
: ) lewegen siob kleiue KSrpercben Ton 

SI I ' Fof % , 

rkfrr- wl::™ 

O- Angabe fruberer Arbeiten; F. H Hooker Amer Sor> 

Civ. Eng. Trans. 36 (1896), p. 239 u f r ^ . 21’ 7 ^ 

666 ) Wien. Ber. Il7 (1903), p, 1686 . Etad®, p. 220 . 
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Stellen grosseren zu solclien kleineren Grescliwiiidigkeitsgef alles. ^1. Fla- 
meint, dass die TragefaHgkeit des Wassers sowolil mit seiner 
Gresckwindigkeit als ancii mit seinem Gescliwiiidigkeitsgefalle wachse. 
Jedenfalls nimmt in Strdmen der Gekalt an Scliwebeteilclaen Ton der 
SoMe zum Spiegel ab. Daher ist das Sckweben wolil eber als Be- 
weis , dafiir anznseben, dass sicb in Stromen das Wasser wirbelnd 
bewegt nnd stets solcbes von der Soble ziir Oberflaobe gelangt. 
Das Mitreissen wird dadnrcb erleicbtert, dass, wie L. L. Vautliier^^^') 
nacbweist, in rubigein W^asser kleiiie fallende Teilcben ansserordent- 
licb rascb ibre Endgescbwindigkeit erreieben. Grewobnlicb ist der 
Gebalt an scbwebenden Bestandteilen gering^“®); docb kann er — wie 
dies bei Wildbacben imd Murgangen gescbiebt — bedeiitend werden. 
Hierbei giebt es nacb Sc. Gras einen Sattiguugsgrad, bei dem jede 
Zngabe neuen Stoffes eine Ablagerung vernrsacbt. 

Die Grescbiebewanderung wacbst also jedenfalls stark mit der 
Gescbwindigkeit. Diese ist in den einzelnen Teilen eines Laufes ver- 
scbieden. In den Krummungen findet am einbucbtenden lifer eine 
Art Riickprall der Gescbwindigkeiten statt; die reflektierteu Ge- 
scbwindigkeiten setzen sicb mit den nrspriinglicben zusammen nnd 
bewirken, dass die Linie, langs welcber die grosste Gescbwindigkeit 
berrscbt — der Stromstriob — sicb dem einbucbtenden Ufer 
nabert nnd dort Auswascbungen vernrsacbt. Zndem verdrangen, wie 
J. JBonssinesq^^^) bemerkt, bei dem Ubergang aus einer Geraden in 
eine Kurve die Wasserteilcben von der grosseren Fliebkraft^ also die 
scbnelleren Teilcben, die an der Oberflacbe waren, die langsameren, 
die sicb in der Tiefe befanden, wodurcb die ganze Wassermasse in 
Drebung gerat nnd in den Knrven an der Oberflacbe gegen das kon- 
kave Ufer stromt, an diesem abwarts gleitet nnd an der Soble sicb 
wieder von ibm entfernt. Ancb diese Bewegung fiibrt zu einer Ver- 
tiefung®®®) am einbucbtenden neben einer Erbdbnng am ansbancben- 
den Ufer. In Knrven ist also die Wassertiefe ungleicbmassig, wo- 

567) A. Flamant, Hydraulique 1900, p. 308. 

658) Association fran 9 aise pour ravancement des sciences, Blois 13 (1884), 
Paris 1885, p. 93; abgekiirzt Ann. des ponts et chauss^es (6) 10 (1886), p. 1168. 

659) Zahlreiclie Angaben: {^H.) Fldhm, Zeitscbr. d. Arcbitekten- u. Ingen. - 
Vereins zu Hannover 13 (1867), col. 246 u. f. 

660) Ann. des ponts et cbauss^es (3) 14 (1857), p. 17. 

561) Eaux courantes, p. 610. 

562) J. Thomson, London Roy. Soc. Proc. 25 (1877), p. 6; K. Girardon, 
p. 16 in; 6. intemationaler Binnenschiffabrtskongress, Haag 1894, 7. Frage. Uber 
den Querscbnitt in der Geraden: F. KrentSf., Zeitscbr. d. osterr. Ingen.- u. Arcb.- 
Vereins 66 (1904), p. 670. 
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durcli sowoM nach. (228) als auch naeli (233) die Ausraumung bei 
gegebener mittlerer Gescbwindigkeit des Flussquerscbnittes yermebrt 
wird. Da aber scliliesslicb. ein Zustand eintreten muss^ bei dem die 
vom Oberlaafe kommende Grescbiebemenge der stromabwandernden 
gleicb istj folgt, dass sicb im Laufe der Zeit die mittlere Grescliwindig- 
keit in der Kurve kleiner als in der Greraden gestalten^ dass also der 
Fluss in den Kurven einen grosseren Querscbnitt als in der G-eraden 
aniiebmen muss. 

Mit dieser Erwagung steben die Gesetze im Einklang, zu welcben 
0. Fargue dnrcb die Analyse einer Strecke der Garonne gelangte®®®). 
Nacb 0. Fargue ist die Tiefe des Fabrwassers (der Stromrinnej passe 
navigable) eine Funktion der ein Stiick (e'cart) weiter oberlialb be- 
stekenden Eriimmung der Fliissinittellinie ^®^), mit der sie sicb in 
gleicbem Sinne andert; einem Wendepimkte folgt also eine Untiefe 
(e'cart du maigre)^ einer Stelle starkster Krummnng ein Tiefstpnnkt 
der Soble (ecart de la mouille). Die stai'kste Krilmmung sei fur die 
grosste Tiefe (loi de la mouille), die mittlere Kriimmung fiir die 
mittlere Tiefe massgeberLd (loi de Vangle) und eine plotzlicbe iinde- 
lung des Kriimmungsbalbrnessers rufe jabe Tiefenanderung ®®®) hervor 
(loi de la continuiU). Beobacbtungen an anderen Fliissen*^'®®) und an 
einem VersucbskanaP®'^) baben diese Gesetze, auf Grund welcber Fargue 
aucb Regeln fur die Flusstracierung entwickelt®®®)^ bestatigt, wenn- 
gleicb Ausnabmen banfig sind. Foussinescp’^^) findet^ dass Farguds 
Angaben uber die Garonnestrecke mit der Gl. (109 a) in Einklang steben. 
Wenn bei den fiir die Ausgestaltung des Bettes massgebenden Hocb- 
wassern Gefalle und Flussbreite allentbalben gleicb sind, gilt namlicb 
gemass (109 a) fur die Beziebung der Tiefe Ji in den Kurven zu der 
7^o in der Geraden 

(238) 

^ ^ K ~ i y A' 


563) Ann. des ponts et cbauss^es (4) 16 (1868), p. 34. 

564) Dass die gekriiinniten Strecken die grossere Tiefe besitzen, haben 
scbon fruber Legrom und Chaperon ebenda 1838i, p. 342 f. ausgesprocben. 

m- r P- ^27; Fargue sagt 1868^ p. 49 Tiefenabnabme statt 

X leicnSjUuBTUiig, 


566) 6. internationaler Binnenscbiffabrtskongress, Haag 1894, JR. Jasmund 
(Hibe), P. JAengm-Lecreulx und (?. Guiard (Seine), E. JDoyer (Geldersobe Yssel), 
JR.P.J. Tuiein-Nolthenms (Maas). 


567) Ann. des ponts et cbaussees (7) 7 (1894), p. 430. 

>7 mqmis P- ^ G®82), p. 301; (6) 7 (1884), p. 411: 

7 (1901 ), p. 106. . 

669) Eauz courantes, p. 616. 
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Clavel°'^^) maclit aufmerksam, dass wenn die Wirkungen stromab you 
der Ursacbe auftreten, soweit nicbt andere Umstande es Terbindern, 
die Kuryen abwarts wanderu mussen, Solcbes wirdbaufig beobacbtet®'^^), 
so bat Sainjon''^^) gefunden, dass die Hager oder Sandbanke in der 
Loire mit der Gescbwindigkeit 0,0013 (ii^ — fortscbreiten, wenn 
u die Oberflacbengescbwindigkeit bedeutet. H. Engels bat durcb 
Versncbe im Kleineii gefunden, dass bei solcben Wanderungen das 
Grescbiebe Yon einer Ansbiegung des einen Ufers znr nacbsten des 
anderen Ufers iiberscblagt, also einen Weg zuriicklegt, der weniger 
gescblangelt als die Flussaxe ist. 

Alle sicb selbst nberlasseiien Flnsslaufe zeigen Windungen. 
J. Thomson^'^^) erklart sie dnrcb die Abwartsbewegung des Wassers 
an konkayen Ufern, wodnrcb sicb scbwacbe Einbucbtungen mit der 
Zeit yerscbarfen. E. FcHbeT^'^^') bringt sie mit der Yon El. ISIoUbt nnd 
F. P. Stearns bebaupteten Bewegnng des Wassers in zwei Spiralen 
in Znsammenbang. 

Die Wirknngsweise you JBulinen, d. b. quer znr Flussricbtung in 
den Fluss bereinragenden Dammen, auf die Ansgestaltung des Bettes 
baben G.Eagen^'^^) und E. Fngels^'^'^) mittels Modellen untersncbt, 
wobei ersterer die Bubnenlage, letzterer namentlicb die Bubnenform 
yeranderte. 

Wabrend Bnbnen im Binnenlanf dadurch, dass sie den Fluss 
einengen, ibn aucb yertiefen, ist ibre Wirkung in den Mundungen 
YOU Strbmen, die sicb in Meere mit starker Flut ergiessen, die ent- 
gegengesetzte. Fiir die Ausbildung der Tiefe solcber Mundungen ist 
es namlicb, wie J. Dalmann'"'^^) erkannt bat, am wicbtigsten, dass das 

570) Ann. des ponts et chauasees (7) 9 (1895), p. 369. 

571) J. JE. Silberschlag, Ausfiihrliche Abbandlung der Hydrotecbnik, Leipzig 
1772, p. 145, siebe ancb oben p. 464. 

572) JET. L. Partiot, Ann. des ponts et cbanssees (5) 1 (1871), p. 273. 

573) Zeitscbr. £. Bauwesen 50 (1900), col. 358. 

574) London Boy. Soc. Proc. 26 (1877), p. 6. 

575) Deutsche Bauztg. 31 (1897), p. 310. Vgl. oben Nr. 4d, p. 345. 

576) G. Hagen, Handb. der Wasserbaukunst, 3. Aufl., 2. Teil, 1. Bd., p. 396. 

577) Zeitschr. f. Bauwesen 54 (1904), col. 449. Versuche iiber eine Buhnen- 
form: C. Krischan, Zeitschr. d. osterr. Ing.- u. Arch.-Ver, 54 (1902), p. 144, 469. — 
H. Engels machte auch Versuche hber die Unterspiilung von Strompfeilern, 

Zeitschr. f. Bauw. 44 (1894), col. 407. 

578) J. Dalmann, tlber Stromkorrektionen im Flutgebiet, Hamburg 1856. 
Siebe auch L. Franzius und G. de Thierry im Handbuch d. Ingenieurwissen- 
schaften, 3, 3. Aufl., 3. Abt. 1900, p.' 193 u, f.; L. F. Vernon-Harcomt , ^ Min. 
Proc. Inst. Civ. Eng. 118 (1894), p. IL; H.L.Pariiot, ebenda p. 47 f. sowie die 
den letztgenannten Aufeatzen folgende Diskussion. 
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Flntwasser mogliclist imgelimdert stromauf laiife, sicli also vie! Wasser 
ansammie^^ welches -wahrend der Ebhestronning wieder stromab fliesst 
mid die Sohle aiisscheuert. Hierbei ist der Endzustand nach Ver- 
suchen Yon 0. Reymlds^'^^) nnr von der Hohe der Springfiuten ab- 
haiigig. Die natiirliche Form solcher Mundimgen folfft nach W H 
dem Gesetze 

y = c^-c^^, 

worin y die Breite bei mittlerem Niedrigwasser und x den Abstand 
Yoni offenen Meer bedeutet. 

In fhiilosen Meeren breitet sich das Siisswasser bei seinem Aus- 
tritt znnachst iiber dem Salzwasser aus. Dabei schlagen sich die 
Schwebestoffe nieder nnd bilden eine Barre, die fiir die Schifffahrt 
hinderlich sein hann''®^). Aber die Barren besteheii sowohl in fluteii- 
den wie anch in flntlosen^ss) Meeren nicht immer aus den Sohwebe- 
stoffen; die der Strom fuhrt, und die Ursachen, welche das Vorhandeii- 
sein Oder Fehlen von Barren bewirken, sind zum Teil strittig®®^). 

Veiwandt mit dieser Irage ist jene nach den Drsachen der Ver~ 
sandung von Hafen an Sandkiisten, sowie die Beurteilung der Mittel, 
durch welche ihre Tiefe erhalten werden solDs*). Im wesentlichen 
handelt es sich darum, den langs der Kiiste wandernden und sich 
dabei nach G. Hagen^^^) fortwahrend verkleinernden Sand aufzuhalten, 
ehe er den betrefiPenden Hafen erreicht oder auch ihn zu weiterem 
Vorwartswandern zu bringen. Haheliegend ist die Annahme, dass, 
well der Wellenschlag den Sand hin- und hertreibt, schon 'eine ge- 
ringfiigige Meeresstromung den Sand mitfuhrt. Doch ist fur den 
IJnterschmd der Hin- und Herbewegung, also fur den Sandtrieb, nicht 
immer die Stromung massgebend, sondern sind dies unter Umstanden 
auch die Ti efe und die herrschende Bichtung des Seeganges So 

579) Bnfc. Assoc. Rep. 61. meeting lield at Cardiff 1891, London 1892 = 
U. EeynoMs, Papers 2, p. 487. 

_ 680) W. R. Wheeler, Tidal rivers, London 1893, p. 183 ; so in anderer Schreib- 
weise nacb Ausbesserung von Druckfehlem, auf die W. R. Wheeler freundlichst 
antmerksam machte. 

581) W. R. Wheeler, Min. Proc. Inst. Civ. Eng. 100 (1890), p. 118. 

582) L. Luiggi, Min. Proc. Inst. Civ. Eng. 118 (1894), p. 110. 

583) W. R. Wheeler, Min. Proc. Inst. Civ. Eng. 100 (1890) p 122 f • W B 

Brotmie, ebenda 66 (1881), p. 1. • 

584) Eingeliend mit Angabe der Litteratur bebandelt von R. Z'e/Zer, Zeitscbr. 

1. Bauw. 31 (1881), col. 189, 301, 411 ; 32 (1882), col. 19, 161 if. 

585) G-.Ragen, Handbuch der Wasserbaiikunst, 3. Teil, l.Bcl., p. 215, Berlin 
1868# ^ 

586) L. M. Rcmpt, Jonrn. Pranklin Institute (3) 94 (1887V p. 264 und Amer 
Soc. Giv. Eng. Trans. 23 (1890). 
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entdeckte 0. Beynolds^^’^), dass die Flutbewegung Sandbanke erzeugte, 
welcbe den Riffeln entsprecben, die der WellenscMag in den Prielen 
bervorrnft. Nacb Mrs. H. Ayrton’s Trogversncben sammelt sick der 
Sand unter den Stellen grosster wagereckter (kleinster lotreckter) 
Sckwingung stekender Wellen. Die Riffbildung ware viel starker*; 
•wenn nickt durck die Unregelmassigkeit der Astuare Qiierstromnngen 
entstiinden. 

Die Sandablagernng an den Kirsten selbst wird von den Wellen 
derart bespirlt; dass sie (als Strand) eine Oberflacke okne sckarfe 
Kriininmng erkalt. Die Gestalt des Strandes -wird durck kiinstlicke 
Binbauten sekr beeinflusst®®®). Bei Kiesbanken ist die Oberflacke 
starker gewolbt und findet eine Anfbereitung des Kieses derart statt, 
dass die grobsten Kiesel zu oberst kommen. Sir John Coode^^^), 
welcker fand; dass der Grobkies stets auf der dem Seegang ab- 
gewendeten Seite liegt; niinnat an, dass die freiliegenden grossen Stiicke 
leickter als die eingebetteten Heinen bewegt werden®^^). Br erwaknt 
auck, dass der Kies sick auf einem Strand ansammelt; wenn Binnen- 
wind blast und dass er bei Seewind wieder versckwindet. Bemerkt 
werde, dass die erwaknten Ersckeinungen sick erklaren lassen, wenn 
man im Gegensatz zu Sir John Goode voraussetzt, dass die grossen 
Steine weniger als die kleinen raitgerissen werden, falls man zugleick 
annimmt, dass der Wind zwar an der Oberflacke eine Stromung in 
seiner Ricktung; aber in der Tiefe einen Rircklauf in entgegengesetzter 
bewirkt. Hiermit stiinde es auck im Einklange, dass Seewind den 
Strand mekr abflackt als Landwind; namlick ersterer unter 9- bis OYg- 
fackeV; letzterer unter bis 4-facker Anlage^®^). Bei Versucken 
von 0. Betjnolds^^^) wurde der Strand urn so steilei-; je ktirzer die 
Flutperioden gewaklt waren. 

Vorstekende Ausfilkrungen geben ein Bild, wie zaklreick die 
Fragen sind; welcke ISTatur und Tecknik im FluB- und Seebau vor- 
legen und bei wie wenigen derselben bisker eine matkematiscke Be- 
kandlung begonnen kat. Haufiger dagegen nakm man zu Modell- 

587) Brit. Assoc. Rep. 61. meeting held at Cardiff 1891, London 1892 = 
0. Beynolds, Papers 2, p. 489. 

588) Hack einem Vortrag anf der Brit. Assoc. 74. meeting at Cambridge 
1904; vgl. Brit. Assoc. Rep. 1904, p. 676. 

589) Nakeres in den Lekrkuckern des Seebaus. 

590) Min. Proc. Inst. Civ. Eng. 12 (1853), p. 537. Eine andere Erklarung 
versucht H. J?. Palmer, London Phil. Trans. 1 (1834), p. 568. 

591) Min. Proc. Inst. Civ. Eng. 12 (1863), p. 540. 

592) Min. Proc. Inst. Civ. Eng. 12 (1863), p. 543. 

593) Brit. Assoc. Rep. 1889 = 0. BeijnoUs, Papers 2, p. 396. 
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versuchen seine Zufluclit. Fiir deren Erspriessliclikeit spriclit es, dass 
als 0. Beynolds'^^^) die Merseymiindung naclibildete und kiinstlicbe 
Tiden erzengte, Banke und Rinnen entstanden, die denen in derNatur 
abnlieh waren, dass das Namlicbe in einem Modell der Seinemundung®®®) 
eintrat, und aueb in einem Abbild einer Binnenstrecke der Elbe die 
Sohle sich. ahnlicb wie im Grossen ausbildete^®®). 

Da die Gescbwindigkeiten mit der Wurzel der Tiefe 7^ wacbsen, 
muss man, nacb 0. Beynolds^^'^), wenn I die Lange, p die Zeitperioden 

bezeicbnet, im Abbild - y- (oder genauer unter Beriicksicbtigung des 
Soblenwiderstaudes 

worin A und B durch den Yersucb zu ermittelnde Konstanten sind) 
so gross wie im Urbild macben, damit die Yorgange abnlicb seien. 
Docb diirfe die Gescbwindigkeit im Modell nicbt zu klein sein und 
daber, wenn e die Steigerung des Gefalles gegentiber dem in der 
Matur bedeutet, nicbt unter ein bestimmtes Mass sinken, welcbes 
fiir verscbiedene Darstellungen desselben Urbildes gleicb gross ist. 
Die Gescbiebedurcbmesser sollten sicb nacb B. Bngels"'’^^) wie die 
Quotienten Gefalle dui’cb Wassertiefe verbalten. 

Durcb Modellversucbe bofft man daber, wenn aucb die Priifung 
im Massstabe der Wirklicbkeit nicbt entbebrlicb werden kann, mit 
der Zeit yon tastender Em’pirie zu besserer Einsicbt zu gelangen. 
In der Scbaffung you Flussbaulaboratorien einerseits, in der Ein- 
richtung fortlaufender bydrograpbischer Aufnabmen, welcbe das Wasser 
auf seinem ganzen Wege Tom Niederscblage bis zum Meere verfolgen 
sollen, andrerseits kennzeicbnet sicb der Pfad, den die Eorscbung auf 
dem Gebiete des Flussbaues einzuscblagen begann. 

694) Brit, Assoc. Rep. 57. meeting held at Manchester 1887, London 1888 
== 0. Reynolds, Papers 2, p. 333. 

595) L.F. Vernon -JSarcourt, London Roy. Soc. Proc. 45 (1889), p. 512. 

596) jET. Engels, Zeitschr. f. Bauwesen 50 (1900), col. 357. 

597) Brit. Assoc. Rep. 59. meeting held at Newcastle 1889, London 1890 
= 0. Reynolds, Papers 2, p. 394; Th. A. Searson, Min. Proc. Inst. Civ. Eng. 146 
(1901), p. 216. 

598) Zeitschr. f. Bauwesen 50 (1900), col. 365. 
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1. Einleitende tlbersiclit. Die liydraidischen M.otoren dienen 
zur GrewiBnung von Leistung; die Wirkungsweise des Wassers in den 
kydiaulischen Motoren berubt auf Dmwandlnng yon potentieller oder 
kinetiscber Energie des Wassers der natiirlicben nnd kunstliclien 
Wasserlanfe in Arbeit. Die Arbeit wird erzeugt entweder dnrcb. eine 
nnmittelbare Wirknng der Schwere des Wassers auf den Motor, oder 
dnrcb. eine Entziebnng yon kinetiscber Energie. Letztere wird erreiclit 
dnrcb Anderung der Grrosse nnd Ricbtung der relativen Gescbwindig- 
keit des Wassers nnd das gescbiebt entweder dnrcb das Erzwingeii 
bestinimter Bewegnngen des Wassers im Motor oder dnrcb den Stoss- 
des Wassers gegen Teile des Motors. 

Der Motor erbalt das Wasser meist ans natiirlicben Wasserlaufen 
odei Reseryoiren mittels des Znflnssgerinnes (Oberwassergi*aben) zu- 
gefiibrt, wabrend es das tiefer gelegene Abflussgerinne (Unterwasser- 
graben) in den Wasserlauf zuriickfiibrt. Der Hdbenunterscbied Ji der 
Wasserspiegel im Zn- nnd Abflussgerinne, gemessen in unmittelbarer 
Mabe des Motors, wird das disponiMe Gefdlle genannt. Bezeicbnet q 
das anf die Seknnde bezogene Volnmen der in derselben Zeit durcbi 
den Motor fliessenden Wassermenge (sekundl'iche Wassermenge) nnd y 
die spezifiscbe Scbwere des Wassers, so stellt das Prodnkt 

(1) = r • 2 

die auf die Seknnde bezogene Arbeit, die sogenannte disponible Lei- 
stung (oder das Arb&itsvermbgen) der motoriscben Anlage dar, welcbe 
dem W^asser dnrcb den Motor entzogeu werden soli. Das kanii wegen 
nnyermeidlicber Verluste dnrcb Bewegungsbindernisse, Flnssigkeits- 
reibung n. a. nur zum Teil gescbeben. Die dnrcb den Motor tat- 
sacblicb gewonnene Leistung L wird die effeUive Leistung (Mutzeffekt 
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nacii Grashof) genanBt. 

( 2 ) 


Das Yerhaltiiis beider 



nennt man den Wirlcungsgrad der Anlage. Bezeichnet den Ver- 
lust an Leistung in der Zu- und Ableitung des Aufscblagwassers, so 
wiirde der Motor nur die Leistung ausnutzen konnen. Man 

unterscheidet daher den Wirlumgsgrad 


( 3 ) 





des’ eigentlicJien Motors von dem Wirkungsgrad der ganzen Anlage. 

Die mathematiscke Theorie der hydraulischen Motoren sucht die 
Bedingungm fiir die Gestaltgehung und die Ahnessungen der Motoren, 
sowie fiir die JJmlaufsgeschwindiglmt m ermitteln, unter denen t] und 
1 ]^ die grosstmoglichen Werte annehnen. 

Die bydrauliscben Motoren lassen sick in der Hauptsache in zwei 
Gruppen bringen, in die der 'Wasserrdder und die der KolbenmascJiinen. 
Bei ersteren wirkt das Wasser auf ein sick drekendes Rad, bei 
letzteren durck seinen kydrostatiscken Druck auf einen Kolben, der 
sick in einem Hoklcylinder kin und ker bewegen kann. Die wick- 
tigsten Kolbenmasckinen sind die sogenannten Wassersdiilenmaschinmi, 
welcke zur Hebung des Wassers in den Bergwerken dienen. Die 
Kolbenmasckinen werden kier nickt bekandelt, weil sie in matbe- 
matiscker Hinsickt kein Interesse bieten. 

Die Wasserrader werden eingeteilt: 1, in die eigentlicJien Wasser- 
rdder, in denen das Wasser sick in relativer Ruke gegen das Lauf- 
rad befindet, und 2. in die Turbinen**), in welcken das Wasser eine 
Relativbewegung gegen das Rad vollziekt. 

Die eigentlicken Wasserrader werden in der Gegenwart mekr 
und mekr durck die Turbinen yerdrangt; auck kat ikre verkaltnis- 
massig einfacke Tkeorie keinen grossen Einfluss auf ikre Ausfiikrung 
erlangt, weskalb sie im folgenden (Nr. 3) nur kurz und in den Haupt- 
ziigeii angedeutet wird. 

Die Pumjpen sind Yorricktungen zur Hebung und Bewegung 
sckwerer Fliissigkeiten, erfordern also Arbeit zu ikrem Betriebe. Yon 
den zaklreicken Formen solcker Yorricktungen sollen kier nur die 


**) Der Name „Turbiae“ tritt zuerst auf in dem Preisausscbreiben im 
Bulletin de la societe d’encouragement pour Tindustrie nationale 26 (1825), p. 5: 
Prix pour I’application en grand des turbines bydrauliques. Vgl. M. Buhhiann, 
Beitrag zur Gescbicbte der borizontalen Wasserrader, Zeitscbxift des Hannover- 
scben Arcb. u. Ing. Yereins 1 (1854), p. 227. 
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KoTben- und die Sclileudei-piimpen, sowie die WasserstraJdpumpen iind 
der Widder behandelt -werden, da sie niclit nur die grosste Yerbreitung 
babea, sonderii aucb ihre Tbeorie am meisfceii entwickelt ist. Be- 
zeichnet q die durch die Pumpe in der Sekunde gebobene Miissig- 
keitsmenge, h die Hubbobe und L die zur Hebung erforderlicbe 
Leistung, so nennt man das Yerbaltnis 

L 

qJiy ^ 

den Wirkungsgrad der Fumpe. 

2, G-rundbegriffe und theoretiscbe Grundlagen. Bine matbe- 
matiscb strenge Tbeorie der hydrauliscben Motoren und Pumpen ist 
ebenso wie eine solcbe der Hjdraulik^) z. Z. nicbt durcbfubrbar 
wegen der Scbwierigkeiten, welcbe die inatbematiscbe Bebandliing 
der Pliissigkeitsbewegungen unter Beriicksicbtigung der inneren Rei- 
bung, der Wirbelbildung und der turbulenten Yorgange besitzt; sie 
ist aber aucb fiir die tecbniscben Anforderimgen an diese Tbeorie 
nicbt notig^ da es gelingt, durcb Einfiibrung der bydrauliscben Wider- 
standskoeffizienten die Tiber einstimmung zwiscben der beutigen an- 
genaberten Tbeorie und den Yersucbsergebnissen so weit berzustellen., 
als dies die praktiscbe Yerwendung der hydrauliscben Motoren und 
Pumpen erforderbcb macbt. 

Der erwabnten Annaberungstbeorie liegt die gleicbe Yorstellung 
von den Bewegungsvorgangen der Fliissigkeiten zu Grrunde, auf wel- 
cber sicb die Hydraulik in der Hauptsacbe auf bant ^). An Stelle der 
Grescbwindigkeiten der einzelnen Wasserelemente tritt die sogenanute 
mittlere Geschwindiglteit eines Wasserstrables. Unter der Yoraus- 
setzung, dass die Gescbwindigkeiten der einzelnen Bliissigkeitselemente; 
welcbe sicb zu einer gegebenen Zeit in den Punkten einer ebenen 
Blacbe f befinden, der Ricbtung nacb nicbt sebr von der ISTormalen 
der Flacbe abweicben, fubrt man das Yerbaltnis des Yolumens q der 
in der Sekunde durcb die Flacbe f (den Strablquerscbnitt) tatsacblicb 
strdmenden Fliissigkeitsmenge zu f, d. i. 

( 4 ) q-.f^v 

als sogenanute mittlere Gescbwindigkeit des Wasserstrables im Quer- 
scbnitt f ein. Ibr entspricbt die Annabme, dass die Bewegung des 
Strables matbematiscb wie die eines unendlicb diinnen Wasserfadens 
bebandelt warden darf. 


1) Ygl. IV 20, Vorbemerkung (ForcTiheimer). 

2) Ygl. fiir das Folgende aucb lY 20, Nr. 1—8 (ForehJieimer). 
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Die Kontmuitatshedingung wird stets in der Form 

(5) == /2«2 = •••== g 

Isenutztj wenn die fj. die Str 3 ililc[uersclinitte Siii verscliiedenen Stelleiij 
die V,. die entsprecFenden niittleren Geschwindigkeiten kezeiclmen und 
q die effeUive, d. h. tatsackiicli durch die Quersclinitte in der Zeit- 
einkeit strdmende Wassermenge, bezogen auf die Zeiteinheit, ist. 

In der Theorie der bydranliscben Moforen wird ferner die Pliissig- 
keitsbewegung als stationdr vorausgesetzt und auf sie das Primip 
der Unetisclien Emrgie in der Form angewendet, wie es sicli fiir 
einen unendlich diinnen Wasserfaden gestaltet, welcber die Schwer- 
punkte der Strablquerscbnitte entbalt, und sich mit der mittleren 
Gescbwindigkeit bewegt. Erfolgt die Bewegung vom Strablquerscbnitt 
bis zuni Querscbnitt f, deren Scbwerpunkte iiber einer borizontalen 
Ebene die Hbben 0 ^, bezw. ^ baben, sind die liydrauliscben Driicke 
in diesen Scbwerpunkten bezw. p, die mittleren Gescliwindigkeiten 
bezw. V, und bezeicbnet I den bydrauliscben Widerstandskoeffi- 
zienten fiir diese Bewegung j so ist diese Borm duicb die Gleicbung 


( 6 ) 


I j_ V 


^ + ■■7 + 


gegeben. Sie Avird sowobl fur freiej als gebundene Fliissigkeits 
bewegungen, fiir absolute, wie relative Bewegungen benutzt; in letz- 
terem Palle bedeuten die v relative Gescbwindigkeiten und an die 
Stelle der ■ y tritt die entsprecbende Kraftefunktion, so z. B. bei 

der gleichformigen Kotation der scbweren Pliissigkeit = Z (^ + 1^), 

falls M die BabngescbAvindigkeit des Teilcbens bei der Drekung ist. 

Der Verlust an Energie, bezw. Leistung infolge des Stosses von 
Fliissigkeitsstrablen gegen feste Kbrper oder Fliissigkeiteu wird 
durcb die Borda-Carnotsdie Formel in Recbnung gestellt. Diese ist, 
wenn die auf die Sekunde bezogene Wassermasse, welcbe zum 

Stoss kommt, femer d die mittlere Gescbwindigkeit des Wasserstrables 
Yor, v" die nacb dem Stoss, und v ^ v” ibre geometriscbe Differenz 
bezeicbnet, 

(7) _ 




3) Fur plotzlicbe Grosseniiiideruugen der Gescliwindigkeiten you Wasser- 
strahlen berecbnet scbon J. A. Borda (Paris, Mdmoires de I’Acad. (1766), p. 579) 
den Verlust an kinetischer Energie nacb dieser Formel; spater gab L. M. Gamot, 
Prinoipes fondamratanx de I’ecimlitac, Paris 1803, p. 145, die VerEdlgein..i.emng 
auf GrOsseu- und Bichtungsandeiung dor Gesehwindigkoiten aieh stossender un- 
elastiscber Korper. 
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Findet der Stoss gegen eiiie ebene Platte statt, welclie mit der Gre- 
scliwindigkeit u (s. Pig. 1) gleicliformig translatiert^ so ist 

(®) A — cos a — w cos 

imd die Stosskraft senkreckt znr Platte 

N ~ 7)\ {v cos CC — U COS j3) 

falls V die Gresch-windigkeit des Plussigkeitsstrakles ist, und a iind ^ 

die Winkel Yon v und 
u mit der Normalen 
zur Platte sind. Die 
Leistung N • ib ■ cos /i 
der Stosskraft wird ein 
Maximum fiir 
w • cos cos CC 

und es betriigt dieses 
Maximum 

% cos == - . (.y cos af, 

d. b. im besten Falle wird durcb den Stoss die Hiilfte der kinetischen 
Energie in Arbeit umgesetzt. 

Ptii die Bereclinung der motojiscben Leistung der Turbinen wird 
Yielfack die Tbeorie der ItedktionserscJmnungen^) an gebundenen 
Fliissigkeitsbewegungen berangezogen, obgleicb sie bierzu nicbt not- 
wendig ist. Stromt eine Fliissigkeit stationar durcb ein irgendwie 
gekriimmtes Robi- you Yerbaltnismassig kleinem Querscbnitt, so dass 
man den Strabl als Stromfaden anseben darf, welcber die Sebwer- 
punkte der Strablquerscbnitte f Yerbindet, so sind die Komponenten 

4) Die ersten Untersuchnngen iiber die Reaction, und zwar bei dem Ana- 
flugs aus ruhenden Gefassen, teilte Daniel Bernoulli, Hydro dynamica, Basel 1738, 
Sect. Xni, mit. Im Jahre 1750 veroffentbcbte J. A. Segner in zwei Arbeiten 
(Tbeoria macbinae cujusdam bydraulicae und Computatio formae atque virium 
maobmae bydraulicae nuper deseriptae, Gottingae 1750) die Tbeorie des nacb 
ibm benannten Reaktionsrades, jedocb obne Bezugnabme auf allgemeine Gesicbts- 
prmkte. L. Euler, Appb cation de la macbine hydraulique de M. Segner 
(Berbn, Histoire de I’Academie (1750), p. 271) entwickelte die Tbeorie des 
Segnef Bchen Rades allgemeiner und gestiitzt auf die Arbeiten D. Bernoulli' a-, 
zugleicb leitet er aus der Tbeorie Verbesserungsvorscblage fiir das ^^ad ab. Die 
Abbandlung von L. Euler, „Tbeorie des macbines“, Berlin, Hist, de PAcad. (1754) 
entbalt die nocb beute benutzten Formeln fiii- die Reaktiouskrafte und -momente 
und zwar fiir Eobren, welche urn geneigte Asen rotieren; jedocb vernacblassigt 
L. Euler die Pliissigkeitsreibung und giebt dem Reaktionsrade eine solcbe Ein- 
nchtung, dass Stossverluste beim Eintritt des Wassers in das Rad vermieden 
vrerden. 
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der Reaktionskrafte fiir das ruliend gedackte Rokr Ton einem Straiil- 
element 

dX== dm ■ — - u. s. w., 

falls V die mittlere Gescliwindigkeit des Bleiaeiites dm zwischen zwei 
unendlicli benackbarten Querscbnitteii des Robres, und a den Winkel 
zwiscben v und der X-Axe bezeicbnet. Bei der stationaren Bewegung 
des Strables ist aber dm = £ ■ f • v ■ dt — m-^dt, sonacb 


dX — m^d (v cos cc) 


und 

( 9 ) 


X = m^ (v^ cos 0^2 — cos a^. 


Hierin ist m^ die sekundlicbe Wasserniasse und und ag bezieben 
sicb auf den End-, und auf den Anfangsqiierscbnitt des Robres. 
Ist das Robr in gleicbforniiger Bewegung, so treten an die Stelle der 
V die relativen Gescbwindigkeiten, Drebt sicb das Robr gleicbfdrmig 
nm eine Axe, so ist das Moment der Reaktionskrafte fiir diese, wenn 
man die 2^-Axe des Koordinatensystems in sie legt, 


( 10 ) [«q (Ci cos + %) “■ ^*2 (^2 ^2 + ^'2)] 


und die entsprecbende Leistung 

(11) X = • G3 = WiK(^i cos 01 + %) — Mg (cs cos 02 + ^s)]' 


Hierin bedeuten die u = r • oo die Hrebgescbwindigkeiten der Pnnkte 
im Abstande t von der Drebaxe, 03 bezeicbnet die MTinkelgescbwindig- 
keit und die 0 sind. die Winkel zwiscben den relativen Gescbwindig- 


keiten c der Pliissigkeit im Robr und den m. 


3. Wasserrader. Das Laufrad, dessen Axe meist horizontal 
liegt, wil’d gebildet von einem kreiscylindriscben Koipei, auf welcbem 
aussen die zur Aufnabine des Aufscblagwassers dienenden Zellen sicb 
befinden. Die Zellen werden entweder aus ebenen Brettern oder ge- 
kriiminten Eisenblecben bergestellt (s. big. 2 und 3) und sind seitlicb 
entweder durcb die Radkranze abgescblossen {ZeUenrdder) oder offen 
(Schaufelrdder). Die Scbaufelrader mussen desbalb seitlicb und auf 
einen Teil des Umfanges aucb nacb unten bin einen Abscbluss er- 
balten, damit das 3Vasser nicbt wirkungslos aus dem Rade fliesst. 
Das gescbiebt durcb den sogenannten Kropf, einem rubenden Ban 
aus Holz, Eisen oder Stein, in dem sicb das Laufrad mit moglicbst 
kleinem Spielraum, dem sogenannten Kropfspalt, bewegt (s. Pig. 4). 
Die Wirkungsweise des Wassers ist alien diesen Radern (die Stoss- 
rader aHein ausgenommen) gemeinsam. Das zugefiibrte Wasser fiillt 
die Radzellen und sinkt mit dem sicb gleicbfdrmig drebenden Rade 
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axis dem Zufluss- in den AbHugsgralieii und die von der Schwere des 
Wassers hierbei verriclitete Arbeit wird auf das Rad ubertragen^ da 



es relativ zum Wasser in RuJie ist. In Fig. 2 und 3 ist der Yorgang 
an einem sogenannten oberscblachtigen Zellenrade, in Fig. 4 an einem 
Scbaufel- oder Kropfrade dargestellt. 



Die vom Wasser auf das Rad libertragene Leistung wilrde die 
disponible L — q^h-y sein, • wenn nicbt der Yorgang mit Arbeits- 
verlusten verbiinden ware, Einerseits sind es durch die Bewegungs- 
widerstande des Rades (Zapfen- und Luftreibung) bedingte Yerliiste,, 
andererseits liydraulische Yerlnst-e, von denen die wicbtigsten kuiv: be- 
sprocben werden sollen. 
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Beim Austritt des Wassers aus dem Zuflussgraben findet infolge 
der Flussigkeitsreibung und Wirbelbildnng ein Verlust statt, welcber 
in der Form von ^ ^ bezogen auf die Masse der sekund- 

lichen Aufscblagwassermenge berecbnet wird; bierin ist die mitt- 
lere Austrittsgescliwindigkeit des Wassers aus dem Zuflussgraben und 
I der entsprecbende hydraulische Widerstandskoeffizient. 

Ferner findet beim Eintritt des Wassers in das Laufrad ein Ver- 
lust deshalb statt, weil im Allgemeinen die Gesebwindigkeit des ein- 
tretenden Wassers von der Gescbwindigkeit des in den Zellen rubenden 
Wassers nacb Grrbsse und Bicbtung verscbieden ist. Man bebandelt 
den Vorgang wie einen unelastischen Stoss und berecbnet den Verlust 
naberungsweise nacb Formel (8). 

Der wesentlicbste Energieverlust ist meist mit dem Austritt des 
Wassers aus dem Laiifrade verbunden. Bei Zellenradern beginnt die 
Entleerung der Zellen scbon vor deren tiefster Stellung imd der Ver- 
lust entspricbt der Leistung, welcbe die Scbwere des aus den Zellen 
frei berabfallenden Wassers auf dem Wege bis zum Wasserspiegel 
des Abflussgrabens verricbtet. Er wird meist angenabert°) berecbnet 
Oder grapbiscb®) ermittelt. Vergrossert wird der Verlust durcb den 
Umstand, dass die Wasserspiegel in den Zellen keine borizontalen 
Ebenen sind, sondern coaxiale Kreiseylinderflacben, deren Axe um 
q : ( 0 ^ (ot) = Winkelgescbwindigkeit des Bades) vertikal fiber der 
Radaxe liegt. Endltcb bewirkt einen Verlust das sogenannte Frd- 
Mngen des Hades (d. i. eine bdbere Lage des Rades fiber dem Ab- 
flussgraben, damit das Rad besonders bei Hocbwasser nicbt zuviel 
eintaucbt), sowie der Umstand, dass das Wasser das Rad mit der 
Radgescbwindigkeit Verliissfc. 

Bei den Kropfradern tritt an Stelle des Verlustes durcb vorzeitige 
Entleerung der Zellen der Verlust im Kropfe durcb den unvermeid- 
licben Kropfspalt. Das Wasser in einer Zelle lauft zum Teil durcb 
den letzteren in die nacbst tiefere Zelle und verricbtet bierbei keine 
Arbeit, welcbe auf das Rad ubertragen, also gewonnen wird. Aucb 
dieser Verlust lasst sicb nur naberungsweise in Recbnung stellen 
und zwar, indem die aus den einzelnen Zellen austretenden Wasser- 
mengen mittels der Formel 

5) Vgl. hieriiber: J. V. Poncelet, Couis de mecanicLue appliquee auxmacMnes, 
Paris 1876° 2, p. 184; F. Eedtenb ocher, Theorie der Wasserrader, p. 70; G. Bach, 
Wasserrader, p. 133; F. Grashof, Ea'aftmascbineii, p. 92. 

6) Th, SeebergeT^ Ableitung dex Theorie der oberschlaclitigen Wasserrader 
arif grapMschem Wege, Cmlingenieur 15 (1869), p. 409. 
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berechnet werden, in welcber f den Spaltquerscbnitt, 5^ die Tiefe der 
Spaltmitte unter dem Wasserspiegel der Zelle iind (i den Ansfluss- 
koeffizienten bezeicbnet. Die Summe der Leistnngsverlnste, welcbe 
dem Herabsinken dieser Wassermengen nm die Hobendifferenz der 
Wasserspiegel zweier benacbbarten Zellen entsprecben, fiir alle im 
Kropf befindlicben Zellen fiibrt selbst bei einfacben Scbaufelformen 
anf ein kompliziertes Integral, welcbes meist naheriingsweise'^) be- 
recbnet wird. Ein genaneres balb grapbiscbes Yerfabren, bei welcbem 
die zn ermitteltenden Integrale dnrcb Placben dargestellt werden, 
teilte Grubler^) mit. 

Zn den nnterscblacbtigen Kopfradern gebort aucb das sogenannte 
Sagebienrad^^') (s. Pig. 5). Es wird bei grossen Wassermengen und 





Meinen Grefallen mit Vorteil verwendet, da sein Wirknngsgrad rer- 
baltnismassig gross ist. Die ebenen Loben Radscbaufeln weicben urn 
einen gewissen Winkel a entgegen dem Drebsinn von den Meridian- 
ebenen ab, um das Uberlaufen des Wassers iiber die oberen Scbanfel- 
enden zu verbindern und zugleicb die Stosswirkung des eintretenden 
Wassers besser anszunntzen. Die Wasserspiegelmitten in den Zellen 
liegen anf einer Kiirve, die mit binreicbender Annaberung dnrcb einen 

7) Ygl. Member: JT". Theorie der Wasserrader, p. 67 ; K.Schinke, 

tiber den Effektverlnst im Ansgussbogen der Zellenrader mit Mantel, Verhandl. 
d. Yereins z. Befbrd. d. Gewerbfleisses 54 (1875), p. 276; C. Bach, Wasserrader, 
p. 198; F. Grashof, Kraftmaschinen, 100. 

8) Zur Theorie mittelschlilchtiger AVasserriider imd des Sagebienrades, Civil- 
ingenienr 22 (1876), p. 409. 

8*) Ygl. M. Oh. Leblanc, Sur la rone-Tanne, inventee et execntee par 
M. Sagebien, Annales des ponts et chaussees (3) 15 (1858), p. 127. 
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zur Radaxe konzentrisclieii Kreis vom Radius 

Q — y ^ ill ^ 

ersetzt werden kanu; kieriii bezeiclmet q die sekundliclae Wassermenge, 
den ansseren Radius, I die Breite und » die Umfangsgescliwmdig- 
keit des Rades. Der SpaltTcrlust wd me bei den untersoUacMigen 
Kropfradem analytiscli oder grapkisck nakermigsweise ermittel ). 

Eine Verbesseruiig cles Sagebieiirades hat W. Zupqnncjer ) be- 
wirkt, indem er die ebenen Sebaufeb dnrek gekrummte ersetet und 
hierdurob die Verluste beim Bin- und Austntt des Wasseis beiab 

""'^^^Bine besondere Klasse TOn Wassenadem bilden die sogenimnten 
Stossmder, auf die das Wasser nur durcb Stoss aussersten 

FaUes nur die Halfte der Energie durcb Stoss in Arbeit umgeWeR 
werden kann, so ist der Wirkungsgrad solcber Rader stets < i. 

Die Torteilbafteste mittlere Umfangsgescbwmdigkeit des Stossrades 
ist tbeoretisob gleiob der Halfte der Zuflnssgesobwindigkeit des Was- 

sers im Znlanfgerinne (sog. Schnnrgerinne); in Wirkhcbkeit ist ™ 

nur etwa 0,4 dieser eescbwindigkeit, welebe Abweicbung ais erne 

Folge der Yerluste sich ergiebt. a i 

Nicht uubetrachtlich ist der Yerlust, welclier dadurch entsteh , 

dass das Wasser im Schnurgerinne unter den Sobaufeb sum Ted weg- 
flieast, obne sum Stoss zu gelangen, wenn sioli die Sebaufeb to 
Oder binter der tiefsten SteUung befinden; nut bimeiobendei A 
niiherung bat ibn F. Gerstner'^) ermittelt. Durcb ^ordnung meb- 

rerer Stossrader im'selben Sebnurgerinne hbtereinander lasst ^cb em 

boberer Gesanitwirkungsgrad erzielen-), da dann ^ 

des abfliessenden Wassers zim Teil auf jedes folgende Rad ubei- 

trageu wird. 


9V Dieses Resultat riilirt yon G. Zeuner her und findet sich niitgeteilt in 

(1873), p. 20u. ^77 n* "T o t» 409" ferner JG- GrOiShof^ 

10) Ygl. hierhber M. Griibler, Cmlmg. 2 (1876), p. 4U9, 

Eraftmaschinen, p. 155. 

YsA n Bach, Wasserrader, p. 125 n. 

4 Abhaudlungeu der k bdtaiisobeu aeseUsebaft der Wiseeuschaflen 
(1796)- ferner aueb. Handbnob der Mecbamk, Frag 1832 p. 349 
* 131 Tol biernber J. Weisimh, Masebinemneohamk, p. 2-3; F. Gtcc^ f, 

Kraftmalcbton. p. 176; ferner A «%««.-, Znl Bemteilnng der unterBCblaebtig 
Wasserrader, Schweiz. Bauzeitung 35 (1894), p. 10.. 
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Zwisclien den Wasserradern und den Turbinen stebt das sog. 
PoMelet-JRad^'"^), bei dem das Wasser von nnten ber stossfrei in das 
Rad eintritt, an scbwacb gekrbmniten Scbaufebi aufsteigt (s. Fig. 6)^, 
bis seine Creschwindigkeit relatir zum Rade == 0 geworden ist, nnd 



dann durcb seine Scbwere Arbeit verricbtend wieder berabsinkt, Das 
Rad eignet sicb nur fiir kleine G-efalle und Wassermengen und wird 
langst nicbt mebr verwendet. Seine Tbeorie ist aber sebr interessaat 
und bat zu vielen Untersucbimgen^®^) Anlass gegeben. 

4, Grundgleiobungen der Turbinentbeorie. Der Hauptteil einer 
jeden Turbine ist das Laufrad, welcbes zumeist aus zwei Radki'anzen 
bestebt, derenZ’wiscbenraum durcb eine Anzabl kongruenter geki’ummtei* 
Scbaufeln in die gleicbe Zabl kongruenter Zellen oder Kanale (Rad- 
kanale) zerlegt wird. Durcb die ZelleUj bezw, langs der Scbaufeln 
iiiesst das Wasser nnd erleidet bierdurcb eine Anderung der Grrosse 
und Ricbtung seiner reiativen Gescbwindigkeit. Die so entstebenden 
Reaktionskrafte verricbten die Nutzarbeit der Turbme. Fiillt das 
Wasser die Zellen des Laufrades ganz aus, so beisst die Turbine Voll- 
tuyhine (aucb Reaktions- oder Uberdruckturbine, weil der bydraulisclie 
Druck in den Radkanalen im allgemeinen grosser als der Luftdruck; 
ist), im anderen Falle FreiswaJiltuThine (Aktions- oder Druckturbiiie, 
wobl aucb Partialturbiiie). Das ^Vasser wird dem Daufrade in be- 
stimmter Ricbtung zugefiibrt und zwar durcb den sogenannten Leit- 
cipparat, welcber aus abnlicb geformten Zellen oder Kanalen (Leit- 
kanalen) bestebt, wie das Laufrad. Pindet die Zufiibrung des W^assers 

13 “) J. Foncelet, IVKiiioire sur la roue bydraulique a aubes courbes, mues 
par dessous, Metz 1827. ’ 

13D F Foncelet, Cours de mecanique appliquee aux macMnes, Metz 1826,. 
§ 150. Vgl. bierzu aussex den auf das Poncelet-Rad beziiglicben Abschnitten 
der eingangs aufgefiihxten Lehrbiiclier noeb die Axbeit von H. Besal, Paris C. 
R. 69 (1869), p. 1184. 
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anf dem ganzen Urnfange des La^fradea statt, so bUden die Leiikanale 
einea raheaden radfdrmigen Korper, das sogeaannte Le^tra^ and dre 
Turbine heisst voU ieaufscUagt. In jedem anderea Me heisst die 
Turbine teilweise oder paHieU heanfseUagt, woH aucb FartmltmUm 
Der schmale Eaum awisoben Lauf- uad Leitrad heisst der SjmB. Is 
der hydraulische Brack iin Spalte, der sogeaannte Spcdtdrmk, grosser 
als der Ausseadruck, so tritt Wasser durch den Spalt aus uad das 
fiihrt zu eiuem Energieverlust, welcher Spcdtverlust heisst. 

Das Wasser bewegt sich dureh das Laufrad der Hauptsache nach 
entweder in axialer oder in radialer Richtung. Demgemass 
sobeidet man Axial- oder Eadialturbinen. Fliesst in letzteren das 
Wasser Ton inaen nach aussea, so beissen sie yon iiinen beaufschl^te, 
immschWeMige oder auch Foumeyrontvhim'^y, bei umgekehitei 
Bewegimgsricbtung werden sic von aussea beaufschlagte aimm- 
seMikMige oder auch nach ibreia Erfinder FrandsturUmn^ ) genaaat. 

Der Austi-itt des Wassers aus dem Laufrade erfolgt entweder m 
die freie Liift, oder in das Wasser des Abflussgrabens oder emflich 
in ein luftdicht abgeschlossenes Eohr, Saugrotir genanat- Letzteres 
wird entweder vom abfliessenden Wasser ganz erfiillt (wie z. B. bei 
den Tiirbinea von BmscleF'-'-) und Frmms), »der =.bei nur bis zu emei 
gewissen, reguUerbarea Hohe nnter dem Laufrade. ti letzt^em Ealle 
wird in das Saugrohx eine regulierbare Luftmeuge ™ 

hierdurob der Brack im Saiigrohr auf der erforderlichea Kobe ua 

dem Liiftdi’uck gehalten. rr t.- n-n-h 

Jm Folgendea wird zunaobst die TJmne der FoWurUnen ent- 

wickelt und der Ableitnng der bezuglichea Gleichungen eiae Ea la - 
tiirbine mit ausserer Beaufscblagung uad Sau^ohraufstelluag, wie s e 
die Fig. 7a und 7b schematisch zeigen, zu Grande gelegt ). 

U) Die «ndu„g der 

Ingenieur B. Fourneyron 30 m obwohl die Terbesserung 

L. experimeute Boston 1866. 

4-. ci Azialtebine and das Saugrohr warden ertaden ^ J ; 

gefiihit von Oberbergiat Hensobel in Cassel; vgl. bietuber die in der mBnote 

^irD"ft:i"T.ranf PoaceM rarUoksn£«iren , der sio 

nnabbMgig von £ b.^bob» ..be^A^ 

nbemabm die Theorie Fmcdet'a, indem er die erwabnten 
Bordo, als mittels des B^istacb’scben Yerfabrens gleicb- 
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entspreciiendeii Gleidiungen und Ausdriicke fur ‘die anderen Turbinen- 
arteu lassen sick aus den entwickelten dann durch einfacbe Speziali- 
sierungen ableiten. 



Bezeiclinen wie in Nr, 3 die z-j. die Hoben der Scbwerpunkte 
der Fliissigkeitsquerscbnitte iiber einen beliebigen Horizont, ^ 

zeitig beriicksiclitigte und die Theorie anf die Axialturbinen xibertrug. Die 
Darstellung bei Weisiacli ist einbeitlicber, da die Widerstande nnr mittels seines 
bydrauliscben Widexstandskoeffizienten berecbnet "werden. Die t5^bertragung der 
Tbeorie anf die aussenbeaufscblagten Iladial-(Piancis-)Tiirbinen erfolgte durcb 
(r. Zeuner (Givilingenieui 2 (1856), p. 101). Von sebr allgemeinen Gmndlagen 
gebt bei der Aufstellnng der Grundgleicbnngen der Turbinentbeorie S. Gerardin 
(Tbdorie des moteurs bydraulic^nes, Paris 1872) aus, docb gelangt er dnrcb ent- 
sprecbende vereinfacbende Annabmen scbliesslicb zu Gleicbnngen, die im wesent- 
licben mit den folgenden ubereinstimmen. 
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die entsprechenden bydrauliscken Druck-(Piezometer-)H6lien, die 
wakren, die relativen mittleren aesckwmdigkeiten des Wassers in 
den ketreffenden Querscknitten, u, = r,-03 die Umfaiigsgesckwmdig- 
keiten des Laufrades, tk die kydrauliscken Widerstandskoeffizienten, 
und zwar sei fiir den Zuflussgrakeii 7c = 0, fiir den Eintntt m das 
Lanfrad 1 = 1, fur den Austritt aus ikm 7c == 2, fiir den Eintntt ms 
Saugrokr 7v = 3 und fiir den Austritt aus letzterem I == 4; warden 
endlick die entspreckenden arossen okne Index auf den Austritt des 
Wassers aus dem Leitapparat bezogen, so erkalt man zufolge (xi. (b) 
fiir die Bewegung des Wassers aus dem Zuflussgrahen Us mm Aus- 
tritt aus dem Leitap;parat die Grleickung 

(12) 2g{0Q-\- aQ — 2 — a.) = + (1 + 0 '^’o^ 

in welcher = f dem Druok der Luft, der im Oberwaasergi-abea 
herrscht, entspricht und die dem Yeiduste an Energie vom 

Oberwassergraben bis zom Eintritt in den Leitapparat enteprecbende 

Gresckwindigkeitskoke darstellt. • u • 

Der tibertriU des Wassers aus dem Leitapparat ist mit emem 
Yerlust an kinetiscker Energie infolge des Wasserstosses ^ gegen die 
Radsckaufeln yerbunden, welcker nack GL (7), bezw. (8) sick zu 


== [(v cos — Cl cos 6>i — uj‘ + sin — Ci sm 0i) ] 

berecknet. Hierin bezeicknet den Winkel zwiseken -y und dei 
Umlaufsgesckwindigkeit % des Laufrades, q die relative Gesckwm ig- 
keit des Wassers gegen das Laufrad nack dem Stoss un i en 
Winkel zwiscken Ci und %. 



Ferner findet noch ein WasserTCrlust durcb den Spalt (Spalt- 
Terlusti bei diesem Ubertritte statt; doeh soli dieser als sehr klem 
und daher in den folgenden Gtleiebungen fernacUassigbar yorausgesetet 

werden. 
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Fur die relative JBewegung des Wdssers durch das Laufrad erFalt 
man aus der durcli Zufiigung der Grlieder (welclie den 

Zentrifugalkraften entsprechen) erweiterten Gl. (6) die Beziehung 

(14) 2g -f- a n^) = (1 -j- ^ 5 ) Cg" — ~f~ ‘^h~ — 

in welcher 0 ^ ~ ^ ist und 0 ^ — ^2 “ ^^12 sogenannte Laufrad- 
hohe, d. i. den Hdhennnterscliied der Schwerpunkte der Ein- und der 
Austrittsquersclinitte des Lanfrades darstellt^®). Liegt die Laufradaxe 
horizontal und bezeicknet 0 ^ ihre Hohe iiber dem angenonimenen 
Horizont, so setzt man nalierangsweise 0 ^ — 0 ^ = 0 . Ferner ist 

( 15) = ]/(?; cos -}- (v sin 

die relative Eintrittsgescbwindigkeit des Wassers in das Laufrad vor 
dem Stoss. Gri. (14) geht nacb Substitution der Werte fur und 
uber in 

2^(/b2+ « — «2) 

— (1 ~f* ^ 2 ) — 2'y Cl cos (dj — t/^i) -|- StfiCj cos -{- 

Der Klammerinhalt der linken Seite stellt zugleich den sogenannten 
SpaltuberdrucJc dar. 

Der Uhergang des Wassers aus devn Laufrad in das Saugrohr 
gescbiebt gemass der Gleicbung 

(17) 2g (% — ttg) = -f- (^2 si’i ^'2 — '^’ 3 )^ "I" (^2 + <^3 cos 6f)^ — v. 2 ^, 

in welcker das 2. und 3. Glied der recbten Seite den Stossverlust 
darstelleUj walireiid 

(18) ‘h = y(% + ^^2 cos 02 )^ + (% sin B^y 

die wahre Austrittsgesebwindigkeit aus dem Laufrade und 6^ der 
Winkel zwiscben und ist. 

Endlicb ergiebt sick fiir die JBewegung dss Wassers durch das 
Saugrohr die Gleickung 

(19) 2g (^3 ^4 + ^3 af) = -f- (1 

16) Den. V' iderstandskoeffizienten hat zuerst Gomies (Recherches, Note A, 
p. 82) in der Turbinentheorie verwendet tind einen entsprechenden Ansdruck 
dafiir abgeleitet; in die Hydraulik hat ihn jedoch erst J. Weishach (Yersnche 
hber den Ansflnss des Wassers, Leipzig 1842, Vorrede p. VH) eingefiihrt. Gras- 
Jiof (Kraftmaschinen, p. 242) stellt als Pnnktion der Krnmmnng und Breite 
der Radkanale dar, "wahrend JET. Oesterlein^ Untersuchungen iiber den Enexgie- 
verlust des Wassers in Turbinenkanalen, Berlin 1903, noch den Einfluss der 
inneren Reibung des Wassers ansser dem der Abmessungen der Kanale auf die 
Grosse von g’j in Rechnung zieht, und durch Yersnche feststellt, dass 
0,05 <C 0,1 und J'o stark von der Krhmmung der Kanale abhangt. 
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ill •welcher — ^2 setzen ist, da der Unterwasser- 

graben nnter dem Luftdruck steht. Es ist bierbei die mittlere 
Austrittsgescbwindigkeit aus dem Saugrobr und ^4 der Widerstands- 
koeffizient fiir den Austritt. 

Die Addition der Gileicbnngen (12), (13), (16), (17) nnd (19) 
liefert nnter Beriicksicbtigung Ton (14), (15) nnd (18) die erste G-rund- 
gleicliuny 

‘ 2 gh = ^0^0^ "1“ (1 ~1~ ^) -{- 2 vc^ cos (64 i/^i) 2^^4 cos 

(20) + (1 + ^2) <^2“ — ^ ^2 ^’s ^2 4" (1 + ^3) 

4" (1 4" Q ^’4" 


in welcber = h gesetzt wurde. Die Grrosse Ji entspricbt dem 

disponiblen Gefalle, 'wenn die mittlere Gesckwindigkeit im Ober- und 
Uiiterwassergraben dieselbe ist, was zumeist vorausgesetzt weiden 
kann. Eerner kann ebenfalls mit binreicbender Annaberung ^’4 = % 
gesetzt werden. 

Zn dieser Gleicbung tritt die Koniinuitdtshedingung in der Form 


( 21 ) q === fo^o = f ‘ V = tiC^ — — f /"A- 

Ersetzt man die C/, und v,^ durcb q und die Querscbnitte /i, so giebt 
die Gleiobung (20) den Zusammenbang zwiscben q und co im statio- 
niiren Zustande. Geonietriscb lasst sicb dieser Zusammenbang durcb 
einen Kegelscbnitt darstellen, dessen Mittelpunkt im Koordmaten- 


anfang des Systems {q, a) liegt. 

Ftir die Leistung der JieaMionshrdfte erbalt man aus . ( . , 
unter Beriicksicbtigung des Stossverlustes 4 Eintritt des liVas- 

sers in das Laufrad nacb Gl. (8) 


( 22 ) 

nnd soiiacb 


Xj = q - y \u^v cos ti — (^2 ^2 4~ 

als Ausdruck fiir den WirJcungsgrad der Anlage 


— \u^ V cos 7^4 M2 (^2 cos 6^ + Mg)] ■ 

7j. L ^ 


(23) rj 

Brsetet maa in (22) nnd (23) die v, nnd e, mittels (21) durch 

I- ilgen nnd i so.oU fax TnxHnen al, Pn^pen gnlf. an ™c.en, 

+ i f, 2? ( ' ' Eine entepreohende indetung 

anoh"ar(20)Td Tax’daxcl Eintutang eineB weitexen KoefMenten 

des „Bintrittsko'effizienteii“. gtj 

Enoyklop. d. matk. Wisseusoh. IV 2- 
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g' und die f^., so erhalt man nach Elimination von q aus diesen Grlei- 
chungen nnd ans (20) eine Grleichung yom 6. Grade zwiscten L iind 
(D, sowie eine solche 4. Grades zwischen rj und a. 

Ancli der Spaltdrnck andert sicli mit co; das Andernngsgesetz. 
lasst sieh, wie (16) in Verbindung mit (20) ersicbtlicli maclit, durcli 
eine Kurve 4. Ordnung ansclianlicb darstellen. 

Bei Anfstellung yorstebender Grnndgleicliungen (20), (22) und 
(23) sind foigende drei Verluste mcbt in Eecbnnng gestellt worden: 
1. Der Verlnst infolge des Stosses der Wasserstrablen gegen die 
Scbaufelkopfe beim Eintritt des Wassers in das Lanfrad; er ist yer- 
baltnismassig klein nnd kann durcb zweckentsprechende Form der 
Scbaufelkopfe sebr berabgezogen werden; 2. ein Verlnst, der dadurcb 
entstebt, dass sicb die Stellungen der Eadscbaufeln gegen die Leit- 
scbaiifeln foitwabrend andern, wobei die relatiyen Strahlqnerscbnitte 
zwiscben zwei Grenzen scbwanken; dieser Energieyerlnst wird yer- 
scbieden benrteilt^®); jedenfalls ist er sebr klein und kann naherungs- 
■weise im Koeffizienten mit beriicksicbtigt werden; 3. der Spaltyerlust, 
■welcber bei grossem Spalt nnd Spaltdrnck sebr betracbtlicb ■werdeii 
kann. Jedocb lasst sicb der Spalt so gestalten, dass das Wasser beim 
Dnrcbfliessen sebr grosse Widerstande findet nnd folglicb yerbaltnis- 
massig wemg Wasser yerloren gebt. Bei zweckmassiger Ansfubrung 
der Turbine darf desbalb der Spaltyerlust in den Grundgleicbungen 
yernacblassigt werden. 

Die aufgestellten Grundgleicbungen sind fiir innen und fur aussen 
beaufscblagte Tnrbinen nur dadurcb nnterscbieden, dass ist 

nnd eisteie kein Sangrobr baben. Bei Asialturbinen nimmt man ge- 
wobnlicb == an, ■wodnrcb sicb die Gleicbungen etwas yerein- 
facben. ^ Docb fallt bierdurcb der Einfluss ,der Zentrifugalkrafte au& 
en Gleicbungen, ein Umstand, der bisber nicbt gentigencl bertick- 
sicbtigt wurde'^). 

Die neueren aussen beanfscblagten Eadialturbinen mit Sangrobr 
baben die Eigentiimlicbkeit, dass das Wasser nicbt nur in radialer,. 
sondein aucb in axialer Eicbtung abgelenkt wird; sie sind also Xom- 
binationen yon Asial- und Eadialturbinen und baben alle doppelt- 


18) Ygl. Z. B. 0. Sack, Wagserriider, p. 40; F. Grashof, KraftmascMnen, 
p. 215;^ G. Herrmann^ Weisbach'^ MascMnen - Mecbanik 2^, p. 422); F. Strilek, 
Der Einfluss der Scliaufelstarken der Turbinen, Zeitscbr. d. Ver. deutscb Iiio-" 
.35 (1891), p. 612; E. Brauer, Grundriss, p. 28. 

-cr 1 -.. Beziebungen zwiscben Tbeorie and Yersucben bei Axial- 

Yolltnrbinen, Big. Ind.-Zeitung 1891, p. 282. 
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4. Grundgleichungen der TurMnentheorie. 

gGkruiiinitG SctLSiTifslii^*^). BGSOndGrs auff'dllig ist diss boi d6ii Tiir- 
binen von Svaine (s. Fig. 10), die trotz kleinem ausseren Durchmesser 
viel Wasser durcblassen; ihre TJmlanfs- 
gescFwindigkeit ist dementsprecbend gross. 

Sollen die entwickelten Grand gleickun- 
gen mit einer fur tecknisch-e Zwecke kin- 
reickenden Genauigkeit besteken, so muss 
in erster Linie der Bedingung geniigt werden, 
dass der kydrauliscke Druck im Innern der 
Turbine an keiner Stelle ^ 0 wird, also 
das Wasser die Turbine vollig erfiillt. Das 
bedingt Besckrankungen einerseits fur die 
Pornien der Leit- und Badsckaufeln, anderer- Fig. 10. 

seits fiir die Form und Hoke des Saugrokrs. ^ 

An sick kat die Form der Sckaufeln zwar keinen unmittelbaren Em- 
fluss auf die Grosse der Leistung einer Turbine, wokl aber auf die 
Grdsse von gg, namentlick wenn sie Anlass zu tnrbulenten Bewegimgen 
der Fliissigkeit giebt. 

Es ist daker fiir die Formgebung der Turbine und ikrer Sckautein 
kauptsaoklick massgebend, dass die Kontinuitat der Fliissigkeits- 
bewegung gewakrt bleibt. Das ist der Fall, wenn Unstetigkeiten 
und rasoke Wecksel der Gesckwindigkeiten nach Grosse und Ricktung 
vermieden werden, also die Fliissigkeitsquersoknitte allmaklick sick 
andern und die Kriimmungen der Stromfaden nickt zu stark sin . 
In dieser Hinsickt ist die Kenntnis des absoluten Wasserweges und 
dessen Abkangigkeit von der Scliaufelform von grosser Bedentung. 
Das folgende sebr einfacke Yerfakren zur Ermittlung des absoluten 
Wasserweges gab H. Zeimeo’^^'). 

Es sei A ein beliekiger Punkt der Mittellinie des Laufradkanales 
einer Radialturbine, OA — r, ^AOJ—q),&o erkalt man JOH 
aus der Beziekung ^ 

(p Cp == 03 • -y } 

in welcter T,=ffdr das (in der Fig. 11 scFrafflerte) Volnmen des 


20) VoiBcimge fiir die Formung imd Aufeeiohnung Bolehsr Scbanfeln 

maeMen; KSfddel imd W.Wagmbach, Zeitsohr. d. Ter. deutsdi. Ingots (1889), 
p, 681; N. iMd. 45 (1901), p. 1602; S. Esclier, Sohwm. Baureit 41 

(1903), p. 25. Besonders ansfiihrlicli behandelt die Geometrie der Schaufelung 
r. Kaplan, Zeitaclir. f. d. gesamte Turbinenweseu 1 (1904), p. 267. 

21) Tbeorie der Turbinen, p. 145. 
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Larfradkanales bis zam Punkte A„ V ^ffdr das gesamte Kanal- 

Tolnmen imd ra die Wiakelgesobwindigteit des Laufrades ist. Der 
Wmkel ^ bestimmt den Pnnkt B der MitteUinie des absoluten 



Fig. 11. 


so den ab V t Wsobrntt f derselbe bleibt, erhalt man 

den absolu ten Wasserstrabl mit der entspreebenden Annabernng, 
Bei Axialturbmen (r, = r.) tritt die Beriehnng (s, Pi„ 12 ) 



y -{-y = u ■ 

an die Stelle der voriier- 
gehenden; in ilir ist AJ=y, 
J 3 J==y ^ u c[|0 iiiittlere Balin- 
gesctwindigkeitdes Laufrades, 
waiirend und F eine ana- 
loge Bedentung Laben, wie 
im Yorbergebenden Falle. 


Fig. 12, 


a 


fiillen zu konnen, dass dei 
Stelle der Turbine xr n • i • ^ydranliscbe Druck an keinei 
V r W 7'^ g-ane Kenntnis der Drnck- 

kann bevwf “ f ermittelt warden 

k^, bebdft man meh mit Annaerungen und Schatzun.en wlrtroU 
smd m dieser Hmsicbt die Gesichtsnnnlrt.. j i ®“™il 

J.lsaaohsen^^) eatwiokelt De,-^ b Angaben, welohe 

__ ; entwickelt. Dei Uaberungsweg von A. Brauer^^) besteht 

22) UberdieAblenkangvonWasseirtrahlen, Oiviliageniem 33 (1886), p. 337. 
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darin, dass er in die Differentialgleicliiiiig der Druckanderung Diffe- 
renzen an die Stelle der Differentiale setzt und die erforderlicken 
Grescliwindigkeiten mittels besonderer Diagramme aufsiicbt. 

Einen neuen Weg in der Bebandlnng der Turbinentheorie sehlagt 
F. Prdsil^) ein, indem er Losungen der bydrodynamiscben Differential- 
gleicbungen fiir reibungsfreie Flussigkeiten ermittelt, deren ent- 
sprecbende Bewegungsvorgange denen des Wassers in den Leit- und 
Laufradkanalen, so^^ie in dem Saugrobr alineln. Da bierbei auck die 
Form der Turbine mit bestimmt wird; so ist in derartigen Turbinen 
die Kontinuitat der Fliissigkeitsbewegung gewahrt und der bydro- 
dynamiscbe Druck liberall grosser als Null, soweit nicbt die Reibung 
auf dieses Ergebnis Einfluss bat. Audi entwickelt Prdbil ein zeicb- 
neriscbes Verfaliren, weldies ermoglicbt, die Grescbwindigkeitsanderung 
in einer gegebenen Turbine unter gewissen Yoraussetzungen zu er- 
mitteln. In einer weiteren Arbeit^®) giebt F. FrdUl nocb geeignetere 
Losungen der bezeicbneten Art, sowie ein Yerfabren, mittels der 
Metbode der konformen Abbildung die Scbaufelkurven in die Ebene 
zu iibertragen und so der Zeicbnung zuganglidi zu macben. 

Yon der Annabme unendlicb vieler Sdiaufeln ausgebend ent- 
wiokelt H. Lorem^^) aus den bydrodynamiscben Grundgleicbungen 
Losungen, die weniger allgemein sind, als die Ton Prdsil, und die 
ibn zu einer besonderen — von den bew'abrten Formen erbeblicb 
abweicbenden — Art von Radialturbinen fubren, fiir ivelcbe das 


23) Turbinentbeorie, p. 242. 

24) Bber Flussigkeitsbe-wegungen in Eotationsboblraumen , Scbweiz. Bau- 
zeit. 41 (1903), p. 207. 

26) Bestinnnung der Kranzpi'oiiie nnd der Scbaufelformen fiir durbinen 
nnd Kreiselpixmpen, ibid. 48 (1906), p. 277. 

26) Die Waisserstroniung in rotierenden Kaniilen, Physik. Zeitschr. 6 (1905), 
p. 82 und 206; Neue Grundlagen der Turbinentheorie, Zeitschr. f. d. ges. Tur- 
binenwesen 2 (1905), p. 257; Theorie und Berechnung der Yollturbinen und 
Kreiselpumpen, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 49 (1905), p. 1670; Jolgerungen 
aus den neuen Grundlagen der Turbinentheorie, Zeitschr. f. d. ges. Turbinen- 
wesen 3 (1906), p. 105; diese Arbeiten sind zusammengefaBt in der Monographie; 
Neue Theorie und Berechnung der Ereiselrader, Mtinchen und Berlin 1906. 

Vgi. hierzu die -wesentliche Erganzung von W. Bauersfeld in der Zeitschr. 
d. Ver. °deutsch. Ing. 49 (1905), p. 2007; ferner die Bemerkungen yon V. Kaplan 
in der Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen 4 (1907), p. 69 und die Kontroverse 
zwischen F. Brasil und H. Lorenz ibid. 4 (1907), p. 53, 72, 87 und 144, sowie 
B. V. Mises, tlber die S. Lorenzsche Theorie der Kreiselrader, Physik. Zeitschr. 
8 (1907), p. 314 und H. Lorens, Zur Theorie der Kreiselrader, ibid. 8 (1907), 

p. 384. 
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iktionsmomenii aller Stromfaden konstant ist. W. JJauersfeW^) kat 
in gezeigtj dass es eine unendlicke Mannigfaltigkeit von Turbinen-^. 
. Scbaufelformen giebt, welcbe Stromungen in den Leit- imd Laufr 
ern der Turbinen erzwingen, die den liydrodynamisclien Diiferential- 
Lcbungen fiir reibungsfreie Fliissigkeiten geniigen und deriora^^scben 
aabnie konstanteuReaktionsmomentes fur alle Stromfaden entsprechen. 

5. Bedingungen fiir das Maximum des Wirkungsgrades der 
[•binenanlage. Aus Gl. (23) geht bervor^ dass ]? = 0 wird sowobl 
den Stillstand der Turbine (it^ = = 0), als aucli fiir den so- 

annten Leerlauf, bei welckem die Turbine keine Arbeit abgiebt. 
Leerlaufsgesckwindigkeit Wgg ^olgt aus 

% V cos (Cg cos 6^ -f- = 0 

Verbindung mit Gl. (20). Zv?’iscben Stillstand und Leerlauf giebt 
eine Umlaufsgescbwindigkeit (die sogenannte vorteilliaftesie 
cbwindigkeit) , fur welcbe rj ein Maximum wird. Diese ist 
Allgemeinen verscbieden von der Gescbwindigkeit, mit welcber L 
. Maximum erreicbt, und aucb von der, fiir welcbe ^ einen extremen 
rt annimint. 

Das so bestimmte max(i^) ist abbangig von den Dimensionen 
Turbine, insbesondere von den Winkelii 0^ und 6^, welcbe 
auszufiibrenden Turbinen innerbalb weiter Grenzen wablbar sind. 
on L. Euler bat fiir sein Reaktionsrad die Bedingungsgleicbungen 
diese Wiukel ermittelt, damit max(i 2 ) <ieu gTosatmoglicben Wert 
ebme. Eine analoge Untersucbung stellte Poncelet^^) fiir die 
rneyron-Turbine an, dock fiibrte ibn diese zu komplizierten Glei- 
ugen, welcbe sick fiir die Berecbnung neuer Turbinen nicbt eig- 
n. Man bebalf sick seitber mit der Annabme, dass o] seinen 
sstmoglicben Wert erreicbe, wenn bei derselben Umlaufsgescbwindig- 
das Wasser obne Stoss in das Laufrad eintritt und mit moglicbst 
ner Energie es wieder verlasst. Erstere Forderung (v^ = 0) fiibrt 
dge (13) auf die beiden Gleicbungen 

> V cos ijj^ — q cos 6^ — U^== 0; 

V sin 0^ = 0: 

iere zufolge (18) auf 

' ^2 + cos 6 ^ = 0, 

27) Znr iore-w^scben Tbeorie der Kreiselrader, Zeitscbx. f. d ffes Turbinen 

n 4 (1907), p. 265. xuruinen 

28) Th^orie plus complette des macbines, Berlin Hist. dePAcad. 1755 p. 286. 

29) Tbeorie de la turbine Fourncyvon^ p. 2. 
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also auf '^2 -L Forderuiig, dass 180° — so kleia als 

aoglich ist (gewohnlicli wahlt man 180° — ^2^18°). Die Verbin- 

long von (24) und (26) durch die Beziehung ‘U^ = fulirt auf 

lie Bedingungsgleicbung 

27) rg (y cos cos dj -j- r^Cg cos 6.2 = 0, 


velcher die Dimensionen der Turbine ausser (25) geniigen miissen. 
Dass diese Annabme nicbt ricbtig ist, bat Grtibler^^) gezeigt. 


Hr untersucbt den Einfluss der Yeranderlicben 
md — = iig auf die Grrosse von iq und L, und findet, ■ dass 


n 


] und L fiir dasselbe 'Mg== w 2 ,„ ein Maximum warden , wenn die 
Curbinendimensionen ausser den Grleicbungen (25) und (27) noeli der 
“olgenden 


28) 



^2 = 0 


jeniigen und 180° — dg so klein als moglicb ist. Turbinen, welcbe 

28) erfiillen, haben u. a. folgende Eigenschaften : Je nacbdem ^ 

( Hyperbel 
Gierade , 
Ellipse 

I min. 
const, 
max. 

( max. 
const, 
min. 

md der Winkel Dagegen findet sicb der maximale Wir- 

ci\ngsgrad des Laufrades bei alien drei Turbinenarten gleicb, also von 
unabbangig, falls Sg und ^g die gleicben Werte besitzen. 

Zu dem entgegengesetzten Ergebnis gelangt B. ProelP^)- er findet 
len maximalen Wirkungsgrad um so grosser, je kleiner f- ist. 

6. Versuclie an Vollturbinen. Die an Turbinen angestellten 
i^ersuche°°) sind meist Bremsversuebe, welcbe nur in der Absicbt 


30) Zur Theorie der Vollturbinen, Civilingenieur 29 (1883), p. 150. 

31) Die Bedingungsgleicbungen fiir % und 0-rade; ibre ein- 

ige reelle LOsung wird durcb die G-1. (28) dargestellt. 

32) Dber den hydrauliscben Wirkungsgrad von Turbinen, Dresden 1903 
Diss.). 
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au.sgefii]irt warden, das Maximum der Leistung L and des Wirkungs- 
grades 1], sowie den Einfluss der Auderung von q auf L und rj kennen 
zu lernen. 

Die Versuclie von A. Fliegner^^) haben zum Gegenstande die 
Ermittlung des Einflusses der Kanalformen, bezw. der liicktungs- 
anderung des Wasserstrables in den Yollturbinen anf die Grdsse der 
Energieverluste beim Eintritt des Wassers in die Radkanale und in 
letzteren; die bierbei erlangte empiriscbe Forinel ist jedocli zu koni- 
pliziert fur deren Verwendung in der Tbeorie. 

Urn den Grad der tJbereinstimmung zwiscben Tbeorie und Ver- 
sucb kennen zu lernen, bat M. Griibler^'^') Bremsversucbe an Axial- 
turbmen,. welcbe den Bedingungsgleicbungen (25), ( 27 ) und (28) ent- 
sprecbend berecbnet und ausgefubrt wurden, angestellt. Bei der- 
artigen Turbinen muss die Wassermenge q, konstantes Gefalle h vor- 
ausgesetzt, von der Umlaufszabl n unabliangig, d. b. konstant sein, 
femer wird der tbeoretiscbe Zusammenbang zwiscben der Bremskraft 

P und w im Bebarrungszustande der Turbine durch die lineare Be- 
ziebung 


n = B~0.p 

dargestellt, in weleher 5 und C Konstanten sind. Die Versuclie be- 
staiigten d.e tbeoretischen ScUussfolgerungen mit einer Genauigkeit, ' 
welche die Anfordernngen der Technik iibersteigt. 

So warden z B. an einer in Bauske (Kurland) aufgestellten 
Turbine be, folgenden Bremskraften P die darunter stehenden Dm- 
Jauizablen n in der Minute gemessen: 


P 103,19 86,81 70,43 54,05 37,67 21,29 kg 

n= 46,30 50,50 54,15 57,99 62,50 66,47 

P == 78,26, C = 0,2442, 


^gemeine Maschinenlelire 1, Hannover 1862 n 3fio xr 

WeisiacVs Mascbinen-Meclianik 2^ Brannscwl^SSS-ST ' 
ansfiihrlicli A. NotoacTc in der 2 Anfl von 

Turbinen, Jena 1897, p. 486-597. ' ' Tbeorie und Bau der 

34) Versucbe zur Tbeorie der Reaktionsturbinen Zeitfiolir ^ v. i i , 

Ingen. 23 (1879), p. 459. d. Yer. deutsch. 

35) tiber Turbinenversncbe, Eiff Ind -roDn 

ziebnngen zwiscben Tbeorie nnd Versucben' bei Axial YoL^h'^^' 

p. 253. ^^lai-Vollturbinen, ibid. 1891, 
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■und die sicii aus (29) ergebenden Werte fiir n 

M = 46,27 50,27 54,27 58,27 62,27 66,27. 

Von diesen weichen die vorber angefuhrten Versucbsergebnisse fiir n 
rerbaltnismassig nur sebr wenig ab, namlicli Tim 

+ 0,03 + 0,23 — 0,12 —0,36 + 0,23 + 0,20; 

die Dbereinstimmung zwiscben Theorie und Yersncb ist also inner- 
balb der Yersuchsgrenzen ganz vorziiglich. Auch erwies sich wabrend 
der Yersucbsreibe q bei konstantem Gefalle als unveranderlicb, d. b. 
unabbangig von der Drebgescbwindigkeit der Turbine, wie das die 
Tbeorie fordert. 

Yon den neuen Yersucben seien die sorgfaltigen Yersucbsreiben 
von A.Pfarr^^) und F. PrcisiP'’) bervorgeboben, da sie einen Yergleicb 
zwiscben Tbeorie und Yersucb ermoglicben. Die ersteren ermitteln 
den Einfluss der Beaufscblagung auf den Wirkungsgrad, die letzteren 
den des Scbaufelspaltes und des Reaktionsgrades, sowie die Grosse 
gewisser Widerstandskoeffizienten. 

7. Freistrablturbinen. In den Freistrdhltiirbinen fiillt das Wasser 
die Kanale des Laufrades nicbt vollstandig aus und desbalb ist die 
Relativbewegung des Wassers durcb das Laufrad keine zwanglaufige. 
Das bat eine weit starkere Abweicbung der wirklichen Yorgange von 
den der Tbeorie zu Grunde liegenden Yoraussetzungen zur Folge, 
denn der absolute Wasserstrabl, welcber aus einem Leitkanal in das 
Laufrad eintritt, wird durcb die Schaufeln des letzteren in Teile zer- 
legt, die sich dann auf den Schaufeln ausbreiten, wabrend sie sich 
langs derselben bewegen®®). Wenn ferner beim Eintritt des Wassers 
ein Stoss stattfindet, so ist der Stossvorgang ein ganz anderer, wenn 
der Strabl auf die Schaufel stosst, oder letztere gegen den ersteren, 
denn im letzteren Falle tritt eine Zersplitterung des Strables ein 
und diese entziebt sich z. Z. vollig der Berecbnung. Wenn man 
gleicbwohl die Tbeorie der YoUturbinen trotz der grosseren Ab- 
weicbungen ungeandert auf die Strablturbinen ubertragt, so gescbieht 
dies init der Bescbrankung auf den Fall des stossfreim Eintrittes des 
Wassers in das Laufrad und der Benutzung der Recbnungsergebnisse 
lediglicb fiir die Berecbnung neuer Turbinen. Ein wesentlicbes Er- 


36) Bremsversuclie an radialen Roaktionaturbinen, Zeitschr. d. Ver. dentsch. 
lug. 36 (1892), p. 797. 

37) Vergleicbende Untersuchungen an Reaktions - Niederdxuckturbinen, 
Schweiz. Banzeit. 45 (1905), p. 81. 


uA a 
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s“\Sefstenr“*' f 

fbe;te a^dialtobmen dei M, wenn dei tjUj 

— o-- r COS 0 — 2ajc -f — 

ftti aUe WaaserteilcW grSsser ala Null ist (s. Fig, 13). Hieraus folgt 

em Maximum fiir deu KriimmuDgsradius 
(> -STM der Hadschaufel. Bei Axial- 
turbiuen findet er (p. 277) 

~ f~ ^ > 0 

als eutsprechende Bediuguug. 

Bei Strablturbineu erfolgfc der Aus- 
tritt des Wassers aus dem Leitapparat 
unter dem Luftdrack; es ist also in den 
Weicbungen (12) bis (23) 

a = a, = ~ ^ 

zn setzen^ und da das Saugrobr fortfallt, 
— und = 0. 

Pi, 13 , ®- (12) tritt 

° ‘ i^ier mit — ^ = }{ 

^0^0^ + (1 + 

an talle Ton (16), weil TorauBaefaungsgemiiss 0, also o,= I 



(81) 


-dh% — (1 + y ^ 


_ ■ ■ ^ 'I I 

Bie Eioutinuitatsbedinguno' (21') bpsebranVf e;«i £ t tt 

des Wassers bis znm Austritt a„s die Bewegung 

.^eifelbaftei- Annaerung “n “ b/ 

echnitte /) und /, benutet warden der Slrahlquer- 

facbef”'*’"''' ei (11) bier eiu^ 

^ y ' K(di cos flj + Hj) — 

and wenn man (24) und (26) benutzt, 

(33) r 

-Limax g_ - y COS ij. , 

lerner 
(84) 


Vva,sux 


% COS 1 /ij 

Jh~~ 


39) Kraftmasehinen, p. 295. 


7. Freistrahlturbinen. 
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Bei den FreistraMturbinen ist v, wie aus (30) ersichtlich, kon- 
stant; daber andert sich L und rj nur mit der Umlaufsgeschwindigkeit. 

Die Radialfreistrablturbine mit ausserer Beaufsclilagimg (r^ > rg) 
ist unter dem btamen Zuppinger-Turhine oder aiicb Tangentialrad be- 
kannt, die mit innerer Beanfschlagimg (r^ < r^) als Schwammhrug- 
Turhine, und die Freistrahlaxialturbine (r^ = 'j^) als Gifard- Turbine. 

Zu den Freistrablturbinen geboren aucb die sogenannteu LbffeJ- 
rcid&)"^), bei denen der Strabl tangential zum mittlereii Radiimfang 
und die Drebaxe senkrecbt kreuzend in das Rad eintritt, und genen 
die Scbneiden der sog. Loffel (s. Fig. 14) stromend von entsprecbend 
geformten Flacben nacb beiden Seiten in die axiale Ricbtung ab- 
gelenkt wird. 

Fine Abart der Lbffelrader sind die sog. Pe^/ow-Rader^^), in welcbe 



der Wasserstrabl wie bei den Loffelriidern eintritt, und durcb Scbaufeln 
der beistebend skizzierten Form (s. Fig. 15) uni fast 180” abgelenkt 
wird^^). 

Vers’uche an FreistraJdturbinen sind in grosser Zahl ausgefiibrt 
worden, dock bescbranken sie sicb zumeist auf die Ermittlung von 
’?mar. durcb Bremsversuche und Wassermengen-Messungen. Um die 
Annaberung der Tbeorie der Strablturbinen an die Wirklichkeit und 
insbesondere die Abhangigkeit der Energieveiiuste von der Umlaufs- 


40) Vgl. u. a. Zeitsclu'. d. Ver. deutsch. Ingen. 45 (1901), p. 1187; ferner 
it. Escher, tlber die Scbaufelung des Lbffelrades, Schweiz. Banzeitujig 45 (1905), 
p. 207. 

41) Vgl. 1.. Vigreux et Gh. Milandre, Turbines, Paris 1899, p. 142. 

42) Eine ausfiihrlichere Tbeorie des Peltonrades giebt L. JSartivagner, 
Theoretische Untersuchungen am Peltonrad, Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen 
2 (1905V T). 98. 
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gesciiwindigkeit zu emitteln, hat A, Fliegner^) zahlreiche Yersuclis- 
reihen angestellt, doch hahen diese zu abschliessenden Ergebnissen 
nicht gefiilirt. 

8. Die Regulierung der Turbinen, Bei den Wasserkraftanlagen 
Sndert sick zumeist der Znfluss aus den natiirlichen Wasserlaufen 
innerhalb der Betriebszeiten imd entsprechend das Gefalle; ferner ist 
die Leistungsentnahme haufig grossen Schwankungen unterworfen. 
Dagegen wird in den weitaus meisten Betrieben gefordert, dass die 
TJmlanfsgeschwindigkeit der Hauptwelle des Motors konstant bleibe. 
Die Erfiillung dieser Fordernng ist die Aufgabe der Regulierung der 
Turbinen; als ihi-e Hilfsmittel dienen die Bremsung (Entziehung der 
iibersehiissigen Arbeit durch Reibung fester oder fliissiger Korper)^ 
Drosselung (Stdrung des Zuflusses dnrch Schieber oder Drebklappen), 
Abschluss eines Teiles der Leitkanale^ oder Anderung des Austritts- 
querschnittes der Leitkanale. Letzteres hat entweder eine Anderung' 
des Spaltdruekes zur Eolge, wie bei der Anwendnng der i^m/cschen 
Drehschaufeln^), oder nicht, wie z. B. bei den Ausflussdiisen der 
Ereistrahlturbinen. 


Die Regulieiung erfolgt meist automatisch durch Zentrifugal- 
regulatoren; durch diese werden bei eintretenden Greschwindigkeits- 
anderungen der Hauptwelle besondere Motoren (Servomotoreu) in 
Bewegung gesetzt, welche die Regulierung bewirken, (also z. B. die 
Querschiiitte der Leitkanale durch Drehung der Leitschaufeln andern) 
und durch sinnreiche Mechanismen die Schwankungen der Umlaufs- 
zahl des Motors in engen Grenzen halten. Die Theorie des Reo-u- 
lierungsvorganges bei Turbinen ist besonders you E. Eroell^^) K Leaute°^) 
A.P/*a.rr^s\ A.8todola^% A.Eateau^o) mid W.Bmiers- 


43) ScWz. Bauzeitung 26 (1885). p. 126; ferner 31 (1890), p. 91. 

n T, \ t Experimentelle Bestimmung des e-unstio-gteu 

Drehpunkte Ton TuAinenschaufeli, Zeitsohr. d. Ter. deutBch.Iog. 60 (1906) p 54 

d, W Ze'itBchr, 

46) Memoires snr les oscillations a longues neriodes 1.=, u- 
aet.oendee par de. .oteore h«ues, ,oL.X L l.cole robte 
(1886), p. 1; femer: Du mouvement trouble des -mn+Aiiro ^ l ^“‘^•nnique o5 
bation brusque, Journal de Tdcole polyt. 61 (1891) p i ^ ^ pertur- 

deutscb. Ing. 40 

lator, Zeitscbr. d. Ver. 43^7l89'97 TlSSS^?^ ^irk^ndein Eegu- 
Wasserkraftbetrieb, p. 286. ’ ferner: Turbinen filr 
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9. Anwendungsbereiclie der Aydraulisclien Motoren. Die ober- 
sehlacbtigen Wasserrader werden in der Gegenwart imr nocb ver- 
einzelt fiir kleine Betriebe ausgefiibrt, trotzdem ihr Wirknngsgrad ein 
bober (bis 0,8) ist, nnd zwar, weil sie an kleine Gefalle (3 — 12 m) 
und kleine Wassermengen nnd TJmlaufsgescbwindigkeiten gebunden 
sind. 1st das Gefalle sebr klein (0,6— 1,5 m), jedocb die Wasser- 
menge gross (2 — 5 m^), so verwendet man mit Vorteil die unter- 
scblacbtigen Kropfrader, iusbesondere die von Sagebien nnd Zuppingef, 
falls die kleinen Umlanfsgescbwindigkeiten,' Hocbwasser nnd Ein- 
frieren kein Hindernis bilden, denn ibr Wirknngsgrad tibersteigt zn- 
weilen 0,75. 

Weitaus am banfigsten werden znr Ansnutznng der Wasserkrafte 
die Tnrbinen verwendet, weil sie sicb den verscbiedensten Gefallen 
nnd Wassermengen anpassen lassen, grosse Umlaufsgesebwindigkeiteii 
besitzen, leicbt regnlierbar sind nnd besser vor dem Einfrieren ge- 
scbiitzt werden kdnnen. In der zweiten Halite des 19. Jabrbunderts 
warden mebr Axialtnrbinen sowobl mit, als ancb olme Saugrobr ver- 
wendet; sie konnen als Yollturbinen mit Saugrobr ausserstens 12 m 
Gefalle ansnutzen, obne Saugrobr nnr etwa 4 m. Ibr Wirknngsgrad 
betragt 0,7 bis 0,8 nnd erreicbt zuweilen 0,85. In der Gegenwart 
werden nberall da, wo die Wassermengen die Anwendnng von Voll- 
turbinen gestattet, Radialtnrbiiien mit ausserer Beaufseblagung, also 
Francis- nnd Svaine-Turbinen bevorzngt, weil ihre Reguliernngsf'abig- 
keit gross ist, d. b. weil sie fiir sebr verscliiedene W^asseimengen 
(Beaufscblagnngen) bei derselben Umlaufsgescbwindigkeit docb nnr 
wenig veranderlicbe, verbaltnismassig hobe Wirknngsgrade (bis 0,85) 
besitzen. Bei sebr kleinen Wassermengen und grossen Gefallen (bis 
500 m) sind Freistrablturbinen angezeigt. In neuester Zeit verwendet 
man im letzteren Falle besonders Loffel- und Peltonrader, die zwar 
keine so boben Wirknngsgrade haben (bis 0,75), jedocb sebr gut 
regnlierbar sind. 

Die Verwertnng der Wasserkrafte ist sebr gesteigert worden 
durcb die elektriscbe Kraftiibertragnng anf grosse Entfernungen, 
welcbe den Betrieb elektriscber Babnen, die elektriscbe Belencbtung, 
viele elektrocbemische Industrien n. a. wirtscbaftlicb vorteilbaft 
macbte. Andererseits gab die Anlage von Tbalsperren ebenfalls baubg 
die Veranlassung znr Ansnntzung der dnrch sie bervorgerufenen 


49) Die EiegTilieiang der Turbinen, Schweiz. Bauzeit. 22 (1893), p. 113. 

50) Traite des turbo-machines, Paris 1900, p. 189. 

51) Die automatische Regulierung der Turbinen, Berlin 1905. 
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Gefalle. Dementspreclieiid ist der Ban der Turbinen ganz ausser- 
ordentlich rascb gestiegen®^) und lasst sich besonders infolge der 
kiinstlicben Erzeugung der Salpetersaure auf elektriscbera Wege 
(kiinstlicbe Dungemittel, Ersatz fur den Salpeter) eine weitere grosse 
Steigerung erwarten. Andererseits drangt die Wirtschaftlichkeit der 
Betriebe auf eine moglicbst Tollkommene Ausnutzung der iiaturlichen 
Wasserkrafte, also auf die Erzielung bober Wirkungsgrade; die Ver- 
vollkominnung der Tbeorie und Berecbnung der Turbinen ist deshalb 
von grosser Bedeutung. 

10. Kolbenpumpeii.®®) Obwobl die Kolbenpuno^pen in sebr vielen 
verscbiedenen Formen verwendet werden®^), lasst sich docb ihre Tbeorie 



auf die der einfacb wirkenden Saug- und 
Druckpumpe zuruckftibren (s. Fig. 16), 
Der Eolben in dem Pumpenzylinder 
wird zumeist mittels einer Pleuelstange 
von einer gleichformig rotierenden .Kur- 
bel aus auf und ab bewegt; docb komnien 
aucb andere Arten der Erzeugung der 
Kolbenbewegung vor, vrie z. B. bei 
Handpumpen, Feuerspritzen, Dampfpum- 
pen mit direkter Ubertragung u. s. w. 

Bei der Aufwartsbewegung des 
Kolbens wird das Wasser (oder eine 
andere Fliissigkeit) durcb das Saugrobr 
A angesaugt, wobei das Ventil sich 
selbsttatig offnet und das Wasser in 
den Pumpenzylinder durcb den Luft- 
druck getrieben wird. Bei dem Eieder- 
gange des Kolbens dagegen scbliesst 
sicb das Ventil und es offnet sicb 
infolge der Zunabme des durcb die Be- 
triebskraft der Pumpe erzeugten Druckes 
das Ventil bei B^^ durcb welcbes das 


S m T^bin^nbaBes, Stuttgart 190 

Wbeutaen « 

soUen bier nioht beh’auelelt wden da^ars botnebsn irerde 

Teil uoch weuig entwicielt 19^ 

Plunger-, mit DiffetenLb**ote i^Veri;iLkolb™™ VT” Scheiben-, m 
fach- und doppeltoirkende Pumpen. 'Wirkungsweiso eh 
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Wasser aus dem Zylinder in das Steigrohr (Druckrohr) tritt; letzteres 
fulirt es zii der in entspreckender Hoke gelegenen Ausgussstelle. 

Die Theorie dieser JBmnpe ermittelt den kydrauliscken Drnck 
unter dem Kolben der Pumpe, die Kraft imd Leistung znm Betrieke 
der letzteren^®), nnd stellt die Bedingnngen auf, unter deneii das 
Wasser der Bewegung des Kolbens stetig folgt, also kein Hoklraum 
in der Wassersaule eintritt, der sick mit nackfolgendem zerstorend 
wirkendem Stoss (sogenannter Wasserscklag) wieder sckliessen wiirde. 
Die Annakerungen sind ganz aknlicke, wie in der Tkeorie der Tur- 
binen. Die vorkommenden Gesckwindigkeiten der Flussigkeit sind 
nur mittlere, ebenso die Driicke; ferner werden die kydrauliscken 
Widerstandskrafte in der Form f-y-\ eingeftikrt, wenn f den Quer- 
scknitt der prismatisck, bezw. zylindrisck gedackten Flxissigkeitsmasse, 
y die spezifiscke Sckwere. der Fliissigkeit und \ die bei stationarer 
Bewegung der Flussigkeit infolge der Widerstande verlorene Druck- 
koke bezeicknet. 

a) Saiigvorgang. 1st r der Radius der treibenden Kurbel, s — 2r 
der Kolbenkub, f der Kolbenquerscknitt und der sogenannte 

sckadlicke Raum zwisoken dem tiefsten Stand des Kolbens und den 
Ventilen, bezeicknet endlick den jeweiligenBarometerstand in Wasser- 
saule gemesseUj die der Temperatur f der Flussigkeit entspreckende 
Dampfspannung, gemessen als Druckkoke der Fliissigkeit, und setzt 
man a, — ai = a, so muss die Holie des erwahnten Kdlbentiefstandes 
liber dem Unterwasserspiegel der Bedingung 


geniigen, falls uberkaupt das Ansaugen moglick sein soil; denn der 
sckadlicke Raum ist zu Beginn der Bewegung mit Luft erfiillt. 

Bezeicknet h die Besckleunigung des Kolbens zur Zeit t, d. i. 
nack dem Wege x des letzteren, % die zur Zeit t in Bewegung be- 

55) Die Theorie der Eolbenpumpen reioht in ihren Elementen bis zn den 
Anfangen der Hydraulik zuriick; dock hat erst L. Euler brauohbare Ansatze 
und Regeln fiir Druckpumpen gegeben in der Arbeit: Discussions et maximes 
pour arranger les plus avantageusenaent les machines destinees a elever I’eau 
par le moyen des pompes, Berlin Hist, de I’Acad. 1752, p. 149 u. 186. Weiter 
entwickelt wurde sie durch: K. Gh. Langsdorf, Lehrbuch der Hydraulik, Alten- 
burgl794, p. 410; A. Baader, Vollstandige Theorie der Saug- und Hebepumpen, 
Bayreuth 1797; J. A. Eytelwein, Handbuch der Mechanik fester Eorper und der 
Hydraulik, Berlin 1801, p. 321; F. A. v. Gerstner, Handbuch der Mechanik, Brag 
1832, 3, p. 263; J. Weishach, Maschinenmechanik 2, p. 845; G. Fink, Abhand- 
lungen uber Eolben- und Centrifugalpumpen, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 7 
(1863), p. 177 und 12 (1868), p. 539. 
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findliche Wassermasse, K die den hydraulischen Bewegungswider- 
standen im Saugrohr und Yentil entsprechende verlorene Druck- 
hohe, so ist der Bniclc untet' dem Kolhen, gemessen als Drnckholie, 


und die Kraft, niit welcher an dieser Stelle der Kolben bewegd; 
werden muss, 

(36) Pi = M(J) + g) + (a,-y^)f.y + B,. 

In letzterer Bezielmng bedentet M die Masse Ton Kolben und Kolben- 
stange imd den Reibungswiderstand des Kolbens. 

Die idoTstandshohe li^ setzt sich aus drei Teilen zusainmen, der 

-Ejintrittes dei riubsigkeit in das Saugrohr = L ^ , der Rolir- 
reibung = ^ und des Ventilwiderstandes = e/* f-, falls die 

mittlere GescliTOdigkeit im Saugrohr und die IColbenge- 

schwindigkeit bezeichnet. Unter Benutzung der Kontinuitatsbediiiffung; 
wird daher 

Bei anderen Anordnungen der Pumpe wird sich entsprechend 
anders zusammensetzen. 

Damit kein Wasserschiag eintritt, darf y nicht Null, werden; da- 
her die Bedingung 

(3'7) a 

t-y 

In ibr wird meist naberungsweise % - ^ gesetzt, und I, gleieb 

der Lange des Saugrohres angcnommen, also die Masse dea Zylinder- 

Besohleunigung 6 bangt von der Art 

eL r Pleuelstange von 

_ lerenden Eurbel aus, ist r deren Radius und 

L^in d!, r ^f“g“g“'*7i-^digkeit, so foigt enter der Annabemng, 
d.e .n der Annahme unendbeb grosser Lange der Pleuelsiange liegt; 

a. _ r(l _ cos „), r . sin S c„s ^ . c'. co« ,, (worin 

<p den Kurbelwinkel bezeichnet) und damit 




b = X 


als eino Funktion von welcbe extreme Werte besitzt. Der orSssie 
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dieser Werte ist in (37) einzusetzen. Das fiihrt nacli F. Grashof^^) 
mit der Bezeiclinnng 


nnd der Yernaclilassigung von x auf die Bedingung 


Oder 


falls i>l 
1 \ fl^u^ 


> \ + (^ + 7 ) 2^g’ ^ 


zur Verhiitung des Wasserschlages im Saugrohr. 

IJm den Wasserschlag zn 
verkiiten, ordnet man einen 
Saugwindkessel (s. Fig. 17) an. 

Die Beriicksicktigiing desselben 
in der Tkeorie ist zur Zeit 
nock unvoUkommen ; man 
mackt die Annakme, dass das 
Wasser mit konstanter De- 
sckwindigkeit q durck das 
Saugrokr in den Windkessel 
tritt, weil bei geniigend 
grossem Windkessel der Luft- 
druck in demselken nur wenig 
sckwankt®®). Beim Ansaugen 
tritt das Wasser dann aus dem 
Windkessel in den Zylinder 
der Pumpe. Unter diesen An- 
nakmen imd mit den vorer- 
■waknten Annakerungen findet 
F. Grashop^) als Bedingung 
der Yerkinderung des Wasser- 



Fiff. 17. 


56) F. Bedtenbacher , Resnltate fiir den Masckinenbau, 5. Anfi., herana- 
gegeben you F. Grasliof, Heidelberg 1869, p. 393, Anmerknng. 

57) Vgl. A. Stodola, tiber die Regulierung der Turbinen, Scbweiz. Ban- 
zeitnng 34 (1893), p. 113; femer L. AMevi, Tb^orie generale du monvement varie 
de I’ean dans les tnyanx de condnite, Rerue de mecaniqne 14 (1904), p. 250. 
In beiden Arbeiten beiinden sick strengere Untersnobnngen ilber die Abmessungen 
Ton Windkesseln. 

58) Vgl. Hartmann nnd Knolce, Die Putnpen, 3, Aufl., p. 96. 


oO0 21. 3^^ (xTilhIc) . Tii 60 ri 6 d.6r ixydxH/nliscjb.Gii l\fotoi'6ii uxioL I^umpGn# 
schlages 

<,>;j I f 

2 \fi/ g ' 2g’ 

Torausgesetzt, dass der Windkessel ein Yolumen K > _5L_ jj^be 
worm ^ 

«, = 

a — -f ^ A\ Sil 

imd ^ 

V=0,bQ-Fs 

fill- einfacb wirkende Pumpeii, 

r=0,32-Fs 

fiir doppelt wirkende Pumpen oder zwei gieicbe mit entgegengesetzten 
iiiirbeln kombinierte Pumpen^ 

V= 0,08 -Fs 

“r gleicbe mit reclitwiiiklig versetzten Kurbeln kombinierte 
doppeltwirkende Pumpen ist. 

b) Bnwhwgang. Mit den malogen Bezeiolmangen, wie beim 
au^organg erbalten wir, falls keiu Druckwindkessel vorhanden ist, 

als jjruch unter dem KoTben 


hierin ist 


y,==a + \~x — K-P-. I- 

f. y 5 


- 2ff “ ^ j 2„ i” Sb 


dt Widerstand 

beim Anstritt d im Druckrobr und dem Widerstand 

to KotMLA T -rioter 

Kolben bewegt werden muss, um deu Druck y, ,u erzeugen, ist 
= rf(^s —ao)-j-M(b~ g) -f 

bienn bedeutet den Peibungswiderstand des Kolbens. 
statt, s„X < Aw? 

9 Ar 

Em Wo^serscklag im Druch-ohr tritt iu diesem Mo nicbt em, wenu 
min ~l~ 

iat, wobei Torausgesefat wird, dass die D™kleit„ug eiue Stelle fiber 
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dem Ausgiiss besitzt, welche um h holier als letzterer liegt nnd der 
Rohiiange nach um I you ihm eutfernt ist. Steigt das Bruckrohr 
stetig, so hat man h — h^ und 1 = 1^ zu setzen. 

Findet dagegen die Beziehung (38) nicht statt, so tritt kein 
Wasserschlag ein, wenn der Druck iiberall grosser als Null ist, also 


mm 


/Ct — I” li\ 

\r~) 


fu^ 


1st ein Saugwindlcessel vorhanden, so wird < % nur, wenn 


und dann wird der Wasserschlag Termieden, falls 


mm 


a -j- h 


> 




1st ein Druckwindkessel vorhanden (s. Fig. 17), dessen Luftinhalt 
sich nicht andert, so kann ein Wasserschlag iiberhaupt nicht eiii- 
treten, wenn das Volumen des Windkessels 

V 


y, > T 


-worm 


do 


d -f" ^2 
L 


mm 


a -j- ^2-' 
T 




1st die Pumpe doppeltwirkend, d. h. finden die Vorgange des 
Saugens und Driickens auf beiden Seiten des Kolbens statt, so kann 
% < % nur werden, wenn 

Sind keine Windkessel vorhanden, so tritt kein Wasserscbiag im 
Bruckrohr ein, wenn 

1st dagegen ein Saugwindkessel Yorhanden, so muss, falls 
der Bedingung 


7 17 \ f- ^ 

ih "T 'h "r fer d 2g ^ f^rg ’ 


min > i {h + K + 1 %) 

genugt werden, wenn kein Wasserschlag im Bruckrohr eintreten soli. 
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Die zur Bewegung des Kolbens einer doppeltwirkenden Pumpe 
notige Kraft ist 

P = f(y,-yi)r + M(b±g) + E, 
die Arbeit wabrend eines Kolbenhubes 

s 

A =J^ Pdx 

0 

tind die mittlere^ znm Betriebe der Pumpe erforderlicbe Leistiing 

j- A - u A -n 

^ 30 TT ’ 

weim n die Anzahl der Dmdrebungen der Kurbel in der Minute be- 
zeicbnet. 

^Eine Scbwierigkeit fiir die Aufstellung einer genaueren Tkeorie 
der Kolbenpnmpen bietet die Ventilbewegung. Diese ist gegenwartig 
nur unter znm Teil recbt unsicberen Annabmen und Annaberungen 
tbeoretiscb bebandelt -worden®®), wabrend auf dem Wege des Ver- 
suebes fiir die sogenannte Ventilbelastung, d. i. die Kraft P, welcbe 
das gebffnete Yentil gegeniiber der stromenden Pliissigkeit in be- 
stimmter Lage erbalt, fiir yerscbiedene Yentilformen von C. JBach^^) 
die empiriscbe Eormel 

P=iooo/'|i[. + (^y] 

aufgestellt wurde; in ibr bedeutet: f den Querscbnitt der Yentilsitz- 
dfiftiung, h die Hubbbbe des Yentils, c die mittlere Grescbwindigkeit^ 
mit welcber das Wasser unter dem Yentil ankommtj also durcb 
f fliesstj zi den Teil des Dmfanges von fj durcb welcben das Wasser 
stromtj % und g, Erfabrungskoeffizienten. Perner sind Yersnche iiber 
den Yentilwiderstand, d. i. den bydrauliscben Energieverlust, welcber 
beim Strbmen der Pliissigkeit durcb das Yentil stattfindet, sowie iiber 
den zur Oifiiung des Yentils erforderlicben Uberdruck angestellt 
worden von J. WeisbacJi^^), G. Bach^^), JS. Berg^^) und L. Klem^% 

59) VgL Meriiber : M. West^Jial, Beitrag zur G-rossenbestiiamung von Pumpen- 
vontilen, ZeitscTxr. d. Ver. deutscli. Ing. 37 (1893), p. 381. Auf diese Arbeit sich 
stutzend geben weitere Ausfubrungen 0. E. Mueller Das Pumpenventil, 
Leipzig 1900, und H. Berg, Die Wirtungsweise federbelasteter Pumpenventile 
und ibre Berecbnung, Zeitscbr. d. Ver. deutscb. Ingen. 48 (1904), p. 1093. 

60) Die allgemeinen Grundlagen fur die Konstruktion der Kolbenpumpen, 
Anbang zu dem Werke; Die Eonstruktion der Peuerspritzen , Stuttgart 1882, 
p. 178. 

61) Untersucbungen im Gebiete der Mechanik und Hydraulik, Leipzig 1842. 

62) Versucbe fiber Ventilbelastung und Ventilwiderstand, Berlin 1884, aucb 
Zeitscbr. d. Ver. deutscb. Ingen. 30 (1886), p. 421. 
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Eine grapliisclie Darstelliing der Yentilbewegung unter weitgebenden 
Arniaheruiigeii giebt C. JEnquehard^'^). 

Yiel Alinliclikeit mit den Yorgangen an den Kolbenpnmpen baben 
die an den Greblasen. Der wesentlicbe Enterscbied bestebt nnr darin^ 
dass der eigentlicben Pnmparbeit beim Sangbub ein Expansions- 
Yorgang nad beim Druckbnb eine Kompression Yoransgebt. 

11 . Zentrifngalpnmpen. Die Tbeorie der Zentrifngalpnmpen 
stebt in einfacbem Zusammenbange^mit der der Turbinen, denn die 
Zentrifngalpnmpen lassen sicb als getriebene Tnrbinen anffassen. Zn 
meist baben diese Pnmpen ein Lanfrad mit borizontaler Axe, das 




Pig. 18. 

dnrcb ein Gebanse nmscblossen ist. In letzteres^ fubrt ein S^n^obr 
A, (s Fig. 18) vom TJnterwaseerspiegel die Flnssigkeit seitlicb in 

die mbe der Drebaxe ein, nnd Yon da wird es 

apparat (s. Fig. 18) oder mit emem solcben (s. Fig. 19) dem 

Wirkimgsweise federbelasteter Pumpenventile , Zeitschx. d. Yer. 
deutscb. Ing. 48 (1904), p. 1134. ,7 -x r, j Vpv deutacli Ine 49 

64) tJbei freigeliende Pvimpm,e,ntile Z«t,ohx d Ver. dentach, ^ng 

(1906), p. 486 und 618 nnd Dinglers Polyt lonrnal 88 (1907), p. 8o3. 

65) Revue de m^canique 12 (1903), p. 3o7. 
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rade L zupfuhrt. Durch die U^dreliung dee leteteren gelangt ee 

^ Ableitappa^at 

anseHiessender nacli aussen eieh ei-weitemder Raum B, der bei Hooh- 
ruekpim^en em nut Leitscbaufeln Tersebenes Ableitrad A (s. Pig 19) 
enMt Der Able Upparat bat den Zweck, die kinetieebe Energie der 
Ptaigtot allm^cb, d^b. ™ter Termeidung tnrbulenter Vofgange 

lanrt ™zuaeteen«). Aue dem Raum B gl 

f Steigrolu- Aj (s. Pig 18) 
md durcb dieses zmn Oberwasserspiegel, bez. zur AustriitsLlle,^ Der 
BewegungsTorgang ist also dem an Radialtm-biuen mit ausserer Beanf- 
fur r^h Demgemass warden die Gleicbnngen denen 

HSben befi d Auatnttsstellen des Laufrades sicb in rerschiedenen 

aberung, an Stelle dieser rerscbiedenen Hoben die mittlere Kobe a, 
der xiadaxe zu setzen, ^ 

erbaltef wf f Bezeicbnnngen 

(. %. 1 .) ”* 

«. “■ ” “ 

( 39 ) 2p(»„ - a _ ^ 

2 ) fur die Bewegung diircli das Laufrad 

(40) 2^^ - a,) = (1 + ^ __ 

~h ^ 2 ) ^2 “h 2 Cj^ (^! cos (0j^ — ■^ ) — ^ 00 s 0^ ) 

+ V-V; 

3) fiir den Durcligang durcK das Ableitrad 

(41) 2^(a, ~ aj = (1 + g ^ + ^ 3 ^ ~ 2^3 (^2 cos ^3 + ,, cos (0, _ 

worm " 

igt| ~ + 2^2 Mg Co7^ 

das dLLS” ^ i- 

2^K — a,) - (1 4- __ 

mann aid PnXm ™ AMoitapparat ygl K. Bart- 

Geblasen, Zeitsoir. d. Ver. deatseh. 111^51 “St). ^g®““"Salpniupen und 
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5) endlich fur die Bewegung durcli das Druckrolir 

(43) — ^6 + % ■“ ^o) = — '^5^ 

worin ~ d. i. der gesamten Hubkolie zu setzen ist und fg aus 
verschiedenen Teilen (Rolirreibung, Krummungen usw.) besteben kann 
Die Addition dieser Gleicbungen fiilirt auf die Gleicbung 

(44) ~ 2 gJi = (1 0 — 2 q (v cos (0^ — cos 0^) 

+ U 2 ^ + (1 + ^ 2 ) — 2 Vs (Cg cos (02 — 0s) + ^2 COS ^g) 

+ + ^6^5^ H- (1 + 

zu welcber nocli die aiis der Kontinuitatsbedingung folgenden Grlei- 
obLiingen treten. 

Die zum Betriebe notige Leistung folgt aus Gl. (22) unter Beriick- 
sicbtigung der entgegengesetzten Bewegungsricbtung des Wassers zu 

(45) Z = q-r ‘ K (^*2 + ^2 cos 02 ) — u^v cos ipj 
und der Wirkungsgrad der Pumpe zu 

U 2 (Uj. -|- Cg COS Sj) — u^v cos 

Die samtliolien Grleicbungen haben zur Yoraussetzung, dass der hydrau- 
liscbe Druck an keiner Stelle ^ 0 werde. Hieraus folgt u. a., dass 
das Saugrokr A-^ die durcb die Gl. (39) bestimmte Hoke nicbt iiber- 
scbreite. 

Bei den Zentrifugalpumpen obiie Zuleitrad nimmt man an, dass 
das Wasser bei jeder beliebigen Drebgescbwindigkeit radial gericbtet 

tc 

eintritt; es ist dann in Yorstebenden Gleicbungen = y zu setzen. 

Haben ferner die Pumpen kein Ableitrad, so ist in (41) die rechte 
Seite durcb (1 + ^ zu ersetzen. 

Zur tiberwindung grosser Hubbdben werden mehrere Pumpen 
in dem gleicben Gehause und mit gemeinsamer Axe (sog. mebrstufige 
Pumpen) angeordet; daim gelteii vorstebende Gleicbungen sinngemass 
fiir jede einzelne Pumpe, wenn an Stelle von li die entsprecbende 
Teilbobe gesetzt wird, welcbe mit einer Pumpe erreicbt werden kann. 

Eine ausfiihrlicbe Diskussion der Grundgleichnngen fur die Zentri- 
fugalpumpen, in denen jedocb die Stoss- und Bintrittskoeffizienten 
von G-. Zeuner^'^) eingefiibrt sind, giebt JE.v. Grilnebaum^^). 

Dntersucbungen iiber das Maximum des Wirkungsgrades sind 
sebr viele angestellt worden®®), docb baben sie keine ubereinstimmenden 

67) Zur Tbeoxie der Zentrifugalpumpen, Berlin 1905, p. 15. 

68) Ygl- Bieriiber auaser den hierauf bezuglicken Abschnitten in den ein- 
gangs angefvibrten Lebrbucbern nocb: in der Zeitschr. d. Yer. deutsch. Ing.: 
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Eegeln fiir die zweckmassigsten Abmessungen dieser Pumpen ergeben. 
Ebenso wenig lasst sieh aus den zablreichen Versucben®®) ein ziiver- 
lassiger Scbluss auf Torteilbafteste Dimensionierungen zieben. 

Panz entsprecbend den Zentrifugalpumpen werden Zentrifugal- 
geblase und Ventilatoren berecbnet, da bei den meist geringen Druck- 
unterscbieden die Luft sick wesentlicb volumbestandig verb alt. 

12. Saugstrahlpumpen. Aus einem Bebalter A (s. Fig. 20a) 
fliesst duicb das Druckrobr B Wasser, welcbes aus einer Diise von 

kleinem Austritts- 

^&=>k^A der 

I mittleren Grescbwin- 

|_rT^ digkeit in ein 
^ ' J ] _ ‘ * weites Robrstiick 0 

1 { fa’itt. In dasselbe 

~ ^ I fiibrt auch das Saug- 

f tz I I'obr 2) Wasser, 'wel- 

; J I cbes in C mit der 

^ ^ mittleren Gesobwin- 

J d '■ ..If digkeit einstromt, 

"L-^— 1 ^ ^ , j ! I 

~ - 1 _ . j Druckwasser ver- 

I miscbt, bierbei die 

I I Gfescbwindigkeit -yp 

J erlangt und durcb 

^ I das Steigrobr E mit 

A 1 der Grescbwindigkeit 

I abfliesst. Es muss 

bierbei so gross 

— - sein, dass derbydrau- 

- bscbe Druck (ge- 


M.Mel 31 (1887), p. 466; E. Lindner 35 risq-rx 
(1891), p. 1016; L. Schm 50 (1906) p 1715. fpj ’ ® 

Vereins zur POrderung des Gewerbeflpi^A • u ^ Verhandlungen des 

B.Momer U (1887),"p. 440; 

chauasSe. (6) 13 (1877), p.401; S. PmH (a Amnerklr; 

Theone und Berecbnung der Kreiselxader iphr. n' 

pumpen, Berlin 1906, p. 89. ’ ' Pie Zentrifugal- 

deutscb. Ing. 49 (1905), pToT- Leistungen, Zeitscbr. d. Ver. 

Wurkungsweise der KreiaelnumuPT. Lri I Die 

arbeiten, berausgegeben rom Yerein deutsck Ing!x^L!Sn^l9^o\ 
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messen in der Wassersaulenhohe) in der Diise erheblicli kleiner als 
der Atmospbarendruck wird nnd so die Hebung des Wassers durcb 
das Saugrokr D stattfinden kann. 

Die Tbeorie dieser Saugstrablpnmpe stiitzt sicb weseiitlick dar- 
anf, dass die Miscbnng unelastiscker Fliissigkeiten nacb denselben 
Gleicbnngen wie der Stoss unelastiscker fester Korper bekandelt werden 
kann. Grekt also die mittlere Gresckwindigkeit der Fliissigkeiten 
in V uber, so erfordert das im Bekarrungszustande die Wirkung einer 
Kraft 




falls 9% die auf die Sekunde bezogene zum Stoss gelangende Wasser- 
masse bezeicknet. Ebenso 

Pg == (v^ — v) 


die entspreckende Kraft fur den Stoss des Saugwassers. Aus der 
erwaknten Annakme folgt dann 


und da infolge der Druckversckiedenkeit auck 

== /■ ■ r (a — %) 

sein mussj so ergiebt sick mit den Relationen % = 

(48) g-f{a — aj = (y^ — ^;) + (v, — v).™) 

Hierzu treten nock die aus Grl. (6) folgenden drei Grleickungen fiir 
die Bewegungen der Fliissigkeit durck das Druckrokr P, das Saug- 
rokr D und das Steigrokr P) welcke zusammen mit der Kontinuitats- 
bedingung 

/■• « =/’i^i + /2«2 = r^' 

die Berecknung aller einzelnen Grrdssen ermdglicken, 

Als Verlust an kinetiscker Energie findet sick der Ausdruck 

(49) 4 = 1 (% — — «^)® } , 


also genau derselbe, wie fiir den unelastisckeii Stoss zweier fester 
Kdrper mit den Massen % und gegen eine unendlick grosse 
Masse. 


70) Dieae Grleichung entwickelte zuerst tind zwar zugleich fiir Gase und 
Dampfe gultig G. Zeuner, Das Lokomotiv-Blasrohr, Zurick 1863, p. 97, und kon- 
trollierte sie durck zaklreicke Yersucke. Eine nur 'wenig and ere Ableitung der- 
selben, jedock erweitert auf beliebig viele konibinierte Strome, gab W. M. 
EanMne, On tke the theory of combined streams. Loud. Eoy. Soc. Proc. 19 (1871) 
p. 90, in deutscker tlbersetzunsr: Civilingenieur 17 ('1871'). u. 298. 
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Stromt das Saugwasser senkrecM 
zur Be-wegungsrichtung des Drack- 
wassers zii (s. Fig. 20b), ist also 
v^±.v^, so leitet G. Zeuner'^'^) die 
etwas andere Grruudgleicbung 

(50) g. f {a — a^=f^ — fv^ 

Merfur ab, und als Ausdruck fiir den 
Energieverlust 

(51) = 

Als Wirlmngsgrad der SaugstraM- 
pumpe ergiebt sick 


also ein unter den gewobnlicben Yei- 
baltnissen kleiner Werf^^). 


13. Hydraulisclie Widder. In Fig. 21a bedeutet A einen Be- 
balter, aus welcbem Wasser durcb das Leitungsrobr JB und von da 



Pig. 21a. 


aus duicb das Ventil V ins Freie stromt. Bei binreicbend grosser 
Diuckbobe und Wassermenge wird bierbei das Yentil geboben und 

71) Tarbinentheorie, p. 65. 

Vgl. z. B. H. We7'ne}’j Nagels Wasserstrahlpumpe, nebst einer Tbeorie 
der Wasserstrablpumpen, Zeitscbr. d. Ver. deutscb. Ingen. 10 (1866), p. 121. 


13. Hydraulische Widder. 
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scMiesst die AustrittsoJBFnung. Der hierdurcli entstekende Stoss er- 
zeugt eine Druckerkokung, welcke das Ventil offnet und Wasser 
in den Windkessel C driickt, aus dem es diirck das Steigrokr D auf 
die Hoke gekoken wird. Da aber der Druck in J5 dann "wieder 
sinkt, so sckliesst sick es offnet sick V wieder und der Vorgang 
wiederkolt sick periodisck in der gleicken Weise, so lange H und 
konstant bleiben. 

Die Tkeorie des Widders ist nock wenig entwickelt. Zuerst 
gab eine solcke JH. Navier'^^'), jedock unter Vernacklassigung der 
Ventilmasse, bezw. Ventilbewegung und der Widerstande. Er gekt 
von der Differentialgleickung 


aus, welcke fiir den Ausfluss aus einem Gefass gilt, dessen Ausfluss- 
offnung plotzlick geoffnet wird. In ikr bezeicknet S die Druckkoke, 

den Querscknitt der Ausflussoffnung, % die mittlere Ausfluss- 

2 


gesckwindigkeit zur Zeit t und h das 


ds 


erstreckt iiber das 


0 

gauze Gefass. Die Anwendung auf den Ausfluss durck das Sperr- 
ventil V des Widders ergiebt die austretende Wassermenge als 
Funktion der Zeitdauer, wakrend welcker das Ventil offen ist, aber 
nickt die letztere selbst. Das Gleicke gilt von dem Ausfluss durck 
das Steigventil und das Steigrokr. Die Tkeorie ist demnack nur 

brauckbar, wenn man die beiden Zeitgrossen durck Versueke er- 
mitteln kann. Ebensowenig lasst sick der Wirkungsgrad recknerisck 
finden. 

Die Tkeorie, welcke J. Weisbach'^^) entwickelt, berukt nickt nur 
auf denselben Vernacklassigungen, welcke Navier benutzt, sondern 
auck nock auf der Annakme, dass der Ausfluss aus den Ventilen ein 
gleickmassig besckleunigter sei. Er findet dann den Wirkungsgrad 
um so naker = 1, je kiirzer die Zeit ist, wakrend welcker das Steig- 
ventil Fi beim Zuruckfliessen des Wassers in den Windkessel offen 


stekt, und je kleiner.das Verkaltnis ^ ist. 

Die Tkeorie des Widders von L. Vigreux"^^) gekt dagegen von 
der Bewegung des Sperrventils F selbst aus. Die Kraft, mit welcker 


73) Resume des le 90 iis de m^caniq^ue appliquee, Bruxelles 1839, p. 564. 

74) Ingenieur- und Mascliinenmeclianik 3, Braunacliweig 1860, p. 965. 

75) Traite tk^orique et pratique d’hydraulique 1, Paris 1886, p. 347. 
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das SperrYentil V gehoben werden muss, setzt Vigreux 


P 



F 


II 

<P 

„ 1 

[P . 

\ ^ 


fi 1 

- \9 

) J 


Tg’ 


in welcber go der Ventilquerscbnitt, F der Horizontalquerschnitt der 
Ventilkammer, g, ein Ausflusskoeffizient (— 0,85) und v die mittlere 
Ausflusssgescbwindigkeit zur Zeit t ist. Bezeicbnet G die Sehwere 
des Yentilkorpers, so beginnt der Ventilhub, sobald ist Die 

Yentilbewegung erfolgt unter dem Einfluss der Kraft P — G, welcbe 
Vigreux konstant annimmt, und zwar setzt er v = in dem 

Ausdruck fiir P, womit sicb P erbeblicb 
zu gross ergiebt. Indem er ferner die Aus- 
flussbewegungen des Wassers aus dem Sperr- 
Tentil V und dem Steigventil K als gleicb- 
massig bescbleunigt ansieht, findet er die 
Ausflusszeiten und -mengen und berecbnet 
damit den Wirkungsgrad. In abnlicber Weise 
bebandelt Vigreux aucb den Fall, in welchem 
das Sperrventil die in Fig. 21b dargestellte Anordnung bat. 

Die Druck- und Bescbleunigungsvorgange, die in den Leitungs- 
lobien bei dem Abscbluss der Yentile entsteben, sind besonders aus- 
fubrlieb von L. Allievi bebandelt worden; vgl. bieruber den Artikel 
Hydraulik lY 20, Nr. 12 (Forcliheimer'). 



Fig. 21b. 


(Abgeechlossen im Juni 1907.) 
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VorbemerkTing. Die Theorie des Schiffes hildet einen besonderen 
Teil der angewandten Mechanik; Gegenstand ihrer XJntersuchungen ist 
die Behandlung der nautischen EigenscJiaften des Schiffes. Bereits 
Smeca^^ yerlangt von einem guten Schiffe: Navis l)ona dicitiir . . . 
stabilis et frma, gubernacido parens, velox et consentiens vento, nnd so 
versteht man anch jetzt noch unter den nautischen Eigenschaffcen 
insbesondere folgende: die Schwimmfahigheit, Stabiliidt, Sanftheit und 
Nleifiheit der Amplitude des JRoUens und Stampfens, einen geringen 
Arbeitsverbrauch fiir den Gang nnd gutes Evolutionsvermdgen. Ein be- 


1) Seneca in der 76. epistula. 
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stimmtes Mass fiir jede dieser Eigenscliafteii aufzustellen und dessen 
Abiiangigkeit Ton den Elementen des ScbiffeSj seiner Form und seiner 
Belastung auszudruckeiij ist die allgemeine Aufgabe der Tbeorie des 
Schiffes. Leider ist sie bislier nur erst teilweise befriedigend gelost. 
Man kann vielleicbt zutreffend sagen^ dass uberall da, wo die Hydro- 
statik ausreicbt, eine befriedigende Losung der in Frage kommenden 
Problems Torliegt, dass aber nur die ersten Scbritte gemacbt sind, 
wo es darauf ankommt, die lijdrodynamik zur Bebandlung beran- 
zuzieben. 

Diesem Sacbverbalt entsprecbiend ist es nicht die Absicht des 
vorliegenden Referates, uber aHe Teile gleicbmassig ausfilbrlich zu be- 
ricbten, Es werden rielmebr diejenigen Fragen besonders beraus- 
gegriffen, die eben unter Zugrundelegung des bydrostatiscben An- 
satzes eine weitgebende, insbesondere durcb die Beobacbtungen und 
Experiments kontrollierte matbematiscbe Bebandlung erfabren baben. 
Immerbin ist dem Referate in den Nrn. 7 — 9 ein Anbang yon 
C. H. Muller beigefiigt, in dem yersucbt ist, eine Ubersicbt daruber 
zu geben, wie weit die Hydrodynamik bisber in der Lags ist, 
die Probleme der Tbeorie des Scbiffes (unter denen bier insbe- 
sondere die Fragen des Scbiffswiderstandes und der Scbiifspropulsion 
in Betraebt kommen), zu fordern. — Die als Einleitung yoran- 
stebende bTr. 1 soR dazn dienen, die Hauptprobleme der Tbeorie des 
Sebiffs, wie sie in Nr. 2 — 6 zur Bebandlung kommen, im Zusammen- 
bange zu ebarakterisieren, wobei die Form einer bistoriseben tJber- 
siebt gewablt worden ist, urn im eigentlicben Referate eine mehr 
dograatisebe Darstellung eintreten lassen zu konnen. Diese ist be- 
yorzugt, weil es ausserbalb der Absiebt des Referenten liegt, eine 
bistoriseb-kritisebe Wiirdigung der gesamten, weitsebiebtigen Litteratur 
zu geben. 

1. Die Hauptprobleme der Tkeorie des • ScMffes in iM’er 
Mstorischen Entwiekelung. Der Jiydrostatische Sat 0 des Archimedes 
ist das Grrundgesetz, welcbes alle Fragen, die die Scbwimmfabigkeit 
und Stabilitat des Sebiffes betreffen, beberrsebt und auf eine geometriscRe 
Aufgabe zuriickfubrt. Aber erst im 16. Jabrbundert wurde dieser 
Satz in der Praxis des Sebiffbaues angewandt, als man anfing die 
Wasseryerdrangung der Sebiffe zu bereebnen. Jedoch aucb wabrend 
der folgenden beiden Jabrbunderte bildete der Sebiffbau immer nocR 
eine gebeimnisyolle Kunst, so dass yon einer allgemeinen wissen- 
scbaftRcben Darstellung seiner Grundprinzipien kaum die Rede war. 


2) Vgl. lY 16, Nr. 1 (J.. E. H. Love) u. IV 6, Nr. 89 (P. Stdckel). 
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Im Jalire 1730 tatte man zu befiircliteiL, dass die vor einigen 
Jahren gegriindete Petersburger Akademie der Wissenscbaften auf- 
geboben wurde. Dies gab L. Euler Veranlassuug, sick eine audere 
Stellung zu sucben und fiir eiuige Zeit iu die russiscbe Marine als 
Sckiffslieutenant einzutreten ®). Zur selben Zeit ungefabr (1735) 
wurde der Astronom P. Bouguer zum Zwecke der Gradmessung nacb 
Peru gesandt. Moglicb, dass diese Dmstande fur Euler und Bouguer 
den Anstoss gaben, sick eingekender mit der Tkeorie des Sckiffes zu 
besckaftigen. Im Jakre 1746 ersckeint das Bouguerm^Q Werk; 
Traite du navire, im Jakre 1749 Eulers Scientia navalis. Es sind 
dies die beiden ersten und grundlegenden Werke iiber die Tkeorie 
des Sckiffes. Sie zeigten insbesondere, dass diese Tkeorie ein aus-- 
gedekntes Feld fur die Anwendung der Matkematik und deren neuere 
Metkoden darbot, und so kam es, dass die Pariser Akademie seff 
1753 bis in die 70 er Jakre zu ikren Preisfragen in erster Linie 
solcke waklte, die die Tkeorie des Sckiffs betrafen und zu weiteren 
Forsckungen aufmuntern soEten. L. und J. A. Euler, JD. Bernoulli, 
J. P. Bouguer, Gh. Bossut u. a. nakmen an diesen Preisbewerbungen 
teff. Berecknungsmetkoden fiir die Wasserverdrangung, die Lage der 
Metazentren, die Metkode zur Bestimmung der Lage des Sckwerpunktes, 
die allgemeine Lekre iiber das BoUen des Sckiffes, leider auf falseke 
Annakmen iiber die Struktur der Wellen gegriindet, und eine tkeore- 
tiscke Untersuckung iiber die Beanspruckung der Sckiffsteile sind die 
Hauptresultate, die infolge dieser Preisfragen gewonnen wurden. 

Die statiscken Fragen, so lange sie nur eine Anwendung des 
Arckimediscken Prinzips erforderten, katten damit eine voUkommen 
befriedigende Losung erkalten. Anders verkielt sick es da, wo es sick 
um dynamische Fragen, insbesondere urn Hydrodynamik und den 

Widerstand des Wassers kandelte. 

Newtons Principia entkalten sckon gewisse allgemeine Grundsatze 
iiber den Widerstand von Fliissigkeiten und die ersten Versucke zu 
ikrer Bestatigung^). Der wicktigste dieser Satze ist der Satz von der 
mechanischen Ahnlichleit^). Aber erst nack 200 Jakren soUte dieser 
Satz die Grundlage fiir die Versucke von W. Froude werden, die dann 
im weiteren Verlaufe zu dem Bau der jetzt in alien Landern vor- 
kandenen Bassins fiir Sckleppversuoke mit Sckiffsmodellen gefiikrt kaben. 

Dass die Tkeorie aUein die Fragen iiber den Widerstand des 


3) Siehe N. Fuss, Eloge de Euler, p. 12. 

4) Is. Newton, Principia, II. Buck, VII. Abscknitt. 

5) Vgl. IV 6, Nr. 8 (P. BtacM). 
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Wassers niclit zu beantworten vermag, und man daber Versuche zu 
Hilfe nebmen mtisse, batte man sobon im 18. Jabrbundert eiii- 
znseben begonnen. In den 70 er Jabren des 18. Jabrbunderts war 
in Frankreicb der Ban eines Netzes von inlandiscben Wasserwegen 
bescblossen worden. In einem der Projekte war ein Tunnel statt 
eines Scbleusenkanals vorgescblagen, Der Minister Turgot stellte 
daraufbin der Pariser Akademie die Anfgabe, den Einfluss zu er- 
mitteln, den das Yerbaltnis der Querscbnittsflacben des Scbiffes und 
des Kanals anf den Widerstand des Wassers bat. Eine Kommission, 
bestebend aus T le B. T Alembert, de Condorcet und Gh. Bossut unter- 
nabm daber die ersten systematiseben Versucbe liber den Widerstand 
des Wassers bei scbwimmenden Korpern, die aber nicbt weiter ver- 
folgt wurden, als sicb ein bedeutender tlberscbuss an Widerstand in 
engen Kanalen ergab und daber das Tunnelprojekt abgelebnt wurde. 
Die nacbsten Yersuebe wurden in den Jabren 1795 — 1798 in Eng- 
land von M. G. Beaufoy ausgefiibrt. Diese zablreicb angestellten Y er- 
sucbe (sie baben iiber 50 000 Lstr. gekostet) zeigten u. a. das Yor- 
bandensein des sogenannten Reibungswiderstandes im Y^asser. Sie 
wurden 1834 youH. Bemfoy^) in ausgezeicbneter Weise veroffentliobt^ 
iiisbesondere giebt Beaufoy aUe unmiUelbar bedbachteten Besultate an. 

Die seit den 30er Jabren des 19. Jabrbunderts einsetzende all- 
mablicbe Entwicklung der Dampfscbiffabrt liess die Erage iiber den 
Widerstand des Wassers nacb einer neuen Seite wicbtig erscbeinen. 
Der Scbiffsbetrieb wurde unabbangig vom Winde, man konnte sicb 
eine gewisse zu erreicbende Grescbwindigkeit des Scbiffes vorscbreiben 
und batte nun die Leistung der Mascbine zu bestimmen. Piir diese 
neue Erage in der Tbeorie des Scbiffes fand sicb zunacbst eine ver- 
baltnismassig einfacbe Beantwortung, indem man die Leistung und die 
dabei erreicbte Grescbwindigkeit au£ ausgefubrten Scbiffen wirkliob 
mass. Die Systematisierung und die Yerallgemeinerung der so er- 
baltenen Angaben fiibrten zu einer Reibe empiriscber Eormeln, welcbe 
zur Bestimmung der indizierten Leistung der Mascbine dienten, wenii 
die Elemente des Scbiffes und die zu erreicbende Grescbwindigkeit ge- 
geben wurden. 

Im Jabre 1869 scblug W. Froude seine neue Metbode zur 
Untersucbung des Scbiffswiderstandes vor, die von dem Newtonscken 
Abnlicbkeitssatze Grebraucb macbt. Sie bestebt darin, dass ein Modell 
des Scbiffes mit einer Grescbwindigkeit gescbleppt wird, die sicb zur 


6) Colonel Marie Beaufoy, Nautical and bydraulic experiments, London 1834. 
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Gresckwindigkeit des Sckiffes wie die Quadratwnrzel aus den ent- 
sprechenden Dimensionen verkalt; es wird dann der Widerstand auf 
das Scliiffsmodell bestimmt und danack der Widerstand anf das Sckiff 
bereehnet. Die engliscbe Admiralitat nabm den Vorschlag Frondes an 
imd erbaute ein Bassin, in dem dieser systematiscbe Sebleppversucbe 
anstellte. Zunacbst nntersncbte Froude den Reibungswiderstand, indem 
er dtinne Bretter von verscbiedener Lange scbleppte. Als Resnltat 
dieser Versucbe giebt er die empiriscbe Formel 
( 1 ) 


wo Fj: den Reibungswiderstand bedentet, s die benetzte Oberflacbe, 

V die Grescbwindigkeit und h ein Koeffizient, der als Funktion der 
Lange des Brettes oder Scbiffes einer Tabelle zu entnekmen ist. 
Da diese Formel zeigt, dass der Reibungswiderstand dem Netotonsoken 
Aknlickkeitsgesetz nickt folgt, so zerlegt Froude den keobackteten 
Gesamtwiderstand F des Modells in zwei Teile: Fj,— Reibungswider- 
stand und Fw=== F — F^= Restwiderstand, wokei naok der okigen 
Formel berecknet wird. Um nun den Restwiderstand auf das Sckiff 
bei der korrespondierenden Gesckwindigkeit zu ermitteln, kat man 
(nack dem Prinzip der Aknlickkeit) nur Fw Yerkaltnisse 

der Masse des Sckiffes zu jener des Modells zu muLtiplizieren. Den 
Gesamtwiderstand erkalt man, wenn man zu dem so erkaltenen 
Resultate den nack Formel (1) kereckneten Reibungswiderstand auf 
das Sckiff addiert. Obwokl dies Yerfakren bis zu einem gewissen 
Grade tkeoretisck gestiitzt werden kann, konnte es seine wirMicke 
Bestatigung dock nur durck unmittelbare Yersucke erfakren. Diese 
wurden im Jahre 1874 mit der Korvette „Greyhomd“ yon 1200 
Tonnengelialt angestellt and bestanden darin, dass „GreyliOTmd von 
der Korvette „AetiTe“ mit versohiedenen Gescbwmdigteiten ge- 
schleppt imd dabei die entBpreehende Zngkraft des Sohlepptaus e- 
stimmt wurde. In seinem Bericbt anssert Frowle^), dass das von 
ibm vorgeseblagene Terfahi-en den Scbiffswiderstand aus dem ernes 
ModeUs zu bestimmen, durcb die Versucbe am ,,Grey onn 
statigt worden seien. Leider sind aUe JVo«*seben Versucbe in 
einer ganz anderen Form wie die £e«»fo!/8cben ' 

Froui giebt keine einzige der unmittelbar beobacbteteu Zable , 
sondern nur Diagramme in ideineren Massstaben. Solcbe 
geniigen zu einer aUgemeinen IJbersicbt, aber nicht zu Praz 
recbnungen und Prfifung der Metbode '). — 
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Im weiteren Yerlauf kniipft nun der weitere Ausbau der Theorie 
des Scliiffes eng an die rasclie Entwickelung an, die insLesondere seit 
der zweiten Halfte des 19. Jakrhunderts die Praxis des Sckiffbaus 
genommen kat. 

Zunackst fiikrte der Ban der Panzersckiffe zu einer erneuten und 
eingekenderen Untersuckung des Bollens und Stampfens der Schiffe. 
Die Verteilung der Grewickte auf einem Panzersckiffe ist eine 'wesent- 
lick andere wie die auf Segelsckiffen; die Dampfkraft gestattete die 
Moglickkeit, einen beliekigen Kurs relatir zu den Wellen zu nehmen; 
die Bemastung und die Segel wurden yermindert oder ganz aus- 
gescklossen. Alles dies fiikrte zu einem anderen Verkalten der Panzer- 
sckiffe auf See als es die Segelsckiffe zeigten, — die mildernde Wirkung 
der Segel auf das Rollen war nickt mekr yorkanden. Systematiscke 
Versucke zeigten, dass die Sckiffe mit grosster Stabilitat die un- 
rukigsten auf den Wellen wurden, was der friikeren Tkeorie ganzlick 
widersprack. Auck kier yerdankt man Tf. Froude die Grrundprinzipien, 
die zu einer Bekerrsckung dieser ganz neuen Verkaltnisse fiihrten. 
Im Jakre 1861 legte er der ^Institution of Naval Arckitects^' seine 
Tkeorie des Bollens der Sckiffe, die auf den Eigensckaften der Crerst- 
werseken trockoidolen Wellenbewegung des Wassers (vgl. IV 16, 
Nr. 5g, A.F.H.Love) begrundet ist, yor^**). Sie wurde spater dnrck 
zaUreicke Versucke von W. Froude^^) selbst und F. Bertin^^') be- 
statigt. — 

Die Verpanzerung der Sckiffe fiikrte weiter zur Eonstruktion 
yon niederbordigen Sckiffen, die ganz hesondere StdbilitdtsverJidltnisse 
besitzen. Diese wurden anfangs nickt yerstanden, wodurck die sog. 
„Captain -Katastropke yeranlasst wurde. Im Jakre 1867 katte Captain 
Cowper Coles die Idee, auf einem und demselben Sckiff, eine dicke 
Bepanzerung, sckwere Turmartillerie, niedrigen Preibord und eine 
yoUstandige Bemastung zu yereinigen. So entstand der „0aptain". 


selbst an der Spitze des Vexsncbsbassins der .kaiserUck xussiscben Marine in 
St. Petersburg und weiss wobl, dass alles, was etwa fiir den Kriegsscbiffsban 
Yon Nntzen sein kann, nickt veroffentlickt werden darf. Man muss der eng- 
liscken AdmiraHtat vielmekr Dank wissen fiir die zaklreicken Versucksergebnisse, 
die mit ilixer Erlaubnis verSffentliclit ■wurden. 

10) W. Froude, On tke rolling of skips, Trans. Inst, of Naval Arckit. 

2 (1861), p. 180. 

i. 1 . Description of an instrument for automatically recording 

tke rolkng of skips, Trans Inst. Nav. Arckit. 14 (1874), p. 168. 

12) F. Benin, Observation du roulis et du tangage, Paris, Mem. pre's. par 
div. say. 26 (1878). ^ 
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Sir Edw. Beed^^) wies in einem Yortrage auf die Grefahr Mh; die ein 
niederbordiges Scliiff mit Toiler Bemastung unter XJmstanden auf 
holier See laufen kann. Er steUte deutlicli den UnterscMed von 
statischer und dynamischer Stabilitdt auf und erklarte die Wirkung, die 
ein Schwall auf ein Schijff ausiibt, und die Grefahr, die dabei fur 
niederhordige Schiffe hesteht. Aber man nahm auf diese Warnungen 
keine Riicksicht, und bei seiner ersten Yersuchsfahrt unter Segel in dein 
Greschwader des Yize- Admirals Mihe wurde der „Captain“ durch einen 
nnbedeutenden Schvs^all, der den iibrigen zehn Schiffen des Greschwaders 
keinen Schaden brachte, gekentert, wobei nur 17 Mann von der 
550 Mann starken Besatzung durch einen gliicklichen Zufall ihre 
Rettung auf einem Boote fanden. Diese „Captain“-Katasti’ophe erst 
gab Anlass, die Stabilitatsverhaltnisse bei grossen Neigungen in weit- 
gehendster Weise zu untersuchen imd neue Berechnungsmethoden aus- 
zuarbeiten. — 

Andere Schiffskatastrophen mit grossem Yerlust an Menschen- 
leben, so besonders die der „Victoria'^ und des Dampfers „Elbe“ 
fiihrten zu der Untersuchung der SchoUemerteilung auf Schiffen und 
des Einflusses der Beschadigung der Abteilungen des SchifPes auf 
dessen Stabilitat. — 

Der Eisen- und Stahlschiffbau wies der Erage Tiber die JBe- 
anspruchung, welcher die einzelnen Teile der Schiffsstruktur bei dem 
Rollen -and Stampfen des Schiffes unterliegen, eine besondere Wichtig- 
keit zu. Die Grrundlagen fiir die aUgemeine Untersuchung der Grosse 
der Schubkraft und des Biegungsmomentes , welche in jedem Quer- 
schnitt des Schiffes vs^irken, 'waren schon im Jahre 1759 von L.Euler^^) 
gegeben worden. Fur den ’Holzschiff bau hatte B. Seppings'^^') im ersten 
Yiertel des 19. Jahrhunderts eine rationelle Methode vorgeschlagen 
iTnd eingefiihrt. Aber erst im Jahre 1871 hat Sir Edw. Beed^^') die 


13) Sir Edw. Beed, Stability of monitors under canvas, Trans. Inst. Nav. 
Arcbit. 9 (1869), p. 198. 

14) L. Euler, Qroignard, L’examen des efforts qu’ont a soutenir toutes les 
parties du navire dans le roulis et dans le tangage . . ., Paris, Recueil des 
pieces ... 8 (1771). 

15) B. Seppings, On a new principle of constructing His Majesty’s ship of 
war, London, PHI. Trans. 1814, p. 285. Daruber aucb bei: G. JDupin, Appli- 
cations de geometrie et de mdcanique, p. 246 ff. und Th. Young, Remarks on 
the employment of oblique riders and on the alterations in the construction 
of ships, London, Phil. Trans. 1814, p. 303 ff. 

16) Sir Edw. Beed, On the unequal distribution of weight and support and 
its effects in still water and in exceptional positions on shore, London, Phil. 
Trans. 161^ (1871), p. 413ff. 
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MulerBoh&n. QedaiLken weiter entwickelt und auf moderne Schiffe an- 
gewajidt. Man muss jedocli sagen, dass, wenn man auch die wirken- 
den Kraffce kennt, der Weg noeli weit bis zu einer vollkommenen 
Kenntnis der Verteilung der in den einzelnen Scbiffsteilen bervor- 
gerufenen Spannungen ist. Man muss bier auf Yersucbe zuriickgreifen^ 
die mit dem Apparate von 0. Stromeyer^'^) oder abnlicben Apparaten 
auszufubren sind. Die „Cobra^^-Katastropbe — das engliscbe Torpedo- 
boot jjCobia brach auf bober See entz'wei und ging verloren ^ — und 
die Notwendigkeit, die Lange der Scbiffe zu vergrossern und dabei 
totes Gewicbt zu ersparen, werden wobl zu solcben Versucben auf- 
muntern. — 

In den letzten Jabrzebnten entstand nocb eine neue Prage in 
der Tbeorie des SchifiPes: die Prage nacb seinen elastischen Schwin- 
grnigen oder Vihrationen. Man bemerkte auf einigen Pabrzeugen bei 
einer gewissen Tourenzabl der Mascbine sebr beftige Vibrationen, die 
bei anderen Tourenzablen aufliorten. Eine tbeoretiscbe und experi- 
mentelle Untersucbung zeigte bald, dass man es bier mit Eesonanz- 
erscbeinungen. zu tbun bat. Der „Massenausgleicb« der Mascbine 
und eine Versteifung des Scbiffskorpers sind die Mittel, welcbe man 
gegen die Vibrationen anwendet. Dennocb ist eine vorbergebende Er- 
mittelung der Sobwingungszablen des ScbiflPes, wobei man dieses als 
pinen ekstiscben Stab anseben kann, von einigem Mutzen, da man beim 
Projektieren der Mascbine und des Propellers eine solcbe Tourenzabl 
auswablen kann, die mit der natiirlicben Scbwingungszabl des Scbiffes 
gar nicbt oder nur fur wenig braucbbare Gescbwindigkeiten zu- 
sammenfallt, wodurcb die ungiinstigen Resonanzerscbeinungen von 
vornberein ausgescblossen werden. 

_ 2. Die Sehwimmfabigkeit des SeMffes. Die 8chwimmfdhigleit 

ist die Eigenscbaft des Scbiffes, bei gegebener Belastung zu scbwimmen 
und dabei eine vorgescbriebene Wasserbnie zu balten. Nacb dem 
Arcbimediscben Satz ist bierzu erforderlicb, dass das Gewicbt des 
vom Scbiffe verdrangten Wassers gleicb dem Gewicbte des Schiffes 
selbst ist. Dieses letztere ist die Summe einer Eeibe von Binzel- 
gewicbten, die man folgendermassen gruppieren kann: das Gewicbt: 
1. des Scbiffskorpers, 2. der Ausriistung und Besatzung, S. der Mascbine, 
4. des Koblenvorrates, 5. (auf Kriegsscbiffen) der Panzerung und Be- 
wafeung. Piir Handelsscbiffe tritt an Stelle der letzten beiden Ge- 
wicbte das der Zuladung, d. b. der Pracbtgiiter, Passagiere, Gepack 

A O. Stromeyer, A strain indicator for the use at sea, Trans. Inst. ITav 

Aichit. 27 (1896), p. 33ff. 
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u. s. w. Ausgefulirte Schiffstypen nack Grrosse und Bestimmung 
klassifiziert geben eine allgemeine IFbersickt iiber die prozentuale 
Verteilung dieser Grewickte, woriiber man das Nakere in den Hilfs- 
biickern findet. 

Als Beserveschwimmfahiglseit bezeicknet man diejenige Znladung 
Oder das Gewickt derjenigen Wassermenge, die in ein Sckiff beim 
Lecken eindringen kann, bevor es ganzlick sinkt. Sie ist gleick dem 
Volumen der anstauckenden Tede des Sckiffes bis zu dessen Oberdeck 
und kangt also von der Hoke des fiber Wasser befindlicken Freibords 
ab. Diese Hoke wird ffir die Handelssckiffe durck gesetzlicke Vor- 
sckriften reguliert, die der Praxis entnommen sind und dazu dienen, 
die Sickerkeit des Sckiffes gegen zufallige tFberladung zu garantieren, 

Somit ist alles, -was die Sckwimmfakigkeit betrifft, an£ die Be- 
recknung von Rauminkalten zuriickgefukrt. Diese Berecknungen 
werden nack dem sogenannten KonstriiUionsriss des Sckiffes aus- 
gefiikrt. Der Konstruktionsriss stellt in recktwinkeliger Projektion 
die Scknittlinien der ausseren Oberflacke, wobei man bei eisernen 
Sckiffen von der ausserst diinnen Aussenkaut absiekt, mit Ebenen dar^ 
die jeweils parallel zu den Projektionsebenen sind. Als Projektions- 
ebenen dienen: 1) die Symmetrie- oder Langsebene des Sckiffes, 2) die 
Ebene der Wasserlinie und 3) der Querscknitt oder die Spantenebene, 
die senkreckt zu den beiden anderen stekt. 

Wird die Langsebene des Sckiffes als .^iC-Ebene angenommen 
und mit ij die den Koordinaten x, s zugekorige Ordinate der Punkte 
der Sckiffsoberflacke bezeicknet, so wird das eingetauckte Volumen 
des Sckiffes, welckes Wasserverdrdngung oder JDeplacemmi genannt 
wird, durck folgendes Doppelintegral gegeben: 

7 = 2jyydxd^, 

wobei die Integration fiber die gauze eingetauckte Ilacke der Langs- 
ebene auszudeknen ist. Da die Ordinate y nickt durck einen leck- 
nungsmassigen Ausdruck in x und 0 , sondern grapkisck durck den 
Konstruktionsriss gegeben ist, so kann dies Integral nur durck nake- 
rungsweise Quadraturformeln berecknet werden. Um diese und analoge 
Recknungen moglickst einfack auszuffikren, kat man folgende aU- 
gemeine Regebn zu beackten^®): 1) die Prazision der Recknung muss 
derjenigen der Daten und diese der Prazision, die praktisck vom End- 


18) Vgl. A. Kriloff in Note VIH von J. Pollard et A. Dudelout, Th^orie 
dn navire, 4, p. 407 und Nouvelle m^thode du calcul des elements d’une 
carfene, Bull, de I’Assoc. techn. maritime 4 (1893), p. 97. 
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resultat yerlangt wird, entspreclierL; 2) die AnzaH der in die Quadratur- 
formel einzusetzenden Ordinaten und diese Formel selbst miissen der 
im Endresultat geforderten Prazision entsprecben ; 3) die Reclinung 
mnss naeli einem Yoraus angefertigten Rechenscliema ausgefiilirt werden 
und dabei iiberall nur die notwendige Zabl der Ziffern in jedem 
Zablenwert beibebalten werden. Die praktiscb verlangte Prazision 
ubertrifffc dabei nie Yg ^ Endresultates. Fiir die Aus- 

fiibrung der Quadraturen ist es tiblicb, die Trapesregel und die erste 
Simpsonsche Regel zu gebrauclien ^®). Die Anwendung der Tscheiy- 
scheffsohm. Quadraturformel bringt eine grosse Vereinfacbung und 
Symmetrie in die Rechnungen ^°). Daneben leisten mecbaniscbe Recb- 
nungsapparate, besonders Amslers Planimeter und der Integrator gute 
Dienste. 

TJni die Scbiffsform allgemein zu cbarakterisieren, ist es liblich, 
nocb folgende Yerbaltnisse zu berecbnen: 

1) den Vdllig'keitsgrad der Verdrdngung, d. b. das Verbaltnis d der 
Wasseryerdi-angung V zum Volumen des iiber der Lange L, Breite B 
und mittlerem Tiefgang H des Scbdffes konstruierten, diesem um- 
gescbridbenen Prismas: 

F 

2) das Yerbaltnis cc der eingetaucliten Flacbe S des Hanptspantes 
zur Flacbe BR des umgescbriebenen Recbteckes: 

8 

3) das Verbaltnis der Flacbe TF der Wasserbnie zur Flacbe 
BL des umgescbriebenen Recbteckes: 

4) das Verbaltnis y bezw. I der Verdrangung zu dem Volumen 
der iiber Hauptspant bezw. Wasserlinie erricbteten Zylinder: 


Die Praxis bat fiir alle diese Verbaltnisse je nacb der Grrosse, Be- 
stimmung und Gescbwindigkeit des Scbiffes gewisse Grenzen ergeben, 
die bei der Ausarbeitung yon Scbiffsprojekten benutzt werden, urn 
sicb dabei durcb die erworbene Erfabrung leiten zu lassen. 

. Anweisimg iiber den Gebraucb dieser Forme! n findet man 

in den Hilfsbucbern. 

20) Vgl. A. Kriloff in der Fnssn. 18 genannten Abbandlnng. 


3. Die Stabilitat des Schiffes. 


529 


Urn bei dem im Dienste befindlieben Sebiff die Beurteilung der 
jedem mittleren Tiefgange entsprecbendeiL Verdrangimg zu erleichterUy 
stellt man die Abbangigkeit beider Grossen von einander grapbiscb 
dar, entweder durcb eine auf recbtwinkelige Koordinaten bezogene 
Kurve oder durcb eine Skala, die DeplacemewtsTcala genannt wird. 
Kleine Veranderungen e des mittleren Tiefganges, die von relativ 
kleinen Zuladungen p hervorgerufen werden, berecbnet man nacb der 

linearen Formel e == ■“, wo die Anzabl der Tonnen pro Zentimeter 

Tiefgang bedeutet und nacb der Flacbe der Wasserlinie vorans be- 
recbnet wird. Aucb beim tJbergang eines Schiffes vom salzigen Meer- 
wasser in susses Flusswasser und umgekebrt andert sicb sein mittlerer 
Tiefgang. Diese Veranderung betragt 2% des Tiefganges beim Uber- 
gang aus Ozeanwasser, vom spezifiscben Gewicbt 1;026, in Flusswasser. 

a. Die Stabilitat des Schiffes. Die Stabilitdt ist die Eigenscbaft 
eines Schiffes, in einer bestimmten aufrecbten Lage zu scbwimmen, 
und falls es durcb Wirkung ausserer Krafte aus dieser Lage gestort 
wird, in dieselbe nacb Aufbebung der storenden Krafte wieder zurilek- 
zukebren. 

Bei der Untersucbung der Stabilitat wird das Sebiff auf ruhen- 
dem Wasser betraebtet, dabei die Bewegung des Schiffes so langsam 
angenommen, dass man von den von der Bewegung der Fliissigkeit 
berrubrenden hydro dynamiseben Druckkraften abseben darf. Das 
Sebiff unterliegt dann der Wirkung; 1) der Sebwere, 2) des Gesamt- 
druckes des Wassers, welcber Attftrieb beisst und 3) des Auftriebes 
der Luft. Diese letzte Kraft wird jedocb immer vernacblassigt, sowobl 
wegen ibrer Kleinbeit gegenuber den anderen beiden wirkenden Kraften, 
als aucb desbalb, weil die in der Sebiffbaupraxis vorkommenden Ge- 
wiebte niemals auf den luftleeren Baum reduziert werden. Gewicbt 
und Auftrieb wirken beide vertikalj der Angriffspunkt G- der ersten 
Kraft ist der Massenscbwerpunkt des Schiffes, der Angriffspunkt Gq 
des Auftriebes ist der Scbwerpunkt der vom Sebiffe verdrangten 
Wassermasse. Dieser Punkt wird YerdrangungsschwerpunM oder Auf- 
triehs^entrum genannt. 

Beim Gleicbgewicbte des Schiffes sind Gewicbt und Auftrieb ein- 
ander gleicb; ibre Angriffspunkte G und Gq liegen auf derselben 
Vertikalen. Die allgem einen Stabilitatsbedingungen fiir das Gleicb- 
gewiebt sebwimmender Korper beliebiger Gestalt finden sicb bereits 
in den Referaten lY 6, Nr. 39 (P. Stdchel) und lY 15, Nr. 4 {A. E. 
JS. Love). Dort ist aucb die Definition der allgemeinen Begriffe vom 
Meta^entmm, Schwimmebene, SchwinimoberfldcJie, Auftriebsoberfldche ge- 
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geben, sowie die Auseinandersetzung der Beziebungen, in denen diese 
Elemente zu einander steben. Fiir die Tbeorie des Scbiffes werden 
diese Betracbtungen in der Praxis durcb folgende Umstande und An- 
nabmen wesentlicb vereinfacbt: 1) die Langsebene des Scbiffes ist 
eine Symmetrieebene der Form nnd der Massenverteilungj 2) die 
Lange L des Scbiffes ist bedeutend grosser als seine Breite IB. Es 
folgt bierans, dass praktiscb eine der Haupttragbeitsaxen der Scbwimm- 
ebenen sebr nabe parallel der Langsebene des Scbiffes liegt und das 
ibr entsprecbende Tragbeitsmoment der Flacbe der Scbwimmebene 
bedeutend Meiner ist als jenes andere um die zu ibr senkrechte 
Oder Queraxe. Diese Moments verbalten sicb etwa wie (Das 

Verbaltnis L : JB liegt fur die iiblicben Seescbiffsformen zwiscben 4 
und 10.) Bbenso liegt das Metazentrum fiir Neigungen um die Langs- 
axe bedeutend niedriger als das andere fur TsTeigungen um die Qner- 
axe. Man bat daber nur die Stabilitat fiir die Neigungen um die 
Langsaxe zu untersucben. 

Man betracbtet nun zunacbst die Stabilitat fUr Meine Neigungen 
Oder die sog. Anfangsstabilitdt. Die aufrecbte Lage des Scbiffes ist 
jene, bei welcber seine Langsebene vertikal ist und eine vorgescbriebene 
Wasserlinie als Scbwimmebene dient. Die Stabilitatsbedingung be- 
stebt dann darin, dass der Scliwerpunlot unter dem Meta^entrwm 
(fiir Neigungen um die Langsebene des Scbiffes) liegt. Der Punkt Jfi 
befindet sicb in der Langsebene des Scbiffes iiber dem Punkte Gq in 
einer Entfernung; 

Die Lage des Punktes 0^ wird vermittelst des Konstruktionsrisses 
des Scbiffes durcb Anwendung der angenaberten Quadraturformeln 
aus den fiir seine Koordinaten |q, geltenden Integralen berecbnet: 


lo= 2 


jy xydxdz 




% = o, 

i =0 Y 


-Mj findet sicb aus der Beziebung: 

Pi — — 


2 Jyo^cix 
Y K 


Hier sind die Bezeicbnungen die gleicben wie in Nr. 3, ebenso 
ist das gleicbe Integrationsgebiet beibebalten; in der letzten Formel 
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bedeutet die der Abszisse x zugeborige Ordinate der Scbwimm- 
ebene^ die Integration ist fiber deren ganze Lange anszudebnen®^). 

Die Lage des Scbwerpunktes wird — bei Anfstellnng eines Scbiffs- 
projektes — durch Anwendung des Satzes fiber statiscbe Momente in 
Bezng auf die gewablten Koordinatenebenen ffir alle Einzellasten des 
Scbiffes berechnet, und die YerteiLung der Lasten so jnstiert, dass Q auf 
derselben Vertikalen wie und liegt und dabei unterbalb des Meta- 
zentrums fallt. 

Auf einem ausgeffibrten Scbiffe wird die Lage des Scbwer- 
punktes G durcb den sogenannten Krangungsversudi ermittelt. Dieser 
Yersucb bestebt darin, dass eine bekannte Last p quer fiber das 
ScbifP um die Strecke I verscboben und die dabei eintretende Neigung 0 
beobacbtet wird. Dann gilt die Beziebung 


GM^^ 


P • ^ 22\ 

Ftgd ^ 


So lange der Neigungswinkel weniger als 15° — 20° auf Scbiffen mit 
boben Freiborden betragt und so lange auf niederbordigen Scbifien 
die Kante des Oberdeoks niobt eintaucbt, ist die Neigung als „klein" 
anzuseben. Der Punkt kann dann praktiscb als konstant be- 
tracbtet werden, und zur Berecbnung des der Neigung B entsprecben- 
den StdbilUats- oder Aufrichtungsmomentes die sogenannte meta- 

^entrische Formel : 

01 = P‘ ■ sin 0 

benutzt werden. 

Den Neigungen um die Queraxe, welcbe Trimcinderungen ver- 
ursacben, gebort das Langenmetazentrum zu, dessen Entfernung 
Tom Auftriebszentrum: 

^ 0 


ist. Pur die meisten in der Praxis Torkommenden Trimanderungen 
ka.Tiri aucb der Punkt als konstant angeseben werden; dann ent- 
spricbt der Neigung ^ um die Queraxe das Trimmomewt: . 

P = P . GM^ • sin ^ 


21) Schemata -ami praktische Anweisungen zur Ausfuhrung der Rechnungen 
Bind in den Hilfs- nnd Lehrbtichern zu finden. 

22) Fiix die praktische Ansfahrung des Yersuchea auf Kriegsschiffen sind 
in jeder Marine Massnahmen gesetzlich verordnet, die sich aher wenig voneinander 
unterscheiden. Fiir die deutsche Marine finden sie sich in Johows Hilfsbuch, 
p. 466, zusammengestellt. 
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und einer LangenverscMebung I der Last ^ die Trimdnderung: 


d 


pi L 


Tim die Stabilitatsverbaltnisse des Scbiffes fur grosse Neigungen 
um die Langsase zu untersucb.en, denkt man sicb ein System von 
ScLwimmebenen, die aide zur Spantenebene des Schiffes senkrecbt sind 
und dasselbe eingetauclite Volumen Vq vom ScbifPe abscbneiden. Die 
Scbwimmoberflacb-e, die von diesem System umbullt wird, ist ein 
gerader Zylinder, dessen Erzeugenden zur Spantenebene senkrecht 
steben. Jede Erzeugende gebt durcb den Flacbenscbwerpunkt der 
entsprecbenden Scbwimmebene bindurcb. Die Auftriebzentra G' bilden 
dann eine Eaumkurve. Das vom Scbiffsgewicbte P und dem ibm 
gleicben Auftriebe Q gebildete Kraftepaar kann in zwei andere zer- 
legt -werden, von denen das erste in der Langsebene, das zweite in 
der Quer- oder bTeigungsebene des Scbiffes liegt. Die Untersucbung 
der Stabilitat bestebt nun in der Ermittelung des Momentes dieses 
letzten Kraftepaares und in dessen Darstellung als Funktion der 
Neigung 6. Man braucbt dazu die Lage der Punkte C' selber nicbt 
zu kenneu; es geniigt ibre Projektion 0 auf die Querebene des Scbiffes. 

' Man "wable zur Projektionsebene diejenige des Spantes, der durcb 
den Punkt Og gebt und bezeicbne den Ort der Punkte C als d-Kurve, 
den Scbnitt mit dem Zylinder als die Scbwimm- oder P- Curve. Der 
Ort der Ebiimmungscentra M der (7-Kurve wird die metasentrische 
Evolute genannt; der Kriimmungsradius ist durcb die Formel 



gegeben, in welcber das Tragbeitsmoment der der Neigung 6 ent- 
sprecbenden Scbwimmebene um eine durcb deren Scbwerpunkt ge- 
zogene und der Langsebene des Scbiffes paraUele Axe bedeutet Der 
Punkt ikf wird als das zu der um den Winkel 6 geneigten Scbwimm- 
ebene geborige Metacentrum angeseben. Wird die betracbtete Quer- 
ebene zur ^^/-Ebene eines fest mit dem Scbiffe verbundenen recbt- 
winkeligen Koordinatensy stems gewablt, der Punkt Cq als dessen 
Anfangspunkt und die 0 -Axe positiv nacb oben gerecbnet, so liegt 
der Scbwerpunkt G des Scbiffes auf der 0 -Axe und seine Koordinaten 
konnen durcb (0, 0, a) bezeicbnet werden. Siebt man dann als 
positiv diejenige Neigung an, bei welcber die positive y-Axe sinkt, so 
gelten folgende Formeln: Die Koordinaten des Punktes C sind 

e 6 

Q Odd, 0^—J^Q smddd-.j 
0 0 
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Die Koordmalen des der Neigung 6 entspreclierLden Metazentrums M: 

= 2 /™ = 2 /c ” 9 sin (9; ^ cos 0; 

das Aufricktungsinoment ^!®l wird: 

Mr — P[y^ cos 0 4 “ si's. — P ■ a sin 6 ; 

die Arbeit des Kraftepaares 
6 

A= J 0,dd — P[y^sm 6 — cos 0] — P • a(l — cos 0), 

0 

wobei Q == ^ ist und P das Grewiclit des ScMffes bezeicbnet. Das 

Kraftepaar ^ kat nun die Tendenz, das Sckiff aufreckt zu stellen, 
falls > 0 ist. In der Praxis ist es ublick, unter diesen Dmstanden 
das Sckiff staMl zu nennen, was dann so zu yersteken ist, dass es 
auf einen beliebigen Winkel 6 gekrangt, bei welckem ;®l > 0, nack 
Aufkeben des krangenden Paares ia die aufreekte Lage zuriickkekrt. 

Filr Segelsckiffe muss man auck die StaUlitdt in einer (unter 
Einwirkuug von einem Kraftepaare) gmeigten Lage imtersucken. Bs 
sei — ft(0) das Moment des krangenden Paares als Puuktion von 0; 
dann werden die Grleickgewicktslagen durck die Grleickung 

geliefert. Diese Gleickung kat gewoknlick zwei Wurzeln fiir 6, die 
mit 01 und 02 {9^ < 03 ) bezeicknet werden mogen. Das StaUlitdts- 
hnterium ist 

d0l _ ^ 
dd dd ^ ’ 

gewoknkck ist nur die Lage 0 = 0^ stabil. Ist das krangende Paar g, 
konstant, so erkalt das Stabiktatskriterium: 

^>0 d. k. p + cos 0 — 2 /,sm 0 — a cos 0 >O 
dvu 

einen einfacken geometriscken Sinn. Er besagt, dass die Projektion 
des Sckwerpunktes auf die Linie CM unterkalb des Punktes Jlf (d. k. 
des Metazentrums fiir die Neigung 0) liegt, Beginnt auf ein Sckiff, 
welckes unter der Einwirkung des Kraftepaares g in der geneigten 
Lage 0 == 01 im dleickgewickt ist, plbtzlick in derselben Ebene ein 
neues Paar g^ zu wirken, so ist die neue aieickgewicktslage aus der 
Gleickung: 

zu bestimmen. Bs aeien d = 6, wad 8 = die entsprecbenden Werte 
Aav fl. TUT! diesen moare do die stabile, 8, die labile Lage 
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Wegen der plotzliclieii Wirkung des Paares ist der erste 
blag ® des ScMffes, venn man vom Widerstande des 
it, durck die Grleiclnmg 
0 

— (^ + /^i)] dd = 0 

6x 

istimmen. Palls ® < 0^ wird das Schiff zu der Lage 9 
ikekren und diese annekmen, wenn die Sckwingungen durct*- 
rstand des Wassers gedampft sind. Ist aber 6 > 6 ^, so 
ckiff, wie dies beim ,,Captain^^ tatsacklick der PaU war. 
des Integrals 

e 

A=f 0ide, 

0 

es die Arbeit misst^ die aufgewandt werden muss, um ein 
ir Heigung 6 zu krangeu, keisst seine dymmische Stdbilitat- Si« 
las Widerstandsvermogen gegeniiber plotzlick einwirkenden 
1 dar. 

jur praktiscken Bereckiiung der Werte von ;lll und A sind. 'V-er- 
.ene Metkoden vorgescklagen, die sick durck die WaJb-l deir 
linatensysteme, die zur Bestimmung der Punkte C dienen, xxxiiiGi^- 
len. Sie werden entweder fest im Sckiffe oder iin Raume axigo— 
len und sind entweder recktwinkelige cartesiscke- oder polare ix. s. w. 
linaten^®). Hack demVorscklage YOnSir Edw. Meed werden die "W" ei*t:e 

(H und A, oder auck von ^ und welcke Hebelarme dear 

iken bezw. der dynamiscken Stabiktat genannt werden, graplxiscli. 
nnktionen von 9 dargestellt. Man waklt dabei 6 als Abszissen- 
Die so entstekenden Diagramme keissen 8 tahilitdtsdiagrcx^ 9 ^ 972 ^&. 
ewakren eine ansckaulicke tJbersickt der Stabilitatsverkal’fcxiisse 
ckiffes, das unter Einwirkimg eines gegebenen Kraftepaares s'fcoli'fc- 
)iagramm der statiscken Stabilitat kat gewoknlick eine der Siaxxxs— 
aknlicke Porm, wobei das Maximum fur kockbordige Sell iff© 
ligen Neigung entsprickt, bei welcker die Kante des Ober decks 
ickt. Man maebt die Stabilitatsberecknungen fur die Ibeiden 
nen und den mittleren Ladezustand des Sekiffes. Sind diese 
zu sekr voneinander versekieden, um eine bequeme Interpola-fcioix 

!3) Diese Methoden sind wieder in den Hilfa- nnd Lehrbiiclaern ang©g-e-fc>exL 
auck in speziellen MonograpHen^ vgl. z. B. Sir Edw. Heed, A treatise oxi 
ty of skips, London 1885, tind A. Schmidt, Stabilitat von SekifEen, Berlin X8<>2! 
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zTi gewahren, so bereclinet man die Wei*te you ~ oder yon 0 fur 

dieselbe Neigung 0, aber yerscbiedene Werte des Deplacements P. 
Das System von Kurven, -welcbes diese Werte darstellt, wird das der 
StaUUtdtsguerlcurven (cross curves of stability) genannt®^). 

Befindet sicb auf dem Scbiffe eine fliissige Ladung, etwa Napbta 
oder Petroleum, die eine freie Oberflacbe bat, so entstebt eine Ver- 
minderung der Stabilifat, weil bei der Neigung der Scbwerpunkt der 
Last sicb nacb der sinkenden Seite verscbiebt. Diese Inderung kann 
als eine Yerminderung der metacentriscben Holie urn die GroBe 



angeseben werden. Hier ist i das Tragbeitsmoment der freien Ober- 
flacbe der Fliissigkeit urn eine der Neigungsaxe paraUele Gerade, die 
durcb den Scbwerpunkt der freien Oberflacbe gebt, d die Dicbtigkeit 
der Pliissigkeit, do Wassers. Wenn die fliissige Ladrmg sicb 

in verscbiedenen Abteilungen befindet, so bat man ^ ftir jede be- 
sonders zu berecbnen und dann die Summe zu nebmen. Man siebt 
bieraus, dass, wenn die Abteilung durcb eine Langsscbotte balbiert 
wird, viermal kleiner wird. 

Piir moderne Scbiffe untersucbt man den Einfluss, den das Leclcen 
seiner Abteilungen auf die Stabilifat, Krangung und Trim bat 2 ^). 
Besonders gefabrlicb sind aucb die Bescbadigungen, welcbe den Frei- 
bord und die Zwiscbendecke oder sogar das Oberdeck erreicben. Sie 
verursacben einen grossen Yerlust an Elache der Wasserlinie, womit 
eine Yerminderung der metazentriscben Hobe verknupft 1 st, Das 
Scbiff verliert daber, ebe es sinkt, seine Stabilitat und kentert. Dieser 
Pall trat z. B. bei der „Yiotoria“ ein. Diese Gefabr 1 st durcb passende 
SchoUenverteilung zu beseitigen, die z. B. sebr ausfilbrlicb von F. Midden- 
dorf^^) ausgearbeitet worden ist. 

In enger Yerbindung mit den Fragen der Stabilifat stebt aucb 
die TJntersucbung des Stapellmfes von Scbiffen, woriiber in den 
von J. Pollard und A. Dudebout^^), sowie von A. Schmidt ) und 
einer Abbandlung von X Boubnoff^^) das Nabere zu fiiiden 1 st. 


24) Vgl. Sir Edw. Beed, Stability of skips, ck. 10 und A. G. GreenMl, 

k treatise on kydrostatics, London 1894, §§ 113 116. n m -n -n 

25) Vgl. dariiber JdhowQ Hilfsbuok, p. 482—486 nnd auck T. F. Buhm, 

Damaged conditions of battleskips . . ., Trans, of tke Amer. Soc. of Nav. Arck. 
4 (1896), p. 137 und J. Swan, Stability of a skip in damaged condition, eben- 

da, p. 129. 
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4. Die Seliwingungen des SeMfiees. 

4 a. Einleitende tibersiolit. Man untersciieidet die ScJiiffsscMvifir 
gungm nacli der Richtung der Axe, urn welche sie vor sich geiien. 

anach iieissen sie: a) JRollen oder ScMingern.^ wenn das Sctiff um seine 
Langsaxe, Id) Stampfen oder Setsen, wenn es nm seine Qneraxe scliwingt, 
c)^ Gieren, wenn das Schiff nm seine Vertikale kin- und kerpendelt, 
wie es z. B. bei scbleebtem Steuern gescbiebt. Diese Scbwingungen 
werden gewobnlicb mit einer Bewegung des Scbwerpunktes begleitet, 
le den sogenannten Tauchschwingungen entspricbt. Die Scbwingungen 
eissen freie, wenn sie einmal durcb die Anfangsstorung des 

eic gewichts entstanden anf stille'in TFbsser obne Einflnss von 

anderen ausseren Eraften als Grewicbt und Auftrieb vor sicb geRen. 
bie werden ermungme genannt, wenn sie durcb die dauernde Wirkung 
er stdrenden Einflusse, wie die der Wellen, Wind, Grewicbtsverscbie- 
bung, Stoss u. s. w. erbalten werden. 

Die freien Seliwingungen des Sebiffes wurden sebon von L. JSuler^^) 
etraebtet, der den pendelartigen Cbarakter dieser Bewegung aus- 
einandersetete und die Lange eines einfacben Pendels ermittelte, welobes 
mi einer eriode gleicb jener des RoUens und Stampfens sebwingt. 
Aueb^ untersuebte i. JSuler die Tauebsebwingungen. Da die freien 
bcbwmgungen unter der Annabme, dass nur Auftrieb und Gewiebt 
as c iff wirken, ein gutes Beispiel fiir die Anwendung der 
ia^raw^eseben Metbode kleiner Scbwingungen (vgl. IV 6, Mr. 9, 
E StacM) Sind, so findet man sie in den meisten Lebrbuebern der 
tbeoretiscben Mecbanik bebandelt, so z. B. bei S. JD. Foisson^^) und 
J. a JDuhamel ^ 


1 14 . Betraebtung der ermungenen Seliwingungen oder das Ver- 
aUen des SeMea im Seegange scheint you D. BemouUi zu stammeu. 
Seme Eesnltate llieten fast eiu Jairlmudert tlassisch, obgleich sie 
mi en je zigeu Ansiebteu und der Brfahruug nioU flberemstimmen, 


(1891)“?. I“8- « 

27) T. miard et A. JDudeiout, Theorie du navixe, vol. 2 

28) A. Schmidt, StabUitat von ScHffen, Berlin 1892. 

2, P-143, Nr. 3, p 117 ITr 6 

p. 121 und Nr. 6, p. 139. ’1^ 

30) L. Euler, Seientia navaHs, Petropoli 1749. 

T w '** m&amque 2, 2. ed. Paris 18S3. 

t ^ Oours de mScanique 2, Paris 1846. 

33} D. Bernoulli, Sux la manifere de diminuer Ip rr»Yl4a r.4- i 4. 
du navire, Re'cneff des pibces 8 (1771). ‘ ^ ^ tankage 
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besonders deshalb nicbt, weil die oszillatorische Bewegung des Wassers 
und die yertikal angenommene Riclitung des Auftriebs der Wirklich- 
keit niclit gut genug entsprecken. Dock stellte bereits Bernoulli den 
Fall des starken Rolleus bei dem eintretendeu Syuckrouismus der 
Periode des Sckiffes mit der der Welleu in klares Lickt. Nack den 
Angaben der franzosiscken Autoren kat F. Beech wakrend seiner Lekr- 
tatigkeit an der Ecole du Genie maritime die Bernoullkcheji An- 
sickten bericktigt und die Tkeorie der Sckiffsbewegnngen nack einer 
ikm eigentumlicken Metkode neu bekandelt. Leider sind seine Arbeiten 
in den unzuganglicken ^Memorial du genie maritime^ entkalten®^). 

Im Jakre 1861 gab W. Froiide seine Tkeorie des Bollens^^). Er 
giebt dem Auftriebe nickt die vertikale, sondern die im entsprecken- 
den Punkte zu der Wasseroberflacke normale Ricktung, wobei diese 
Annakme durck allgemeine Betracktungen iiber Niveauflaoken und 
Versucksangaben als zutreffend erklart wird. Fronde betracktet ein 
Sckiff, das parallel zu den Wellen steuert, und nimmt seine Quer- 
dimensionen im Verkaltnis zu jenen der Wellen als unendlick klein 
an, wobei er diesen ein sinusoidales Profil zuschreibt und die Nei- 
gungen des Sckiffes wie die der Wellen als ;,klein" ausiekt. Die 
unter diesen Annakmen ermittelte Rollbewegung bestekt in einer Zu- 
sammensetzung der freien und erzwuiigenen Sckwingungeu; woraus 
Froude unmittelbar die Erklarung fiir den unregelmassigen Okarakter 
dieser Bewegung und den Einfluss der Periodenverkiiltnisse auf den 
Gang des Sckiffes zog. Im Jakre 1863 entdeckte W. J. M. Banhne^^) 
aufs Neue die von Fr. Gerstner^’^) im Jakre 1804 gegebene Tkeorie 
der Roll- oder trockoidalen Wellen (vgL IV 16, ISTr. 5g, A. F. H. Love 
und IV 20, Nr. 10b, Ph. Forchheimer). Dadurck bekamen die Ft'oude- 
cken Annakmen iiber den Auftrieb neues Lickt und eine strenge 
tkeoretiscke Begriindung. Dies katte ein erneut einsetzendes Studium 
der Rollbewegungen des Sckiffes zur Folge; es ersckienen eine Reike 
wicktiger Arbeiten von W. Fronde selbst®®), X Woolley W. J. M. 

34) F. Beech, Tkeorie du roulis et du tangage, Mem. genie maritime 3 
(1870). (Rack Notizen bearbeitet you de Fremenville.) 

36) W. Froude, On tke rolling of skips, Trans. Inst. Nav. Arokit. 2 (1861), 

p. 180 . 

36) W. J. M. Banhine, On the exact form of waves near tke surface of 
deep water, London Phil, Trans. (1863), p. 63 == Misc. scientific papers, London 
1881, p. 481. 

37) Fr. G-erstner, Tkeorie der Wellen, Prag 1804 (abgedruckt in F. B. und 
W. Weber, Wellenlekre, Leipzig 1825). 

38) W. Froude, Trans. Inst. Nav. Arokit. 3 (1862), 4 (1863). 

39) J. Woolley, On tke rolling of skips, Trans. Inst. Nay. Arckit. 3 (1862). 
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EanMne^^) und anderen. Zugleicli gaben in Frankreicb E. BeHin% 
JB. de Saint-Yenant^^), 0. BuMl de Bena^e^^) und P. Bislec^) der 
Tbeorie eine weitere Ausarbeitnng. Insbesondere sind die Arbeiten 
von Bertin hervorzubeben. Hierin werden nicbt nur die Froude- 
scben Bescbrankungen fiir die Dimensionen des Scbiffes fallen ge- 
lassen nnd der jEinduss des Wasserwiderstandes beriicksicbtigt, sondern 
aucb eine genane Ermittelung der Scbiffsbewegung dnrcb den „doppel- 
ten OsziUograpben^^ gegeben. 

Die Metbode von Bertin reicbt wobl fur die Bebandlung der 
reinen BoUbewegung des Scbiffes aus, geniigt aber nicbt fiir die Er- 
mittelung des Stampfens, sowie der aus Bollen^ Stampfen, Grieren 
und Taucben zusaminengesetztenj bei einem scbrag zu den W^ellen 
laufenden Kurs des Scbiffes in Betracbt zu ziebenden allgemeinen 
Bewegung des Scbiffes. Diese allgemeinere Tbeorie zunacbst fur 
das Stampfen und dann fiir die zusammengesetzte Bewegung gab 
A. Kriloff 

In den folgenden Nummern 4:b — 4:i soil nun der jetzige Stand 
del Lebre von den Scbiffsscbwingungen auseinandergesetzt werden, 
obne dass dabei jedes einzelne Besultat bis zu seinem ersten Autor 
binaufverfolgt wird. Als Ersatz dieser so feblenden Litteraturnacb- 
weise mag die vorstebende kurze bistoriscbe IFbersicbt dienen und 
der Hinweis auf das Bucb von J. Bollard und A. JDudebout, wo im 
eisten Bande sicb eine ausfiibrlicbe Litteraturzusaminenstellung bis 
zum Jabre 1890 findet. ° 


40) W. J. M. Bankine, Remarks on M. Froudes theory of rolling, Trans. 
Inst. Nav. Archit. S (1862). ' 

^ 41) F. Berlin, Note sur la resistance des carenes an ronlis et sur les 
qnaUtes nautiques, Paris, Mem. pres, par div. sav. (2) 22 (1876) und Observations 
de roulis et de tangage executees avec Toscillographe double a bord de divers 
batunents, ^Paris, Mgm. pres, par div. sav. (2) 26 (1878) [pres. 1876]. Berlins 
Donnes theoretiques et expe'rimentales sur les vagues et le roulis zuerst mit 
anderen Abhandlungen publiziert in Cherbourg, Mem. de la Soc. des sciences 
1869 1879 sind auch als besonderes Werk erschienen, Paris 1880. 

42) B. de Saint-Venant, Du roulis sur mer houleuse, Paris 1871. 

43) 0 . Bidiil de Benaze, Etude dn roulis du navire sur mer agitee, Brest 
1871 und weitere Abhandlungen in Mem. genie maritime 1874, "10® u. 11° livr. 

44) P. Bisbee, Mem. genie maritime 1874, 10® livr; 1875, 3® livr. 

45) A. Kriloff , A new theory of the pitching motion of ships on waves, 
Trans. Inst. Nav. Archit. 37 (1896) = Theorie du tangage sur une mer houleuse. 
Bull, de TAssoc. techn. maritime 1896, Nr. 4 und A general theory of the 
oscillations of a ship on waves, Trans. Inst. Nav. Archit. 40 (1898) = Theorie 
generate des oscillations du navire sur une mer houleuse, Bull, de TAssoc. techn. 
maritime 1897, Nr. 8 und 1901, Nr. 12. 
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4:1). Die freien Schwingungen (Sdiiff auf ruhendem Wasser). 
Urn die freien Sckwingungen des ScMffes zu studieren, macht man 
folgende Annalimen: 1) das Sctiff maciit nnr „kleine^' Schwingungen 
nm seine Gleicligewiclitslage; 2) auf das Schiff wirken als Krafte sein 
Eigengewicht, der Anftrieb und der Widersfand des Wassers; 3) das 
Wasser bleibt in Ruke — der Drnck ist hjdrostatiscli — und wird 
dnreli die Bewegung des Schiffes nicht gestort. Diese letzte Annahme 
vereinfacht die Brmittlung der Schiffsschwingungen wesentlich. Ihre 
Willkiir wird praktisch dadnrch kompensiert, dass der Widerstand, 
welcher die Reaktion des Wassers anf das Schiff darsteUt, dnrch Ver- 
suche bestimmt und deren Ergebnis zufolge in Rechnnng gebracht 
wird, Ebenso werden die Tragheitsmomente der Schiffe oder die von 
ihnen abhangende Periode des Rollens dnrch direkte Versuche er- 
mittelt, sodass der Einfluss der mitschwingenden Wassermassen nicht 
ganz vernachlassigt wird. Wegen des allgemeinen hydrodynamischen 
Ansatzes vgl. den Anhang, Nr, 7 a. 

Da das schwimmende Schiff als ein freier Korper anzusehen ist, 
so wird seine Lage im Raume dnrch die drei Koordinaten seines 
Schwerpunktes und die drei JEulerm\&n Winkel festgelegt, die ein im 
Schiff festes Koordinatensystem mit dem im Raume festen Koordinaten- 
system verbindet. Man wahlt den Schwerpunkt G des Schiffes als 
Anfangspunkt des im Schiffe festen Koordinatensystems Gx, Gy, Gs, 
wobei die Symmetrieebene des Schiffes als ^^r-Ebene genommen wird; 
die ^-Axe ist positiv nach unten gerechnet, die y-A-xe senkrecht zur 
Symmetrieebene nach rechts (dem Steuerbord zu) und die x-Axe 
parallel der Wasserlinie dem Heck zu gerichtet. Die im Raume feste 
Axen 0^, Oy, 0^ wahlt man so, dass sie fur die Gleichgewichtslage 
des Schiffes mit den beweglichen Axen zusammenfaUen. Die Tauoh- 
oder iiberhaupt die Translationsschwingungen des Schiffes — d. h. 
die Schwingungen seines Schwerpunktes — werden dann durch die 
Werte bestimmt, welche seine Koordinaten zur Zeit t 

annehmen. Sie geniigen der bei der Behandlung kleiner Schwingungen 
iiblichen Bedingung, fiir die Gleichgewichtslage zu verschwinden und 
„klein^^ zu bleiben, wenn das Schiff nahe dieser Lage bleibt. Die 
Rotationsbewegungen des Schiffes werden durch die Eulerschen 
Winkel bestimmt. Hier ist die in der Astronomie gebrauchliche 
Wahl dieser Winkel nicht zweckmassig, da sie nicht der Be- 
dingung geniigen, bei kleinen Abweichungen des Schiffes aus der 
Gleichgewichtslage „klein“ zu bleiben. Man wahle daher die Euler- 
schen Winkel in folgender Art: man denke sich durch den Anfangs- 
punkt 0 der im Raume festen Axen drei Axen OXi, Oy^, Ogfj, 
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welclie respektire den Axen Gx, Gy, G0 parallel sind; es sei ON die 
Scknittlinie der |^-Ebene mit der (»^2/j^-Ebene, man setze dann den 
Winkel ^ON~ijj nnd reckne ibn positiv in der Ricbtung von 0| 
nacli 0^, man setze ferner den Winkel N0x — (p, positiv in der 

Riektnng von 0% zn Oy^, nnd bezeickne sdiliesslicb. mit — 

die Neigung der iCj^^/^-Ebene gegen die ^^-Ebene, wobei im Sinne 
der positiven Rotation gerecknet ist; dann werden ip, (p, 6, die drei 
Eulerachen Winkel, die die Lage des Sckiffes eindeutig bestimmen 
und der Bedingnng „klein'‘ zn bleiben geniigen. Es entsprickt dabei 
yj dem Stampfen, 6^ dem RoUen nnd (p dem Grieren. 

Es besteken dann folgende Formeln fiir die nenn Riclitnngs- 
kosinns der beiden Koordinatensysteme (vgl. lY 6, p. 553, P. StdcJceT): 


( 


( 1 ) 


a — cos (x, I) == cos 9) cos ^ -j- sin cp sin ip sin 

== cos (cCjTj) = sin 9) cos djL, 

— cos (x, — cos 99 sin 'ip sm cp cos ip sin d;^, 

6 == cos («/, I) = — sin 99 cos ^ cos 99 sin ip sin d^, 

6^ = cos {y,7j) — cos 99 cos d^, 

== cos (y, g) = sin 99 sin ip -{- cos 9? cos ip sin d^, 

c = cos {0, 1) == sin Ip cos 0^, 

— cos (0,9?) == — sin dj^, 

— cos {0, = cos Ip cos dj, 


und fiir die Komponenten der Winkelgesckwindigkeit um die x-, y-, 
0 -AS.&D. die kinematiscken Gleickungen (IY6, Nr. 28c): 

p — yj' sin 93 cos d^ + cos (p, 
q — Ip' cos cp cos dj^ — d^' sin cp, 
r = cp' — Ip' sin d^. 



Betracktet man die Win k el ip, cp und d^ und deren Ableituugen 
j kleine Grossen erster Ordnnng, so kann man in obigen 

Formeln nur die ersten Potenzen beibekalten und findet 


[a — 1, a,—(p, a« = ^ Ip, 

(1') & = -9P, &, = d„ 

\c = ip, Cl = — dj, Cg == 1, 

und 

(2') p^ = e^'^ q==ip', r — cp. 

Es "werde nun zunackst nur der FaU betracktet, dass Gewicht 
und Auftrieb dllein auf das SckifiP wirken. Da nn lauten die Bewegungs- 
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gleieliungen fiir diejenige Aiinalierung, wie sie fiir Heine Schwingangen 
und durcli Beriicksidatigung allein des liydrostatischen AuftriekB 
ciiarakterisiert ist (vgl. IV 6, ISTr. 39): 


( 3 ) 

nnd 


( 4 ) 


g dt^ ’ g dt'^ ~~ 


P d^o 

g dt^ 


==p~ 9 Qr 


f G^-~ j*(Yx — Xy)dv^ — gQ — a^y)dv, 

V y 

B ^ = Q l^(X0 — Zy)dv == ~ {a^0 — c^x)dv, 

1 

I A^-^ — E^ = ^j^{Zy— Yi)dv = ~ j'ic^y -~\0)dv, 

\ V V 


wo folgende Bezeiclinungen eingefuhrt sind: P das Gfewiclit des 
Schiffes, A, B, G seine Haupttraglieitsmoniente, E — Em^x das 
eine der drei Deviationsmomente, von denen die Ibeiden anderen 
wegen der Symmetrie des Sckiffes versckwinden, p die Dichtigkeit 
des Wassers und V das zur Zeit t eingetauclite Yolumen. Unter 
Beriicksiclitigung von (2) erkalten diese Gleidmngen die Form: 


(3') 




7^ = 0' = + 


g dt 


g dt^ 


c 


A 


dt^' 


■^^'d¥ 

P(ro- 


d^cp 

XW ~ 

■ PiPo 

a) 0^ - 


dt^ 

^ dt^ 


Tvo Pq die entspreckenden metazentriscken Eadien, a den 

Abstand des Sckwerpunkt des Sckiffes von seinem Verdrangungs- 
sckwerpunkt, 8q die Flacke der Wasserlinie und I die Abszisse des 
Sckwerpunktes dieser Flacke bezeiclinen. 

In vielen Fallen konnen diese Grleichungen noch dadurch ver- 
einfackt -werden, das auch die ;S^-Ebene als Symmetrieebene des 
Sckiffes angesehen wird. Damit vrerden dann E — 0 und I — 0. Bei 
dieser Annahme erkalten die Gleickungen (3') und (4') unter ent- 
spreckender Wakl der Anfangsbedinguugen als Losungen; 

i„ = o, % = o, g, = ir.co8'-^i 


d^ — @Q- cos 


ixt 

1\ 


) 


i' == • cos , 
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WO die Perioden T^, iTg folgende Werte liaben: 


A 


-PC^'o 


a)’ ^2 




Diese Pormeln zeigen^ daB in diesem Falle die Hauptschwingungs- 
arten — das Pollen, Stampfen nnd Tauohen — unabhangig von- 
einander pendelartig vor sicb. geben. 


4 c. IFortsetzung; Berncksicbtigxing des Wasserwiderstandes. 
Der EinfluB des Widerstandes des Wassers wird am bequemsten bei 
dem jRollen nntersucbt, wo er aucb einer leicbt auszufiibrenden 
experimentellen Priifung nnteidiegt. Es kommt dann aus dem Pormel- 
system (4') nur die ietzte Grleicbimg in Betracbt, wo wieder JE = 0 
gesetzt sein mag. 

1st der Widerstand der ersten JPotem der Geschwindigheit pro- 
portional, so nimmt diese Grleicbimg die Form 

AO" + + P (ro — a) d == 0 

an, wenu man 0 statt scbreibt. Setzt man 

— == 2/i und ^ 


so erbalt sie die bequeme Form: 

(5) e" ^ n^d = 0, 

aus der sicb bei den Anfangsbedingungen 6 — @q und 6' — 0 zur 
Zeit ^ == G die Losung: 

(6) 6 — (cos Wj -j- ™ sin % 

ergiebt, wo 

= — Jd 

ist. Diese Grleiobung zeigt, dass die Amplitude der Scbwingung in 
geometriscber Progression abnimmt. Zngleicb folgt als Ddm-pfungs- 
formel : 

iV ^rn-l — ^r»= — = — (l — 

in der der Ausscblagswinkel bei der m-ten Scbwingung ist. 

Mmmt man den Widerstand der Bweiten FotenB der Geschwindig- 
Iceit proportional, so bat man die Grleiobung: 

(8) Ad" + P (fo ~ a) d = ± Ke'\ 

wo das negative Zeicben fiir d' > 0, das positive fiir d'<0 zu wablen 
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ist. Integriert man diese Gleichiing nacli dem Ton S. JD. JPoisson^^) 
angegebenen Nabierungsverfabren, so ergiebt sicb bei den gleicben 
Anfangsbedingungen wie oben: 

(9) e = J lo @ 0 ^) cos nt 4- ^ (l + Y ’ 

wo 

P(r,~a) 


h 


E. 

A 


mid w" 


A 


ist. Ans dieser Formel folgt als Dampfungsformel: 

( 10 ) Om + 1— = ~~ ■ 

Bestebt das WiderstandsgeseU aus mei Qliedern der beiden be- 
tracbteten Arten^ so wild die entsprecbende Dampfungsformel: 

( 11 ) 

wobei 




hl\ 


1 


und h 


■he 


1 + e' 


hTi 


( 12 ) 

ist} 

Die Periode 'I\ des Rollens mid die Dampfimg werden fiir ein 
Scliiff dnrcli den sogenannten SchUngerversuch bestimmt. Dieser be- 
steht darin, dafi man das Scbiff anf stillem Wasser dnrcb Hin- nnd 
Herlaafen der Mannscbaft von Bord zn Bord in Scbwmgnngen ver- 
setzt und nachber die Ausscblagswinkel beobacbtet nnd die Zeit 

notiert^'^). _ . , rn 

Hat das Scliiff soiarie Spantenformeji oder bei runden lormea 

Starke Seitenkiele, so ist der Widerstaud des Wassers der zweiteu 
Poteiiz der Gesdiwindigkeit proportional. In diesem PaUe k^nn man 
die D'amptog fur das Sokiff dnrcli einen TmmJt mt sanem^ MM 
ermittela. Man denke sick ein ModeU des Scluffes das nioht nur 
geometriscli, sondern auch dynamisck dem Sokiffe aknliet ist. Hierzu 
fst iiotwendig, dass das Gewiclit des ScMes zu jenem des ModeUs 
im VerhiUtnis 1 : A*, die Tragteitsmomente um die Langsaxe im 
haltnisse 1 : stekeii - wo 1 : A das Verkaltms der 

sionen bezeiclinet - und dass der Sekwerpnnkt des ScM^s d 
Schwerpunkt des ModeUs entspricM. Nimmt man nnn ““ “u 

Widerstaud des Wassers der n-ten ^latir znr 

eines Placbenelements proportional, so wird sem mom 

46) Vgl. 8. JD. Poisson, Traite de m^canique, § 189. Im Bbrigen vgl. aucb 

IV 6, Nr. 20 a (P. Stdckel). 

47 ) Vgl. Joliows Hilfsbucb, p. 528 if. 
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Langsaxe des ScHffes der n-im Potenz der Winkeigeschwindiglceit 

proportional, also von der Form sein. Fiir das Modell wird 

der Widerstand von derselben Form, nur Fat man die Grrosse K. mit 
i / 1 \ « 1 

IX \T/ ~ niultiplizieren. Die BewegungsgleicFung fiir das 

ScMjBf wird 

( 13 ) + 

fiir das Modell erFalt man, wenn man die Zeit in einer anderen 
EinFeit misst, die zu jener, die fiir das ScFiff gilt, im VerFaltnis 
1 : T steFt, die GrleicFung: 


(14) 


A d^e 
dt/ 






Jf 


/ddV 


Damit die Bewegung des Modells jener des ScFiffes „aFnlicF'' wird, 
d. F. in entsprecFenden Zeiten das Modell denselFen AusscFlags- 
wi^el 6 wie das ScFiff ergiebt, mdssen aus der GleicFung (14) die 
Grossen X nnd r verscFwinden, d. F. es muss gelten; 

^ 1 

Hierans ergiebt sicF 

(^^) f = il'i' nnd w = 2 . 

Also nur bei dem quadratiscFen Widerstandsgesetz wird die Be- 
wegung des Modells derjenigen des ScFiffes aFnlicF, so dass aucF nur 

fiir diese die Dampfungsformel des Modells fiir das ScFiff benutzt 
werden kann. 


4d. Erzwtmgene Sohwmgmigen (das Sohiff im Seegange), 
Die Eroudesohe THeorie des Bollens. Behiilt maa die Aaaalimea 
JVoBdes bei (Tgl.Nr.4a), so wird das RoUen durch die (JleieW 

(16) — -P(>-o — a)6>i=P(ro— a)@^siu^ — 


gegeben; Fier ist der grdsste Neigungswinkel, t die Periode der 
Wellen und Mw das Widerstandsmoment des Wassers. 

BetracFtet man zunacFst das Hollen ohne Widerstand, d. h, ist 
so wird 6^ folgendermassen gegeben: 


cos nt -f G, sin nt -j sin ^ 

'' 

Oder wenn man statt n die entsprecFende Periode 
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einfiilirt, 


A /7 . /iTtt \ 

— Cj cos — h C'g sin -j- 


@n sin 


fiir -P H= und 


(18) 0x=O,ooB?|^ + C,8in?^--^i®„cOB^ 


fiir t = Tj. Hier sind und Og zwei wilUiiirliciie Konstante, die 
ans den Anfangsbedingnngen zu bestimmen sind. Die Pormeln (17) 
nnd (18) zeigen den Einfluss, den der SyncJironismus anf das Rollen 
des Schiffes bat^ und geben das Anwachsen der Amplitude, das dabei 
stattfindet. Froude bracbte sogar Modelle mit abgerundeten Eormen, 
die den Scbwingungen geringen Widerstand leisteten, auf syncbronen 
Wellen zum Kentern, Eerner zeigt die Pormel (17), dass die RoU- 
bewegung des Scbiffes aus der Superposition zweier einfacber Schwin- 
gungen bestebt, von die eine die Periode T^,- die andere die Periode 
% bat. 

Setzt man den WiderstOind des Wassers der Grescbwindigkeit 
proportional, so wird 

H/T HT dd 


Damit wird, wenn folgende Bezeicbnungen eingefubrt werden: 


die Ldsung durcb 


(w® -|- 4:h^P“ 


djL — (C^ cos n^t -f- sin n^t) -\-M sin -}- N cos 


gegeben. Diese Pormel wird iibersicbtlicber, wenn man sie 
(19) sin H sin 


scbreibt mit 


C=-)/C,*+0?’, tg/3 = ^ 


-f 




Die Pormel (19) zeigt die Dampfung der „freien“ Scbwingungen, 
so dass mit der Zeit nur die „erzwungenen“ iibrig bleiben. Der 
Dampfungskoeffizient Jc ist ein.kleiner Brucb, so dass, wenn das Ver- 
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T 

haltnis-;^ merklicli von 1 verscliieden ist, das Grlied in E im 

xr- 

Verhaltnis zu dem ersten kloin wird und in erster Annah.Gru.ng' vsrnach.- 
lassigt "werden kann, Dam.it golit der letzte Term in (19) in den der 
loimel (17) nber, Nakert sick aker das genannte Verkaltnis dem 

Werte 1^ so nakert siek E dem Werte und ■wird desto steiler, je 

kleiner der Brack Ti ist. 

Fiir ozeaniscke Wellen ist ungefakr 8®. Ist dabei das Ver- 
kaltnis 2, so wird E<C2,3^j also das Rollen sekr gering. Die 
Periode t, die von der Wellenlange abkangt, ist durch die Pomel 


1 /^Tci 

t ~y ~ 

gegeben, so dass fiir eine Wellenlange A = 120 m sick t = 8,7 sec 
ergibt. Solcke Wellen entsprecken sckon einer sekr starken Diinung. 
Hat das Sckiff also eine Periode von 18 sec, so wird es fast niemals 
rollen, oder mir sekr sanft und mit geringer Amplitude. Diese 
Besultate, die sick iiberkau.pt aus den allgemeinen Eigensckaften der 
erzwungenen bckwingungen eines jeden Systems ergeben, stimmen 
mit der Erfakrung tiberein. 


4e. Fortsetzung: Kriloffs Tlieorie des Stampfens. Im Gegen- 
satz zum EoUen kann man beim Stampfen und iiberhaupt bei der 
allgemeinen Bewegung des Sckiffes im Seegange die Fro^ldeBchel^ 
Annakmen nickt mehr gebraucken. Sie konnen kier durck folgende 
eisetzt weiden. Man nekme an, dass ein auf den Wellen befindlickes 
Sckiff in jedem Punkte seiner Oberflacke den kydrodynamiscken Druck 
erfakrt, welcker in diesem Punkte der Welle in dem betrackteten 
Zeitaugenblicke kerrsckt. Diese Annakme, die einer Erweiterung des 
Arckimediscken Prinzips entsprickt, ist insofern willkiirlick, als bei 
ikr davon abgeseken wird, dass das Sckiff die dynamiscke Struktur 
der WeUen stort. Eerner nekme man die ozeaniscke Diinung als 
durck die G-erstner schen trockoidalen Wellen gegeben an, die durck 
folgendes Gleickungssystem ckarakterisiert sind (vgl IV 16 Nr 5 o- 
A. E. S. Love): ’ ■ 


( 20 ) 


VP ^ 


a ■■= re 


re 


sin 23t 


2ac 


a t 


COS 2 


[a 




p ~lJo==.9p C 


0 
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wo ^ und ^ die Koordinaten desjenigen Wasserteilctens sind, welches 
dem Schwingungszentrum {a,c) entspricht; r ist die halbe Hohe der 
Welleii, X deren Lange und t ihre Periode. 

XJm nun die jBBWByung d6s SidiTipfons 2'USO/7)mi6Vh wiit d&r dss 
Tauchem fiir den Pall zu behandeiU; wo das Schiff quer zu den 
Wellen steuert, kann man folgendermassen Yerfaliren^®). 

Es werden unter Anwendung der friilieren Bezeichnungsweise 
(Nr. 4 b), die Bewegungsgleichungen des Schilfes, da es sick bier nur 
um die Werte von und bandelt: 


( 21 ) 


p T) r 

7 dt‘^ ^ P cos (;n^)ds — W., 


B 


d\\) 

dt‘^ 


-Jp(, 


x cos — 2 cos (:ivx))ds — M 


wo die Integration uber die ganze im Zeitaugenblicke t eingetaucbte 
Oberflacbe 8 des Sobififes zu erstrecken ist und n die Ricbtung der 
entsprecbenden Normalen zu dieser Flacbe bedeutet, p den bydro- 
dynamiscben Druck, mid Mw den Widerstand des Wassers und 
sein Moment in Bezug auf die p-Axe bezeicbnen. 

Die in den Gleicbungen (21) auftretenden Integrate baben eine 
fur die numeriscbe Bereobnung ungeeignete Perm, wenn man be- 
aobtet, dass die Oberflacbe des Scbiffes nicbt durcb einen recbneriscben 
Ausdruck, sondern durcb die Zeicbnung des Scbiffes gegeben ist. 
Sie mussen daber in eine fur den praktiscben Zweck dienlicbere Form 
transformiert werden. 

Man kann zunachst in bekannter Weise die Oberflacbeniategrale 
in Volumintegrale verwandeln: 


( 22 ) 


( 




p cos 




dV, 


J p(x cos (W 0 ) — SI cos {!tix))ds f 



und versucben, in den Integranden reebts nur die relativen Koordi- 
naten zu bebalten. Hierzu beacbte man, da6 


(2S) || = — a) und 1 1 -f- ~ (g — c) } , 


48) Vgl. A. Kriloff, A new theory of the pitching motion, Trane. Inst. Nav. 
Arch. 37 (1896) — Bull, de I’Aasoc. techn. maritime 1896, Nr. 4, und Paris C. B. 
122 riSDCV n. 183. 
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mit deren Hiilfe sicli und leicht aiisdriicken, wenn man die 
ox oz 

Formeln (1") beriicksiciitigt (0^ = 0, go == 0 und ^ im Maximum 
praktiscli zwiscken 5° und 6°, also „klein“). Es kommen dann in dem 
Integranden der G-leiclupLgen (22) neben x und s, wenn man auck I 
und ^ durck x, 0 ausdriickt, nur nock die Yariakeln a, c vor, die 
sick aker leickt aus (20) unter Benutzung der Lagrange' Bchen Em- 
kekrungsformel (vgl. II Bl, Nr. 15, W.F. Osgood) finden lassen. In 
der Tat ergeken sick (| — a) und (t, — c) in der Form einer nack 

ganzen Potenzen von ^ fortsckreitenden Reike: 


(24) . 

X ^Ttr T . fx 

— a) = -y-e sm2ji; 

(1- 



(I- 

. Art f 


2ar,, X 27cr j- ^ 

— (^_c) = -y-e cos2;r 

“■v) + ("r)^ ^ () + •••? 

Spezieli fiir die freie Okerflacke, wo 

G = 

= 0 , erkalt man: 

(25) 

S, = roos2!*(4 — |-)+^ ( 

1- 

-coa4>t(-f-4)) + •••. 


Der Wert von — ist fiir die steilsten Wellen der Diinung iiickt 

groBer als so dass man in okigen Formeln (24) und (25) nur das 
erste Grlied keizukekalten krauckt. 

Bei der weiteren Emformung der Integrale (22) beackte ' man, 
dass das in jedem Augenklick eingetauckte Yolumen V in zwei Teile 
zerlegt vrerden kann: 1) in das Yolumen Fg, welckes zvp'iscken dem 
Kiel des Sckiffes und seiner der Gleickgewicktslage entspreckenden 
Wasserlinie entkalten ist, 2) in das veranderlicke Yolumen Vy welckes 
zwiscken dieser Wasserlinie und der freien Okerflacke des W^assers 
entkalten ist. v wk’d eine Funktion der Grrossen tg, und 0 sein, 
die kier alle als klein angeseken werden. Da nun v mit diesen 
Grrossen versckwindet, so wird es kein von diesen Grrossen unab- 
kangiges Blied entkalten. Diese Bemerkung vereinfackt die Entwicke- 
lung der Integrale, da man von vornkerein aUe Grlieder kokerer 
Ordnung vemacklassigen kann. Bei dieser Entwickelung kann Tna.n 
ferner in erster Annakerung die der Wasserlinie kenackbarte Sckiffs- 
wand als senkreckt zu dieser Ekene anseken. Man erkalt so nack 
einigen Emformungen die Differentialgleickungen (21), in die nock 
der W^iderstand als mit der ersteii Potenz der Gesckvfindigkeit pro- 
portional eingefiikrt ist, in der Form: 
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l.^k 

g dt 

+ 

w ^ 
dt 

+ 

9 Q^oto 







1 

23ti 

-f- yIq sin 




= 

gQT Imp 

cos — 

T 

jyd^'tp 

^ dt^ 

+ 

7^ di/j 

+ 

P(Eo — 

• a)^ 







Viitt 

-f- sin 




r== 

gqY\ni^ 

cos — 

t 


Dabei haben die in diesen Gleiclmngen anftretenden Konstanten 
folgeiide Werte, die nnmittelbar nacb den Sobiffszeiclinnngen be- 
recbnet werden konnen. Es ist; 

Sq = 2j^yQdx = Placbe der Wasserlinie, 

-Xi 

Xi 

S^l =: 2 xy^dx = Moment Ton 8q in Bezug auf die y-Ase, 


2jr , 

Wo== ^0 — — A; 

2rt , 

%== %— 


■L 

% — \ J, "^1 ’ 


Xi 

aQ=2 f ?/o cos ^ , 5o = ? 

■k — Xi 

a^=2j y^x cos \ = 2j y^x sin ^ , 

— Xi ~Xa 

Xa 2 rt ^ 

J^==2 f ^ ycoB^dxd0, 


— LiO 

Xa -ff 2 rt 2 


1^ = 2 J Je ^ yxQOB^^dxd0, 


Xi 0 


^=2^ Je ^ y sm.^^ dxd0 , 


■ Xi 0 

Xi XT 2 ;r z 


B^=2j I e ^ yxsm^^dxd 0 , 


wobei und Eg die Abszissen des Bugs und Hecks bezeicbnen, 
die Ordinate der Wasserlinie und y die den Koordinaten x und 
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^ entsprechende Ordinate der Scliiffsoberflaclie imd H den Tief- 

gang^s). 

Bei dem Stampfen nnd Taucliscliwmgungen ist die Dampfang 
der freien Scliwingungen so stark, dass diese Sckwingungen uber- 
kaupt niclit in Betraelit kommen nnd die ganze Bewegung nnr aus 
den erzwungenen Scliwingungen bestekt. Damit fallen aus der aU- 
gemeinen Losung von (26), die die Form 


(28) 


I ^0 ® {pi COS sin -j- cc cos -)- /3 sin 

\'ip = e cos + C 4 sin -f- cos sin 


kat, wo a, /3; a^, leiekt zu bestinimende Werte kaben und Og, 
^4 willkurlicke Konstante sind, die mit behafteten Griieder 

nack kurzer Zeit fort, so dass die Losung wird: 


(29) 


I f- . ,, . 27 tt 

I T ' t ’ 

I j ^Ttt I - 231;/ 

I ijj 0Qg — _ 1^^ QQg ^ 


An numerischen Beispielen kann gezeigt werden, dass man den 
Widerstandskoeffizienten in sekr grossen Grenzen — etwa von 0 bis 
00 — andern kann, okne dass kierdurck a, / 3 , eine fiir die Praxis 
merHicke Yariation erleiden, wenn nur 1\ von -r versckieden ist. Da- 
durck wird es moglick, das Stampfen sekr genau zu berecknen, ob- 
wokl man den Widerstand nur in sekr roker Weise kennt. 


if. ScMuss: Die Tlieorie der aUgemeinen ScMffssckwingungen. 
Diese Tkeorie ist ebenfalls von A. Kriloff^^) entwickelt worden, alg 
Yerallgemeinerung des in vorstekender Nr. ie gegebenen Ansatzes 
fiir das Stampfen. Mit der Besckrankung auf die erste Annakerung 
werden kier die Bewegungsgleickungen (vgl. oben ( 3 ) und ( 4 )) die Form 


\A-^ = E{yZ-^Y), B~^^^Z{ 0 X-~xZ), 0^^^==^ s{xY—yX 


— W -7 
g dt^ — 


erkalten, wo H, Z die Komponenten der in Ricktung der absoluten 
Axen I, rj, ^ wirkenden Krafte, A, Y, Z die entsprechenden Kom- 


49FIn der genannten Arbeit yon A. Erdoff ist ein vollstandig durch- 
gearbeitetes Beispiel nut alien znr numerischen Berechnung der Konstanten 
dienenden Schemata angefuhrt. 

60) Ygl. A. Eriloff, A general theory of the oscillations of a ship on waves 
rans. st. Isav. Archit. 40 (1898) = Bull, de I’Assoc. techn. maritime 1897, Nr. 8. 
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ponenten in Riclitung der relatiyen Axen sind. Als wirkende Krafte 
koramen wieder in Frage: 1) das Eigengewickt des Sckiffes, 2) der 
veranderlicke Auftrieb, 3) der Wasserwiderstand des Schiffes. Das 
Sckiff werde unter dem Winkel a gegen die Wellen steuernd an- 
genommen nnd seine Fakrgeschwindigkeit zunackst als ITnll vorans- 
gesetzt. 

Das Entsckeidende ist nun, den Auftrieb zu berechnen. Hierzu 
konnte man in Analogie zu dem allgemeinen Ansatze in Nr. 4:e ver- 
fakren. Indessen ist es fur die Berecknung bequemer — da nur eine 
erste Annakerung gegeben werden soil' — von vornkerein gewisse 
Vernacklassigungen einzufiikren, deren Zulassigkeit fur den speziellen 
Fall des Stampfens durck den friikeren Ansatz erwiesen ist. Man 
benutze kierzu folgende Uberlegung: Nack den kydrodynamiscken 
Grrundgleickungen ist der dem Volumelemente entspreckende Auftrieb 
durck die Resultierende folgender drei, sick auf das Massenelement q dv 
beziekenden Kraftkomponenten: 



gegeben. Aus der Tkeorie der trookoidalen Wellen folgt, dafi dieser 
Auftrieb in der Ricktuiig der Normale zur entspreckenden dynamiscken 
Niveauflacke fallt und seiner Intensitiit nack durck die Lange dieser 
Normalen gegeben wird^ wenn die Lange des RoEkreises die Sckwer- 
kraft reprasentiert. Man macke nun eine vereinfackende Annakme 
liber diese Wellen, die es gestattet, die Lange der Normalen in ein- 
facker Weise zu berecknen. Es werde vorausgesetzt, dass — da der 
Tiefgang des Sckiffes relativ zu den Wellen klein ist — die Niveau- 
flacken der trookoidalen Wellen parallel zu der freien Oberflacke 
seien. Als Grestalt dieser Oberflacke kann man ferner (wie Froude 
es fiir das Rollen mackte) in erster Annakerung eine Sinuswelle 
waklen, deren Gleickung 


(31) 


I Oder abgekiirzt 

I ^1 = cos ZJ 



X X 

sein wird. Hier ist A = - , A, == — gesetzt. 

^ cos a ’ ^ sm a “ 

Mit diesen Annakmen gestaltet sick nun die Berecknung des Auf- 
triebs folgendermassen: Zunackst werden die Ricktungskosinus der 
Normalen n zur Wasseroberflacke durck folgende Ausdriicke gegeben: 


61) Sieke W. J. M. Eanlcine, Loud. Phil. Trans. 53 (1868), p. 127 = Miac. 
scient. papers, London 1881, p. 481. 
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(32) 


COS (^^|) : 
cos(w^i)= 


27cr 

1 

N ~ 


sin U, cos (nrf) 
1 


2 jrr 


sill U, 


yT+(^^mnUy 


Da bier < y ist und dalier in erster Annaherung als „klein" 
betraclitet -werden kann, ergeben sick die yereinfacbten Ausdrdcke (32^) : 

(32') (w|) = — sin U, cos (nr}) — — sin C/"; 

cos (nti) — — 1. 

Als Lange der ISTormalen zur Wasserflacbe findet man, wenn JR, der 
Radius des roUenden Kreises ist: 

(33) 5^ == 2? ^ cos ?7 = -j- cos XJ^ . 

Damit bat man als Komponenten fiir den Auftrieh: 


(34) 


'q 

(X'- 

dn\ 

dtv 

dv = 

^99 

(l + 

23i;r 

1 

cos 

17) 

COS (n^)dv 




= 

= — 

%7tr 

-Y~99 

Udv, 


Q 

(r- 

dt^J 

dv - 

= 9Q 

(1 + 

2%r 

1 

cos 


cos (nv}) dv 




= 

= — 

2 jsr 

-y-p'p Sin 

Udv, 


Q 

(Z'- 

dt^j 

! dv = 

= 99 

(l + 

2^r 

% 

cos 

17) 

■cos (n^^) dv 


=— ?«'(i + ^cos n)dv. 


Beaditet man die zwiBchen den ahsoluten tmd relativen Koordinaten 
bestebenden Gleicbungen: 


(35) 


^0 ~h ^ — y(p -f* 0'tp, 


1? = % 4- ^9^ -f- 2/ — 

und bedenkt, dass -.^^q -u].- . n .. x ^ j 

’ %’ I f X Kieme urrossen erster Ordnung* 


smd und m sm 17 resp. cos U iiberaR als Faktor ~ oder die nock 

A 


Heineren Grossen und auftreten, so kann man U in der Form 

(3®) !7-2>t('-i + X_±\ 

lb Z ) 

annehmen. Hiermit bekommt man als Werte des Gesamtmftriebes, 
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dem das Scliiff im betracliteteiL Augeablick unterliegt: 

y ^ * 

Q^= gQV-j- J cos 23t ^ dv. 

Die weitere Bekaadlung der in (37) vorkommenden Integrale ist 
der frtiliereii (ygl. 4 e) analog. Es -wird wieder F in Fq + w zeiiegt, 
wo V eine „kleiiie" Grosse ist. Da % nack (31) dnrcli den Ansdruck 

% = -— to + + »■ cos (^ + ^ — y) 

gegeben ist, so wird z. B. 

V=J^dv=:=V^^v 

Va 

= —JdxJ [—l(,-\-xip—y6^ — rQOB{^-\r Y~~T)]^y’ 

—Lx —Vo ^ ® 

WO L^, L^, Vq <3.ie friilieren Bezeiclinmigen sind. Man flndet somit 
(38) F= Fo + 5„S„ - - r (a, cos ^ + b, Bin , 



WO Sq nnd I die friiliere Bedentnng haben, Xq nnd folgender- 
massen gegeben sind: 

+ i2 +Lx 

K r • ‘iir.x 7 7 I, / . . 2«a; , 

(39) ao = t j TT “iT ^ J ”5“ sm ^ . 


In den meisten in der Praxis vorkommenden Fallen vereinfacken 
sicb die Ansdrucke nnd bg. Da 1 nnd 2gQ<.JB, wo B die 
groaste Breite des Sckiffes bedentet, so ist 

27 i ; 2 /o ^ 

Fur grosse Sckiffe, fiir die JB etwa 20 m ist, auf grossen Wellen, fur 
die X etwa 120 m ist, wird demnack 

d. b. der Sinus des Winkels wird sick nm weniger als 4 ®/q von dem 
Winkel selbst untersckeiden, so dass man 
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setzen darf. 


(39') 


'*'0 


23ta; 7 

2/o COS dx^ 




252:33 7 

2^0 sm dx, 


Damit werden dann 

+-^2 

— Lx — ii 

die in die entspreelienden Werte von a, b der Formeln (27) far 
« = 0 iibergelien. In aknliclier Weise lassen sich aUe anderen in 
dem Ausdrack des Auftriebes oder seines Momentes vorkommenden 
Integrale in eine fur die Berecbnnng geeignete Form setzen. 

Das Resultat sind scbliesslicb. die folgenden JBewegungsgleichungen: 

== — (? P I XSq cos — -f - ^0 sin ---y 


(40) 


und 


g dt^ 

Pd^n, 


g dt^ 


27cr 


?("• 

(A 


252:^ , , . 252:i\ 

cos-^-|-Ao sm-^j 




g dt^ — 9Q'^ SQl-{-r(aQQ,OB^^ -{-b^BiTi^^'^ 


2nT 


(a cos sin 


(41) 


d^Q 


jgd'i, 


ft 

^ dt^ ~ 


w, 


JW + ^(^ 0 — «) 

= P (ro ~ a) @0 sin a cos ~ sin ^ j - 

dW + P(Po~c*^)^ 

P (Po— «) @0 cos a (k, cos ~ + L, sin 

P@o (P, COB ^ cos — N^, 

Hier smd nnd durck (39) bezw. (39') gegeben und ahnlicb 
0 , 02 ^ 1 , Ai, L^, Pi, Konstante, die sick nack den Sckiffs- 

zeicWgea berechuen lassea‘‘). W„ TF„ W,-, L„, M^, rind 
Komponenten des Widerstandes rasp, dessen Moments. 

=,. 1 , • ““ Wasserwiderstand wiedemm proportional der (Je- 

schwmdigkeit, SO werden die Gleiebungen (40) und (41) ahnliob wie 

WraMon “* 80 dass sie eine leicbte 

Integration gewabren. Bs muss bier beacbtet werden, dass fiir das 

aampta die .om Widerstand berrubrende Dampfnng so stark tt 

Fiir das atr” 8““^ nicbt yorkommen (ygl. Nr. 4e). 

ur das BoUen aber ist dies me der Fall, denn eine geringe Ungleioh- 

di« Sefflriella'^tifderebe Ansdriicben fiir 

die durch ein Beispiel erlautert wird. ^jileitung zu deren Berecknung, 
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massigkeit der Diinimg, d. li. eine geringe VerscHedenlieit der Elemente 
der aufeinanderfolgenden Wellen genugt, um die Dampfung zu iiber- 
winden und die freien Schwingimgen aUein besteben zu lassen®®). 

Will man scbliesslicb nocL die Mgengeschwindigleit des Sehiffes 
in Betracbt zieben, so brauclit man nur statt der eigenen Periode r 
der Wellen die relatire Periode % in die obigen Grleicbungen ein- 
zTifubren, wobei sicb leicbt ans folgender Formel: 


i g 

1 cos a 

berecbnet, wo c die Grescbwindigkeit des Scbiffes, die des Port- 
scbreitens der Wellen ist. 

Damit sind nun alle Elemente gegeben, die bis zu einem ge- 
wissen Grade ein matbematiscbes Studium des Verbaltens eines Scbiffes 
auf dem Meere (resp. im Seegange) bei gegebener oder angenommener 
Diinung ermoglicben und eine numeriscbe Auswertung des Einflusses 
Ton Belastung oder Scbiffsform auf dies Verbalten im Meere liefern. 

4:g. Die Apparate znr Registriernng der Scbiffssoliwiiiguugen.. 
Die Registriernng von Scbwingungen im Seegange kann entweder 
auf pbotographiscbem Wege, der von Ekiet^^) vorgescblagen wurde 
und gate Dienste leistet, gescheben oder dureb die Apparate von 
W. Froude^^) und den doppelten Oszillograpben von E. 

Das dieser letzte Apparat die vollstandigsten Angaben liefert, so sei 
er allein im Folgenden kurz bescbrieben. 

Der JBertimc^e Oscillograph bestebt im Grunde aus zwei Pendeln. 
Das eine dieser Pen del, welches das „kleine PendeP^ genannt wird, 
bat eine kleine Scbwingungsperiode, etwa von % bis Yg sec, und eine 
solcbe Form, das es von der umgebenden Luft leicbt gedampft wird. 
Das andere Pendel, welcbes das „grosBe PendeF^ genannt wird, bat 
eine sebr lange Scbwingungsperiode, etwa von 70 bis 80 sec. Dieses 
Pendel wird dureb ein fast vollkommen equilibriertes Rad von 120 cm 
Durcbmesser und ungefabr 200 kg Gewiebt gebildet. Die Axe dieses 
Rades ist sebr genau konstruiert und rubt, um die Reibung moglicbst 

53) Vgl. Merzu bei Kriloff ein numerisobes Beispiel, das diese Verbaltnisse 
illnstiiert. 

54) Suet, Note sur les courbes de roulis obtenus par la pbotograpMe, 
Mem. genie maritime 1875^ 4. livr. 

56) W. Froude, Description of an instrument for automatically recording 
tbe rolling of ships, Trans. Inst. Nav. Arch. 14 (1873). 

56) F. Bertin, Obseryations de roulis et de tangage ex^cutdes ayec roscillo- 
graphe double, Paris Mem. pres, par diy. say. 26 (1878). 
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ZTi Termeiden, auf einem Rollenlager. Das Fnndamentgelianse; welckes 
die loeiden Pendel tiagt, ist mit einem TJlirwerk verseken, das vor 
den Pendein eiii Papierband berzielit, anf welcbem die Zeit und die 
Lage der Pendel dnrcb Ton ibnen getragene Stifte automatiscb 
registriert wird. Ein am Grebause fixierter Stift registriert die Mittel- 
linie des Papiers; bei aufrecbter und rubiger Lage des Scbiffes zeigen 
die beiden Stifte der Pendel auf diese MitteEinie. Die Wirkung des 
Apparates im Seegange bexubt nun auf folgenden Uberlegungen. 

Man denke der Einfacbbeit wegen, das Scbiff steuere langs den 
Wellen, so dass nur ein reines Rollen auftritt. Dabei bescbreibt der 
Scbwerpunkt des Scbiffes (^nacb der Proudescben Tbeorie) dieselbe 
Kreiskurve wie die "WasserteEcbenj so dass die Bewegung des Scbiffes 
durcb folgende Grleicbungen dargestellt wird: 


0 . 


(43) 






r cos 




= @0 sin. -1- a) + @1 sin ■ 


Es sei nun im Punkte (0, a, 6) des Scbiffes (der Anfangspunkt liegt im 
Scbwerpunkt) ein Pendel aufgebaiigt, das in der ^^/-Ebene des Scbiffes 
scbwingen kann. Ist sein Tragbeitsmoment in Bezug auf die Auf- 
bangungsaxe^ w seine Masse^ I der Abstand seines Schwerpunktes 
Tom Aufbangepunkt, so wird, wenn gj die Neigung des Pendels gegen 
die Vertikale bedeutet, die Bewegungsgleicbung des Pendels: 

ca"=. --mlgsmco-\-ml{ cos o + ?o" sin co) — [(a sin {0^— co) 
-j- & cos ( 01 — co))] d ^" — [a cos ( 01 — sin (0^ — co)] 0i ^ • 

In erster Annaberung kann man bier die Winkel 0^ und co als 
klein anseben und annebmen, dass der Aufbangepunkt des Pendels mit 
dem Scbwerpunkt des Pendels zusammenfallt, so dass obige Q-leicbung: 


45t® 7 . ^'JCt 

mlr sin 


wird, oder wenn man 


JiCo"+ mglco = ml% = 

setzt und benutzt, dass t 


mg I 


co"-|- n^G) 


.y^-f ist: 


23er a . 2«i 

sm 

% r 


woraus sicb 


^ 27Ct I ri ■ , 2«}' 

(45) CO = Cl cos Cg Sin -y + 


1 T' 


Sin 




ergiebt. Hier ist 


T 


2‘jt 

n 


s^y 


mgl 


die Scbwingungsperiode des Pendels. 
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Es sind nun zwei Falle zu untersckeiden: 1) Die Periode der Eigen- 
scliwingungen des Pendels ist relativ zu der der Wellen und des 
Rollens des Scliiffes selir gross. Dann Faben die erzwungenen Schwin- 

giingen des Pendels den selir kieinen Paktor ynr^s* Sie warden, 

wenn und etwa 3 bis 4 ist, praktiscb scbon unmerklicb. Brfalirt 

also das Pendel keinen Anfangsstoss, so ist = Og = 0 und folglicb. 
CO = 0, d. k. das Pendel von langer Periode wird von der Yertikalen 
niclit abgelenkt und sein Stift registriert die waliren Neigungen des 
Scliiffes. 2) Die Periode der Eigenscbwingungen des Pendels ist 
relativ zu jener der Wellen und des Pollens des Scbiffes sebr kurz. 

Dann wird der Paktor praktiscb gleicb 1, und falls eine be- 

tracbtliche Dampfung bestebt, folgt aus (45): 


(450 


2‘jcr . 

03 = ^ Sin ~v 


Ans Pormel (32) siebt man leicbt, dass nunmebr co der Neigung der 
Normalen zur Wellenoberflaobe gleicb ist, also das kleine Pendel diese 
Ricbtung annimmt. 

Auf eine nabere Untersuobung der Gleiobung (44) sei bier ver- 
ziebtet. Es ergiebt sicb, dass bei einer zweiten Annaberung das Yer- 
halten des grossen Pendels sicb nicbt andert, dagegen das kleine 
Pendel von der Lage des Aufb'angepunktes im Scbiffe und der Be- 
wegung des Scbwerpunktes sebr beeinflusst wird. 

Neben diesem Oszillograpben bat ^inen gyroskopiscben 

Apparat zur Registrierung der Scbiffsscbwingungen angewandt, auf 
dessen matbematiscbe Tbeorie aber bier nicbt eingegangen sei.^ Die 
Eigenscbaften des Dyroskops oder Kreisels warden von G. Fleunais^^) 
•zur HersteUung seines gyroscope - collimateur benutzt, der auf dem 
gleicben Prinzip wie das Pmsscbe Instrument berubt. Erne ein- 
facbe Darstellung der Tbeorie des Flewiaissdien Kreisels gab 
E. de Foncguieres (vgl. IY6, Nr. 35, P. Staclcel). 

Ebenso moge bier der Scbiffskreisel von 0. ScUicTi erwabnt nur 
kurz werden, dessen Tbeorie in engem Zusammenbange mit der oben an- 
gefiibrten stebt. Das Scbiffspendel bestebt im wesentlicben aus einem 


67) Paris, pere et fils, Description et usage du trace-vague et du trace- 
roulis, Revue maritime et colouiale 20 (1867), p. 273; Paris O.R. 64 (1887), p. 731; 

Trans. Inst. Nav. Arcliit. 8 (1867), p. 279. 

58) G. Fleuriais, Gyroscope -coUimateur, Revue maritime et coloniale 91 
(1886), p. 412; E. de Joncquieres, Rapport sur le gyroscope -collimateur dn com- 
mandant Fleuriais, ebenda 92 (1887), p. 223. 
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sehweren; sich. selir rascli urn eine vertikale Axe drehenden Sckwung- 
rade (Gyroscop). Die Lager dieser Axe sind nickt fest mit dem 
ScMffe verkunden, sondem sind an einen Block befestigt, welcber 
selbst um eine borizontale zur Langsebene des Scbiffes senkrecbte 
Axe drebbar ist. Diese letztere Axe ist mit einer Bremse versebeii. 
Die Tbeorie des Apparates nnd die damit Torgenommenen Versucbe 
baben gezeigt, dass er sogar bei massigen Dimensionen eine starke 
Dampfung der Scbiffsscbwingnngen bewirkt^®®'). 


5. Die Drelmng des Scbiffes. Steuern. Wenn anf einem in 
Pabrt befindlicben Scbiff das Ruder aus seiner Mittscbiffslage an Bord 
gelegt wird, so erfabrt es einen Widerstand vom Wasser. Die Ricbtung 
dieses Widerstandes gebt nicbt durcb den Sobwerpunkt des ScbiflPes, 
so dass das Scbiff in Drebnng versetzt wird. Die Bewegungsgleicbungen 
des Scbiffes mit gelegtem Stenerruder wnrden scbon yon JEMer auf- 
gestellt nnd werden in folgender Form benutzt. 

Es sei M die Masse des Scbiffes, G sein Scbwerpnnkt, tf sein 
Tragbeitsmoment in Bezug anf die Vertikale P die in der Langs- 
ebene wirkende Propulsionskraft, W, nnd W, die Komponenten des 
Widerstandes in der Langsebene nnd senkrecbt zu dieser, B der 
normale Druck nnd F der Reibnngswiderstand anf das Ruder, a. der 
Ruderwinkel, d der Deriyationswinkel, go der Drebnngswinkel des 
Scbiffes, Q der Kriimmungsradins der yom Scbwerpunkte des Scbiffes 
bescbriebenen Eurye, v die Gescbwindigkeit des Scbiffes, F das 
Moment yon P nnd F in Bezng anf Qz, Mw das Widerstandsmoment. 
Dann lanten die Bewegungsgleicbungen: 


(46) 


]\lv“ . - , -njwdv 

— smd + ilf— cosd==P — F-~Psina-Pcosc^ = 0, 


^%osd-Af|fsind = TV-P 


J 


dt^ 

it 

dt’ 


cos a -f- -^sin a = 0, 
F - Mw, 

(p = ^ -[- d . 


er Winkel g> wird yon der Anfangsricbtung des Laufes des Scbiffes 
gerec^et, ^ bezeicbnet den Winkel, den die Tangente im entsprecben- 
den Pnnkte der yom Scbwerpunkte bescbriebenen Eurye mit der 
Antangsriebtung macbt. 


T . gyroscopic effects of fly-wbeels on board shin Trans 
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Diese Grleiclnmgen sind unter der Annahme aufgestellt, dass das 
Schiff keine Wassermassen mitsckleppt, was bei der Drekung tatsack- 
lick der Fall ist. Aker es ist unmoglickj iiker diese Massen imd deren 
Einfluss irgend welcke Angaken zii macken. Ferner muss beacktet 

werden, dass W,, W^, B und Mw Fuuktionen voA v, sind, die 

unter sekr willkiirlicken Annakmen aufgestellt werden, so dass den 
Losungen der Gleickungen (46), welcke man mit Hilfe dieser An- 
nakmen aufzustellen vermag,^ ein praktiscker Wert kaum keigelegt 
werden kann. 

6. Die| Vibrationen des Schiffes. Bei den SckiflPsyibrationen 
liegt eine Resonanzersckeinung vor. Man betrackte das Sckiff als 
einen einzigen grossen elastiscken Stab. Dieser kann entspreckend 
den versckiedenen Randbedingungen — im Falle keine ausseren Krafte 
auf ikn wirken — nur ganz bestimmte Normal- oder Eigensckwingungen 
ausfukren (vgl. lY 26, Nr. 3, H. Lamh). Ist die Masckine nickt voU- 
kommen equilibriert, so wirkt sie auf das Sckiff als storende Kraft, 
deren Intensitat sick periodisck andert. Durck die Wirkung dieser 
Kraft entsteken im Sckiffe erzwungene Sckwingungen; fallt die Periode 
der Kraft mit einer der Perioden der Eigensckwingungen zusammen, 
so entstekt eine Resonanz; die entspreckende Sckwingung bekommt 
eine starke Amplitude, welcke nur von den passiven Widerstanden 
gedampffc wird. 

Die tkeoretiscke Untersuckung dieser Vibrationen erfordert die 
Integration der Gleickung: 


(47) 



= F(x,t), 


wo F den Elastizitatsmodul des Sckiffsmaterials bezeicknet, B das 
Tragkeitsmoment der Querscknittfiacke, q die auf die Langeneinkeit 
bezogene Belastung, welcke der Abszisse x entsprickt, und F(x, t) 
die storende Kraft, ebenfalls bezogen auf die Langeneinkeit. Man 
muss wiederum beackten, dass FJ und q nur grapkisck gegeben sind, 
so dass die Gleickung (47) nur durck gewisse Annakerungsverfakren 
gelost werden kann. 

Zunackst miissen die freien ScTiwingungen ermittelt werden. Hier- 
fur kat L. 'Ounibel^^') ein grapkisckes Yerfakren angegeben. Analytisck 
kann dies Yerfakren folgendermassen dargesteUt werden. Es sei 
FJ—f(x), so dass fur!] die freien Sckwingungen die Gl. (47) in 


59) L. Giimbel, Bbene Transversalschwingungen freier stabformiger Eorper 
mit variablem Querschnitt, Jabrb. der schiffsbautechn. Ges. 2 (1901), p. 211ff. 
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folgende libergelit: 

(48) 


dx^ 




Als Band- und Anfangsbedingungen gelten: 


(49) 


dx^ 


== 0 und 


dx^ 

dz 


0, wenn 


0, 

L 


(50) 2 = (p(x) und ^ = iIj(x) fur t = 0. 

Man suciie nun eine Losuiig der Form 

== UXT, 

wo X eine Funktion allein von a?, T eine Funktion von t allein ist. 
Dann gelten fur X^ T folgende Grleiciiungen: 

cP . d^X\ 


(51) 


dx^ 


{fi^) 


0 , 

wobei m durck eine gewisse transzendente aieickung bestimmt ist: 

(^^) ip(m) = 0; 

die sich aus den Kandbedingimgen ergiebt. Es seien m„ m,, . . . 

. . . die Wurzeln von (52), dann entsprickt jeder Wurzel m. eine 
JNormalscliwmgung X^, so dass 

(53) ^ = 2] A, Zj cos m,H + XB.Xj, sin m,H 

wird. Die peffizienten A, und B, bestimmen sick kier vermoge 
der sogenannten Ortkogonalitatseigensckaft der Entwicklungsfnnktionen : 

(54) 

in der Form 


Xj g' (a?) dx — 0 fiir Jc =j= j 

I 

f^(x)X;^q{x)dx 


(55) 


A. 


f X^^q(x}dx 

0 

i 

f Ip ix)Xf,q(x)dx 


mi. 


fXj.^q{x)dx 


UDd dpT* Bestdmmung der Wmzeln m^, . » 

Hetetrw “““ E^Naherungsw'de; 

durch ihre M™elwertt,T K 


6. Die Vibrationen des Schiffes. 
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I I 

-J f{x) dx und y 2(x) dx 


ersetzt. Es sei ft der so erlialteiie Wert tod. m. Damit wird 


(56) 


dx^ 


d^X \ 




Da diese Gleichung linear ist, wird X von der Form 

X = C,F^{x) + C,F,{x) + G,F,{x) + G,F^{x) 

sein, wo die G willkiirlicFe Konstante sind, .als deren Werte man X, 

dX d^X , d^X j,.. A "1 1 1 -j • 1 

dx ’ ~dsX ~d^ x = {j wanlen kann. Damit wird 


mit 


X= G,F^{x) + G,F,{x) 

C,= X(0), 


^i(0; = 1, ,i^/(0) = 0; F,{0), F'(SS) = 1. 

Man denke sick nnn die grapkisck gegebenen Eurven f(x) nnd 
q{x) in zweekmassiger Weise durok stufenweis gebrockene Linien er- 
setzt und wakle in dem Intervall x = ih bis x = (i-{- l)7i £iir X 
den der Abszisse ih entspreckenden Wert X(i7i), urn ikn in 

das zweite Glied der Gleickung (56) einzufiikren. Diese wird damit 

(660 *1,?- + X{ih) = 0, 

wobei g(iK) = ist. Damit fimdet man 

t = fi^g(ih) X^h + x;", 
x;v, = g^g(ih)x,^ + xrii + x/', 

' x+i = g‘-g{ih) xX+ X/" ^ + x:'h + X,.', 

, ^.+1= g^9(ih)X, + X/" ^ + X," I + X/7* + X,. 

Mit Hilfe dieser Formeln sckliesst man von einem Intervalle zum 
nacksten. Da aber Xq == Oj und X(,' == G^, so werden alle diese 
-Werte die Form 

annekmen^ wo und ganz bestimmte numeriscke Werte 

kaben. 

Ml i = n gilt Z;" = X"'(r) = 0 und X„" = Z" (1) == 0, so dass 
XJ'=MG^-j-XG^=^0, 

z;"=p,a,+ ^,c, = o, 


562 


IV 22. A. Knloff uixd Q. E. Muller. Die Theorie des Schiffes. 


muss verschwindeu. Isi dies 

derjali, so :st der walro Wert von M es nicKt der 

9’W = Jlfft — WP,. 

Obgleich man also die trauszeudente GleioW nj.ut 

hren fur jedeu Zahleuwert ^ von m den entspreobenden Wert von 

SSbrng lu bes? ”T“™“ trausoeudeuteu 

lo-leiobung zu bestunmeu. Man erbat dabei die Darstellung der eni 

epreebeudmr Funttioueu Z in Form einer Tabelle. PraktisJi brauAt 

To“ e^rbolT^^r*^ .obnem“ 

iorpeaoDoote die beiden ersten Wurzeln m nnri x. i 

Die Wprfp diaarsv. w 1 1 . ^^2 zu bereclinen. 


60 

2aE 


m. 


j 60 

Tind -^^ 2 “ 


sprecSndf?1Suet'/'z 

Form ffeTiiicrf i, 2; • • • obgleicb m tabellarischer 

stimuren, Ills die “S^nll^t; I" 

?” die dureb beWe wle^ ugs- 

Metbode ist fur 

fi det ? ff f entwiekelt worden; sie gilt aucb 

Das Nabere iiber die Scbiffsvibrationen findet man in den Abbaad- 
Imgen yon L. Giimbel, G.MeUviUe,^^) M.Lehna^^) Dat, • + n 

Studinm der Scbiffsyibrationen, Jda^f^n 0 ^STeT^ 

elastiacben StabenfMafcb. gleicbformigen 

Maritime 15 ( 19 oI)f vibratione des navires, Bull, de I’Ass. Tecim. 

of ste'aL^s, Tfa^In^ t. NavTctT 4 t 8 S)T 5 ^? ^d w?' 
of tbe vibrations of steamers, ebenda efS’se^ p Tsd 
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Anhang: Hydrodynamik des Schiffes. 

Bereits in der Vorbemerkung oben ist daranf bingewiesen, in 
welcbem Verbaltnis der nacbfolgende Anbang zn der in den Kr 2 
bis 6 dargesteUten Tbeorie des Scbiffes stebt. Entsprecbend dem'in 
der Praxis nblicben Yerfabren ist dort in der Hauptsaebe jeweils nur 
le Hydrostatik zur Erklarnng bezw. znr Erzielnng eiiier praktiscben 
Beberrscbnng der Probleme der Schiffstbeorie berangezogen. In der 
lat ist die Hydrodynamik zur Zeit nocb zn wenig entwickelt, um 
erne aUseitig befnedigende Bebandlung der in Betracbt kommenden 
Eragen zu gestatten. Insbesondere haben so zwei Probleme — die 
Probleme des Scbiffswiderstandes nnd der Scbiffspropnlsion — bis- 
^ er nocb kerne ausreicbende tbeoretiscbe Bebandlung erfabren. Man 
zur Zeit nocb immer angewiesen auf die zablreicben, aus der 
Hraxis des Scbiffbaues gewonnenen empiriscben Pormeln uud 
Eecbnungsmetboden, die als Interpolationsformeln aus einer Anzabl 
zweckmassig angestellter Yersucbe — verseben mit gewissen Er- 
fabrungskoeffizmnten, immer nur eine besobrankte Gultigkeitsspbare 
baben, uber die bmaus ibre Anwendung stets nur bypotbetiscb ist 
und ibre Anwendbarkeit in der Tat aucb gewobnlicb aufbort. Micbts- 
destoweniger sind gerade in den letzten Jahrzebnten, insbesondere 
seitdem die Erricbtung der sogenannten Modellversucbsstationensn 
dazu beigetragen bat^ das Beobacbtungsmaterial fiir die bei der Port- 
bewegung der Scbiife im Wasser tatsacblicb auftretenden mecba- 
niscben Yorgange zu vermebren, nicbt ' unbedeutende Fortscbritte in 
er Auffassung dieser Yorgange, wenigstens nacb ibrer qualitativen 
beite gemacbt, so dass man bei ibrer ricbtigen und zweckmassigen 
Beziebung auf die von der Hydrodynamik gelieferten Grundlagen eine 
scbliessbcbe tbeoretiscbe Erledigung der vielen vorlaufig nocb in so 
mancber Hinsicbt dunklen, praktiscb aber docb so wicbtigen Probleme 
erboffen kami. Dazu kommt, dass die moderne Ent^ickjg des 
Scbiffbaues^ in den ScbneUdarapfern, Torpedo-, Motor- und Gleit- 
booten Scbiffstypen scbafift, die z. T. ganz neue von den durcb die 
bisberige Erfabrung gegebenen Yerbaltnissen abweicbende Erscbei- 
uungen aufweisen, und so aucb den Praktiker immer eindringlicber 
zum Studiu m der genauen hydro dynamiscben Yorgange aufmuntert. 

64) Eine tibersicbt iiber die verscMedenen znr Zeit beatehenden Modellver- 
anchsstationen mit Angabe ibrer Einricbtnngen nsw. findet sicb im Engineering 81 
(1906), p. 641. Vgl. aucb W. S. White, On the establisbment of an experimental 
tank for research work on fluid resistance and ship propulsion, Trans, of tbe 
^stitution of Nav. Arcbit. 46 (1904), p. 39; F. Gehers, Die Versuchsanstalt 
Ubigau, Schiffbau 7 (1906—7), p. Iff. u. 45 ff. 
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Es ist dalier in Torliegendem Anhang der Versuch. gemaclit, Imrz 
dasjenige zusammenzustellen, was sich bisher an‘ hydro dyiiamisclien 
Erklarungsversuclien bestimmter Probleme der Scbijffstheorie in der 
Litteratur vorfindet. Dabei werden naturgemass die Probleme des 
Scbiffswiderstandes und der Scbiffspropnlsion eine eingehendere Wiir- 
digung erfabren durfen®®). 

7. Das Soliiff in einer idealen Miissigkeit. 

Die Annabme einer idealen (reibungslosen) Pliissigkeitj in der 
sicb ein Scliiff fortbewegt, entspricht zwar nicbt den in der Praxis 
vorliegenden Verbaltnissen. Das scbliesst aber nicbt aiis, dass sie 
fiir bestimmte Problems der Tbeorie des Scbiffes eine geniigende 
Approximation ist, wenn man sicb damit begniigen will, znnacbst 
in den qualitativen Cbarakter der Brscbeinungen eine Einsicbt zii 
gewinnen. Naturbcb darf man nicbt erwarten, dass die Annabme da 
eine befriedigende Aufklarung — wenn ancb nur nacb der qualita- 
tiven Seite — gibt, wo die Reibung des Wassers den wesentlicben 
Cbarakter der Erscbeinung bedingt. 


7 a. Das allseitig eingetaucbte SoMff. Es sei bier zunacbst der 
PaU des aUseitig eingetaucbten Scbiffes in rubendem Wasser ins Auge 
gefasst, bei dem man von dem storenden Einfluss der Wasseroberflache 
absehen^ darf. Zudem sei die Annabme gemacbt, dass das Scbiff sicb 
unter emem anfanglicben von aussen wirkenden Impuls fortbewegt. 
^amit ist die fiir die tbeoretiscbe Betracbtung zunacbst storende 
mwirkung der zur Forth ewegung des Scbiffes dienenden Mecbanismen 
q JElader, Scbrauben u. s. w.) ausgescbaltet. Das Problem der 
bcbftpropulsion erhalt spater (in Nr. 9) aine gesonderte Behandlnng. 

1) Me At^steUimg der Beaegimgsgleiehungen. Anf das soloherweise 
Teremfechte Problem der Schiffsbewegung findet daun die in der 

ItkettoM insbesondere von Lord Kelvin-^) ent- 

„ f fester KSrper in einer inkompres- 

siblen Fliiss gkeit fIVl6 'Nr a a zr t n 

ID, i\r. ^a— -e, A. E. H. Love) erne Anwendung. 


in defLt: dTS ““ 

bilchera, bzw. Monomauhien ^ Dittexatmubersiclit genannten Hand- 

Darstellung tiber den Scbiffswiderstard'' bz^Te slT 

foIgeeta Zitatea nicbt jede^mal 

1 ^ ■ ^^®besondere W^. Thomson und T fr t a- 

pbilosopby 1 , 2. ed. Cambridge 1879 8 319 - 32 ' ^ Treatise on natural 

IV 16, Nr. 2 (A. E. H. Love) ’ ^ Betreffs weiterer Citate vgl. 


7 a. Hydrodynamit des Schiffes: Das ScHff in einer idealen Miissigkeit. 565 

Es geniigt liier folgGndos zu wiederliolGn; Das W^assor wird — 
weil Yon der Rulie ausgehend — unter dem Einfluss des bewegten 
Schiffes eine (stetig angenommene) zirkulationsfreie Potentialbewegung 
ausfuhreii. Das Potential bestimint sich aus der Natur des nnter” 
getauchten Schiffes und seinem Bewegungszustand. Das Entscheidende 
dabei ist, dass seine Kenntnis allein geniigt, die fernere Beweguno- 
des Schiffes zu bestimmen. In der Tat rednziert sich die Anfgabe 
auf die Bestimmung der Bewegung eines Systems yon 6 Ereiheits- 
graden, die anf Grand der Prinzipien der Mechanik starrer Korper 
gelingt, wenn einmal der Ausdruck der kinetischen Energie T des 
ans Korper und Fliissigkeit gebildeten Systems aufgestellt ist. Es zeigt 
sich, dab T eine homogene quadratische Ennktion der 6 Geschwindig- 
keitskomponenten u, v, iv, q, r. des Korpers bezogen auf ein im 
Korper festes Koordinatensystem — wird, mit konstanten Koeffizienten, 
in denen die Masse und die Triigheitsmomente des Korpers um gewisse 
Konstante Yermehrt sind, die sich aus dem Geschwindigkeitspotential 
des Wassers bestimmen und die dessen Einfluss auf die Bewegung 
des Korpers zum Ausdruck bringen, 

Bezeichnet man mit i,ri, I, jt, a, p die Komponenten des Yon 
Lord Kelvin sogenannteii „Impulses des Systems^^ (yergl. IV 16, Kr. 3d), 
so ist: 


d:p ’ 


n-) 

Die Bewegungsgleichungen sind dann durch Gleichungen gegeben, 
die den 6 Kulerschen Gleichungen fur die Bewegung eines ' starren 
Koiq)ers analog sind und ausdriicken, wie sich der Impuls im Korper 
andern muss, damit er im Raume konstant bleibt (konstant, weil 
keine ausseren Kriifte wirken); 

( 2 ) ^ 0 , . . . — r:{ -j- ~ W7/ = 0, . . . 


Bezeichnet man mit bezw. die kinetische Energie des Korpers 
bezw. der Plil^sigkeit allein — so dass T = T-^ — j— — so kann 
man in den Gleichungen (2) sofort diejenigen Krafte und Momente 
besonders herausheben, die durch den Druck der Flussigkeit auf die 
Schiffswande ausgeiibt werden. Es werden dies: 


( 3 ) 




L. 


d dZ, dZ 


dt du 

£ ££i 

dt dp 




dv 

dv 


dw ‘ 


dZ 

S' 7 


entsprechend der Tragheit des mitbewegten Wassers. Es sind dies 
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2) Die Axen der igermanenten Translation. Es sei nun speziell an- 
genommen, dass das Schiff sick mit konstanter Gesckwindigkeit u, v, w 
okne Eotation forfbewegt. Es werden dann X = T = Z ~ 0. 
Mit anderen Worten: Es libt das Wasser auf das Sckiff lediglick ein 
Drekmoment aus. Dies versckwindet fur den speziellen Fall, dass 


du 8v ’ ^ 


: w 


d. k. dass sick der Korper in Ricktung einer der Hauptaxen des 
Ellipsoides 

fortbewegtj wobei die Wakl des Koordinatensystems so getroffen ist, 
daB der Anfangspunkt — bei symmetriseker Massenverteilung in den 
Sckwerpunkt, sonst in einen bestimmt'en anderen Punkt, das Reaktions- 
zentrum des Korpers f allt und die Koordinatenaxen mit den Haupt- 
axen zusammenfallen. Das Resultat ist demnack, dass es drei Bich- 
tungen pmnanenter Translation fiir den Korper gielt, M dem er von 
dem Wasser iiberhaupt Imnen Widerstand erfaih/rt. JBeim Schiffe fdllt 
aus Symmetriegriinden eine dieser Bichtungen in die Kiellinie. 

Das vorstekende Resultat zeigt, dass der Ansatz der stetigen 
zirkulationsfreien Potentialbewegung einer idealen Fliissigkeit zur Er- 
klarung des SckiffswMerstandes - der dock erfakrungsgemass aiiftritt, 
wenn das Sckiff sick m Ricktung der Kiellinie mit konstanter 
Gesckwindigkeit fortbewegt - nickt fiikrt. In der Tat zeigt auck die 
direkte Uberlegung, daB die Druckdifferenzen, die in diesem PaUe 
en ang der Sckiffsoberflacke auftreten, sick in summa aufkeben, da 
kier angenommen ist, dass die Stromfaden sick dickt kinter dem 
bckiff wieder sckliessen, so dass sie dem Sckiff diejenige Energie 
z™kgeben, die am Bug des Sckiffes zur Zerteilung der Stromfaden 
fgewandt werden muss. Trotzdem kat der obige Satz als Ausgangs- 
pu^t jeder rationeken Tkeorie des Sckiffswiderstandes zu dienen, wie 
wie dies m sbesondere you W. J. M. BanW'^) nnd W. Froude^^) in 

P 316 On tL T ot Naval AicMtecte 6 (leu) 

stream-line surfaces, Trans of the Irs-f- n-f 'Kr i a i 

PQN T 3 •• T n Ar “ Naval Arebiteets 11 ('1870') n 17 ^^ 

Section of the British A.ociation, Bxit. is": Eep. is”. 
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verscliiedeneii Arbeiten — beeonderB gegendber der um die Mitte des 
19. Jabrbunderts allgenieiii aiierkaimten tmm-lmi theory von Z Scott-- 
RusselV'^) — immer wieder betont wurde. Das Problem ist eben — 
unter Beziehimg auf obiges liesiiltat — festeusteHen, wieweit die 
tatsacblicbe Wasserbewegung von der bier znnacbsfc betracliteten zir- 
knlatioiisfreien. (stetigen) I’oteiitialbowegung einer idealen Pliis.Bigkeit 
versebieden ist, urn unter Ztigrandoleginig der solcberweise erkannfcen 
Wasserbewegung die Frage des ScbiffswiderstandeH erildgreiab in 
Angriff zu iielmien (vorgl. initen Nr. 8). 

1st also der Ansatz der reinon Potentialbewegimg fiir die Frage 
des Scbiffswiderstaiides iiljerliaiipt keirio Approximation, ao kann man 
ibn fiir das Verbalfcen des Bchiiles im Wasser naeb anderer Seite 
wobi als erste Anniiherung geltcm lasson. 

B) SMiMat imd Imtaldlitdt der vcrsahicdmen 7'randaimtmcMmiffmi. 
Der .Bjinfaeblicit balbru* sei das Sehilf alg Ellipsoid gedaclit imd an- 
genommen, dass (js Iceimi Iknvtignng in liiohtimg der nacb obi^n positiv 
gewriblten g-Axe auHfiihrt. Die x-Axt^ liege in Riclitnug der Liings- 
axe de.s Scbiiles. Dann ztn'gt die Obtnlegimg, dass die Bewegung in 
Eicbtmig der .7 >Axg instabil, die Bawegung in Riobtnng der ij-Axe 
Btabil ist^ d. li. das Schiff ist l)ei Flintritt einer kleiinm Btfirnng in 
aeinar Richtung bastrebt, das (uno Mai seine "Oritnitic^rtmg gegen di<i 
pDrtsehrittsriebtnng bestilndig in einom Biime zu undoni, das andere 
Mai pendelt (ss urn die Fortsebrlttsriehtung. In der dkit wiril nacb 
(H) bei eimu* gcgrei die Axon geneigten BkrrtHcdiraitiingsrirditung das 
wirksame Kriiftepaar : 

jY ==: ( ji R)uv , 

wo A und B die Triigbeit.skoc'flizienten von nnd f-® in dem An.s- 
druck der lebendigcm Kraft T sind und nacb der (dngeii Festgetzimg 
A < B ist. VVeiclit dalier di(* Fortgcbreitiing.srieditnng im positiven 
Binne nur wenig von der a>-Riebtmig al), so .sucbt das ErUftepaar ■ 
das im nogativem Binnc! wirkt — die Ableiikung zu rer’grdflern, d. b. 
die Fortscbreitung in Riclitung der Liingsaxf^ ist inatabib Vfeicbt 
umgekebrt die Fortscbreituiigsriclitung im negativen Binm* von der 
?/"liicbtmig ab, so sucbt das Krliftrspaar das aucb bier im 
negativen Siimc wirkt -- die Ablenlcung zu verkloinern, d, h. die 
Fortscbreitung in Ricbtimg der Breita.xe ist stalril. Kurz/ kami man 

Btream-liiies in relation to tlie reBistanee of sbips, Nature 18 (1870), p. SO, 89, 
180, 109 und The fundamental principlisa of tbe rcHistaaec of nhipB, Roy. lubti- 
tution Proc. 8 (1875—1878), p. 188. 

69) Hieriibor vgl. etwa J. Scott Ittmell, Trans, of tlie InRtitutitni of Naval 
Architects 20 (1879), p, 59. 
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sagen: Das Schiff sucht sicJi immer so ztt orienUeren, dass es quer 
gegen seine FortschreitungsricMung liegt. 

Das im letzten Satze ausgesproclaene Eesultat ist mit der Er- 
falirtuig in merkwiirdig gutem Einklange. Lord Kelvin kat Mer- 
■uber einige Beobacktungen zusammengestellt, von denen kier einige 
wiedergegeben seien. Dabei ist zu bemerken, dass sie sick natiirlich 
anf die Bewegnng des Sckiffes an der Oberfiacke bezieken, wobei die 
Tendenz des sick Querlegens wegea der Wellen u, s. w. nickt so klar 
zum Ansdrnck kommt. Zudem darf nickt vergessen -werden, dass die 
Reibnng in dem Ansatze ganz ausser ackt gelassen ist, die ebenfalls 
anf die Frage der Stabilitat und Instabilitat — wegen des kinter dem 
Sekiff sick ausbildenden Eielwassers — nickt okne Bedeutung ist. 
Lord Kelvins Beobacktungen™) sind folgende: 

1. Ein symmetrisck gebautes Sekiff mit Raasegeln — und Steuer- 
ruder in Ricktung der Kiellinie — ist, wenn es in Ricktung des 
Windes segelt, instabil und kann nur dadurck seinen Kurs kalten, 
dass man durck Legen des Ruders die jeweiligen Abweiokungen aus 
der Bakn korrigiert. Ebenso kdnnen die kleinen Sokiffe — gleick- 
giiltig ob sie Raa- oder Baffelsegel fiikren — , die die Kinder iiber 
kleine Wasserflacken treiben lassen, durck keine standige EinsteRung 
der Segel oder des Ruders immer vor dem Winde segeln. Sie legen 
sick nack kurzer Zeit, wenn nickt durck eine Windfakne oder eine 
besekwerte Ruderpinne die Tatigkeit des Steuermanns ersetzt wird, 
stets fast quer zum Winde. 

2. Die Scklepptrosse eines Kanalbootes, die an seiner Seite be- 
festigt ist, liegt stets — wenn das Ruder in Ricktung der Kiellinie 
festgekalten wird — in einer Vertikalebene, die die Langsaxe vor 
dem Mittelpunkt trifft. 

3. Ein Boot, das rasck quer gegen die Windricktung gerudert 
werden soU, erfordert — wenn es nickt gar zu unsymmetrisck in 
seiner Wassertrackt und der Grrosse seiner dem Winde ausgesetzten 
Oberfiacke nack den beiden Enden zu ist — ein starkeres Arbeiten 
des Luvriemens, um es daran zu kindern, sick gegen die Windricktung 
zu dreken. Ebenso ist ein Segelsckiff im aUgemeinen luvgierig (luv- 
gierig d. k. die Ruderpinne muss, damit das Sekiff seinen Kurs kalten 
kann, von der Mitsckiffslage nack der dem Winde zugekekrten Seite 
gelegt werden). 

70) W. Thomson nnd P. G. Tait, Treatise of natural pMlosopby 1, Cam- 
bridge 1879, Nr. 325. Diese finden sicb. z. T. sebon in der ersten Auflage 1867, 
Nr. 336 (vgl. die deutsobe Ausgabe von JET. Selmholtz und G. Wertheim, Braun- 
seb-weig, 1871). 
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4. Bei starkem Winde ist es ausserordentlicli sckwierig, uad 
oft geradezu unmogliclij das Sckiff aus dem kolilea Raum zwischen 
zwei Wellen herauszubringen; jedenfalls kana dies aker aur darck 
eine rascke Vorwartsbeweguag gescbebea. 

5. Bei glatter See and massigera Wind in einer zu den Ufern 
paraRelen Ricbtang kana ein auf das Ufer lossteuerndes Scbiff, das 
zu wenig Segel gesetzt bat, nar dadurcb am Auflaufen auf das lifer 
gehindert werden, dass es mebr Segel setzt and rascb-auf das lifer 
lossegelt, wodurcb es dem Scbiff ermoglicbt wird, abzudreben. 

4) Bewegung eines Schiffes, bei der die Axe gezwimgen ist, stets in 
einer Ebene m bleiben. Es ist dies der einfacbste Fall der aUgemeiaen 
Bewegung, die ein Scbiff im Wa’sser — etwa unter einem Anfaags- 
impuls — gemaB unserer Tbeorie auszufubren imstaade ist. Das Scbiff 
sei spezieU als Rotationskorper angenommea and das Koordiaatea- 
system in der scbon oben (uater 2)) bezeicbneten Weise festgelegt. 
Die ausgezeicbnete Ebene sei die Horizontalebene, ein Fall, der fiir 
die Bewegung eines Scbiffes auf der Oberflacbe besondere Wicbtigkeit 
besitzt. Da jetzt nur die Gescbwiadigkeitskompoaenten %, n, r in 
Frage kommen, wird die kinetiscbe Bnergie unter Benutzung des Re- 
aktionszeatrums als Anfangspunktes die einfacbe Form erbalten: 

2T ^ Au^ Bv^ BrK 

Der Impuls also ist 

^ = Au, = Bv, Q = Br 
and die Bewegungsgleicbuagea lauten: 

Die Gleicbungen driicken (wie oben unter 1)) die Konstanz des Im- 
pulses im Raume aus, den man sicb im yorliegenden FaUe unter dem 
Bilde eines translatoriscben Einzelimpulses ISl, H vorstellen kana. 
Wablt man spezieR das im Raum feste Koordinatensystem so, dass 
die A-Acbse in die Ricbtung dieses konstaaten Impulses fallt, so 
wird H = 0, und wenn 6 die Neiguag des Impulses gegen die x-Axe 
(also die Langsaxe des Scbiffes) bezeicbaet (d. b. 6 == r): 

Au — lBiGoaO, Bv — — ^aind, 


BO + sia 20 = 0 *, 





TV 9. 


38 
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Lord Kelvin'’’^) fasst dieses Yon ihm gegebene Reeultat in folgende 
Worte: 

1. Die Winkelgescliwiiidigkeit 6 befolgt das Gresetz eines Qua- 
drantpendels, d. b. eines Pendels, das sicb nach jeder Seite Yon 
seiner Grleichgewiciitslage ans in bezug auf einen Qnadranten ebenso 
bewegt, wie das gewbbnlicbe Pendel in bezug auf den Halbkreis. 
Die Lange des einfacben Gravitationspendels you gleicber Schwin- 
gungsdauer ist gegeben durcb 

, gHAJB 
^ ^^A~B')‘ 

2. Die Entfernung des Reabtionszentrums Yon der Linie des resul- 
tierenden Impulses Yariiert Yde die Winkelgescbwindigkeit. 

3. Die Gescbwindigkeit des Reaktionszentrums parallel zur Ricb- 
tung des Impulses ergibt sicb als Quotient aus dem Uberscbuss der 
gesamten konstanten Energie T liber deiijenigen Teil, der von der 
Winkelgescb'windigkeit um das Reaktionszentrum berriibrt, und dem 
balben Impulse. 

4. Die Bewegung ist oszillatoriscb oder nicbt, je nacbdem 

p 5 cos 2 k, 

wo a die Neigung des Impulses gegen die anfanglicbe Ricbtung der 
Langsaxe ist, und zwar erfolgt die Oszillation um die Langs- oder 
Queraxe, je nacbdem B. 

Damit ergeben sicb als Bild der Bewegung zwei Typen (A > B), 
die man in folgendeii Worten bescbreiben kann: 

Bei der osziRatoriscben Bewegungsform durcblauft das Reaktions- 
zentrum eine sinusabnlicbe Kurve, deren MitteUinie die Axe des Im- 
pulses ist. So oft sieb, auf dieser Kurve fortscbreitend, das Reaktions- 
zentrum auf der Impulsaxe befindet, ist die Neigung der Langsaxe gegen 
dieVertikale zur Impulsaxe ein Maximum, und ebenso die fortscbreitende 
Bewegung; die Drebgescbwindigkeit ist Null. So oft aber das Reak- 
tionszentrum sicb in einem Scbeitel der sinusabnlicben Kurve befindet, 
ist die Langsricbtung des Scbiffes senkrecbt zur Impulsaxe, seine fort- 
scbreitende Bewegung ist ein Minimum, seine Drebgescbwindigkeit 
in dem einen oder anderen Sinne ein Maximum. 

Bei der zweiten Bewegungsform wird das Reaktionszentrum aucb 
nocb eine sinusabnlicbe Kurve bescbreiben, die aber jetzt ganz auf 


71) TT. Thomson und P. (?. Tait, Treatise on natural pfiilosopky 1, 1. ed., 
Carubridge 1867, § 333. 
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der einBii Ssite des Impulses liegt^ so dass sicli das ScHiff lortgesetzt 
ubersehlagt. Seine Fortschreitungsgesckwindigkeit ist ein Maximom, 
seine Drekgescliwindigkeit ein Minimum, wenn das Reaktionszentrmu 
sicli in dem der Impulsaxe zugekelirten Sckeitel der Baknknrye ke- 
findet. Die Sacke verkalt sick umgekekrt in dem der Impulsaie ak- 
gewandten Sckeitel. Dakei ist die Ricktung der Langsackse im ersten 
Sckeitel parallel, im zweiten senkrecht zur Impulsaxe. 

Lord Kelvin giebt an, dass die merkwurdigen Bewegungen, die 
etwa eine Austernsckale ausfukrt, wenn man sie sckrag ins Wasser 
fallen lasst, den eben besckriebenen Bewegungstypen nickt ganz un- 
aknlick seien. 

5) Die allgemeine Bewegmg aims ScUfes im Wass&’; ScUffs- 
scJiwingungen. Sekr viel komplizierter als in dem eben kekandelten 
SpezialfaB, gestaltet sick die Entwicklung, wenn es sick darum 
kandelt, die aUgemeine Bewegung des Sckiffes — eyentueU auck unter 
dem Einfluss ausserer Krafte — zu stndieren, wozu nock kommt, 
dass die Sckiffsform durck keinen recknungsmassigen Ausdxuck ge- 


geben ist, so dass eine Losung liberhaupt nur durck angenakerte, ins- 
kesondere grapkiscke Yerfakren wird zu erlangen sein, Dakei ist 
kier znnackst immer an ein aUseitig eingetaucktes Sokiff (Unter- 
seeboot) zu denken. Jedenfalls ist aber zu betonen, dass das Vor- 
stekende die exakte kydrodynamisoke Grrundlage bietet, auf der 
jeglicke Tkeorie der Bewegung des Sckiffes in einer idealen Fliissig- 
keit zu basieren ist. Dies gilt insonderkeit auck von den Sckiffs- 
sckwingungen, bei denen man aber insofern wieder eine Yereinfackung 
eintreten lassen mag, dass man die kokeren Potenzen der Besckwindig- 
keitskomponenten vernacklassigt und sick daker nur auf sogenmnte 
nnendlick kleine Sckwingungen besckrankt. Das Okarakteristiseke 
dieses Ansatzes gegeniiber dem in Nr. 4 entwickelten kydrostatiscken 
Ansatze ist, daB man so — unter genauer Beriicksicktigung der 
Wasserbewegung — eine voUstandige Einsickt m den Bew^ngs- 
vorgang erlangt. In der Tat wird die Tragkeitswirkung desWassers 
ricktig in Ansatz gebrackt, und damit im beson(kren genau 
Lage desjenigen Punktes festgelegt, urn den 
in jedem Augenblick stattfinden, indem es mckt stattkaft is ^ 
in der Kinetik des starren Korpers - die akgemeine 
eine solcke des Sckwerpunktes und eine andere urn diesen PunW 

dekomponieren. 

6) Lie Annahme cgUiseher Bewegung des Wm&rs. ^ is 

ansdrtloklich das Wasser in (stetiger) 

bewegung angenommen. In der Tat ist dies ei ’ 



572 IV 22. A. Kriloff ttnd C. S, M.ulleo‘. Die Theoiie des ScMffes. 

in Riditung seiner Kiellinie falirt, aus Symmetriegr linden die einzig 
moglictie Bewegnngsform. Indes kann bei schrager Fakrt — wie 
dies unter Um stand en bei Segelscbiffen der Fall ist — die Anwendung 
einer Ideenbildnng niitzlicb sein, die in letzter Zeit insbesondere von 
F. TF. Lanchester fiir die Tbeorie der Grleitflieger in der Lnft, in 
erster Linie fur Flacben, die den Vogelfliigeln nacbgebildet sind, rer- 
wertet worden ist’'®). 

Die Annabme ist bierj dass man sicb die Bewegung der Luft 
aus einer gleicbformigen Stromung und einer Zirkulation von passen- 
dem Sinn und passender Starke um den — fur den Augenblick fest- 
gedacbten Fliigel komponiert denkt. Dann ist das Wesentlicbe, 
dass so das Auftreten einer tragenden Komponente der Luft auf der 
Seite der langsameren Stromung erklart ist. Im tj^brigen wird die 
Luft bei Bewegung des Flugels in eigentiimlicber Weise von Wirbel- 
faden durcbzogen, die von den Fliigelenden ausgelienj indem eine 
solcbe Potentialbewegung mit Zirkulation in einem einfacb zusammen- 
bangenden Raum um einen endlicb. ausgedebnten Korper berum ^ — 
nur mbglicb ist in Verbindung mit aus dem Korper austretenden 
Wirbellinien, die nacb den G-esetzen der Wirbelbewegung auf einander 
einwirken. Wegen der Einzelbeiten muss bier auf das Bucb von 
Lanchester verwiesen werden, in dem versucbt ist, durcb mannigfacbe 
Figuren diese Ideenbildungen dem Verstandnis naber zu bringen. 

Die Frage nun, in wieweit die Ubertragung dieser Ideen auf die 
Tbeorie des Scbiffes niitzlicb sein mag, wird sicb nur von Fall zu 
Fall entscbeiden lassen. Fur die Frage der Fortbewegung des Scbiffes 
als Gauzes, die an dieser Stelle zunacbst interessiert, wird die Idee 
ilex periptei^alm Bewegung im aUgemeinen wenig austragen. In der 
Tat wird man z. B. ein grosses Bedenken in der breiten Ausbildung des 
Kielwassers binter dem Scbiff — das besonders stark fur den Fall ist, 
wo das Scbiff nicbt in Ricbtung der Fbellinie fabrt ~ finden miissen,' 
da es gerade fur die Tbeorie der zykliscben Bewegung wicbtig ist, 
dass man von jedem Kielwasser abseben kann. Frucbtbarer und von 
weitertragender Bedeutung wird diese Ideenbildung da, wo es sicb 
um die Fortbewegung sebi* scblanker und diinner Flacben in der 
FMssigkeit bandelt, wobei das Kielwasser zu vernacblassigen ist. 
Dies ist in der Tbeorie des Scbiffes etwa bei den Fliigebi einer Scbiffs- 
scbraube der Fall, wo in der Tat von F. W. Lanchester die zykliscbe 


72) F . W. Lanchester, Aerodynamics, London 1907. 

73) Dies ist die Benennung, die Lanchester fiir eine PotentialstrOmnng des 
Wassers mit Zirtulation (von tcsqI und itxs^bv — Fliigel) einfuhrt. 
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Wasserbewegung lieraiigezogerL wird, um sicli ein Bild von der Wir- 
kungsweise der Schraube zu macben (vgl. Nr. 9). 

7 b. Das Sebiff auf dem Wasser (Schiffswellen). Gegeniiber 
der bisberigen Annabme befinde sicb das Sebiff jetzt auf dem Wasser. 
Das Emtsebeidende isfcj dass dann sebon bei massig grosser Gfesebwindig- 
keit die Niveauanderungen der Oberflacbe niebt mebr vernacblassigt 
vt^erden diirfen. In der Tat geben die an der Scbiffswandnng anf- 
tretenden Drnckdifferenzen zur Ansbildung von WeUen Anlass, die 
sicb vom Sebiff selbstandig fortbewegen nnd so jeweils denjenigen 
Energiebetrag von ibm fortfilbreiij der zu ibrer Ansbildung vom 
Sebiffe geliefert wurde. Dieser Energieverbraucb mifit, pro Langen- 
einbeit des Sebiffweges bereebnet, einen Widerstand, den das Sebiff 
beim Durcbgang durcb das Wasser fortgesetzt auszubalten bat und 
dessen genauere Bestimmung eine Hauptaufgabe in der Tbeorie des 
Sebiffes ist. Es interessiert bierbei niebt so sebr die Erage nacb der 
ersten Entstebung der WeUen beim Durcbgang des ''Sebiffes 'dureb'das 
Wasser, oder etwa nacb der Giesammtenergie, die in dem WeUen- 
system entbalten ist, als die andere, welcbe Energie erforderlicb ist, 
das einmal ausgebildete Wellensystem nacb GroBe und Gesobwindig- 
keit relativ zum Sebiff konstant zu erbalten. Es sei daber aucb an 
dieser SteUe niebt naber auf die sogenannte Tbeorie der ScbiffsweUen 
eingegangen, um so mebr, als bieriiber in IV 16, Nr. 5e ausfubiiicber 
beriebtet ist^^). Sie wird bier nur der VoUstandigkeit balber beriibrt, 
indem es bei ibr, gerade wie in den bisber bebandelten Fragen, in 
erster Annaberung erlaubt ersebeint, das W^asser als reibung'sfreie 
Flussigkeit vorauszusetzen. Dabei darf allerdings niebt vergessen werden, 
dass sicb die Tbeorie aaf die Annabme unendlicb kleiner Amplitude 
besebrankt, womit ibre Verwertung unter gewissen Dmstanden docb 
kaum eine befriedigende Approximation liefert. Im Ubrigen soU im 
Wesentlicben deskriptives Material nacbgetragen werden. 

1) Das Belli ff auf dem Ozean. Die Annabme sei zunaebst ein 
Sebiff auf unendlicb ausgedebntem, unendlicb tiefem (rubigem) Wasser. 
Dann ergibt die Beobaebtung '^®), dass das Sebiff von zwei wesentlicb 


74) Bezuglich der Tbeorie der ScbiffsweUen ist zu der bei A. E. H. Love 
gegebenen Litteratur jetzt noob naebzutragen : Lovd EelviUj Deep sea sbip waves, 
Bdinb. Roy. Soc. Proc. 25 (1906), p. 1060 == PHI. Mag. ( 6 ) 11 (1906), p. 1 und 
W. V. Ehman, On tbe waves produced by a distribution of pressure, wbicb 
travels on tbe surface of water, Arkiv for Matematik 3 (1907), Fr. 11 . Vgl. aucb 
H. Lamb, Hydrodynamics, 3. ed., Cambridge 1906; deutscb von L Friedel, 
Leipzig 1907, p. 253. 

75) Vgl. insbesondere W. Froucle, Experiments upon tbe effect produced 
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yerschiedenen Wellensystemen begleitet ist. Ein System sogenannter 
transv&irsdl&r Wdlen, dessen Wellenkamme ziemlicli genau senkrecht 
zur Portschreitungsrichtuug des Scbiffes steben, scbreitet mit dem 
Scbiffe fort, so dass ibre Wellenlange durcb die fur Tiefseewellen 
geltende Beziebung 

9 

(vgl. IV 16, Hr. 5 c) gegeben ist. Hat das Scbiff ein sebr langes 
paralleles Mittelstiick, so nebmen die Wellen vom Bug nacb dem Heck 
an Hobe ab und konnen so bier fast yerscbwinden, wo sicb dann zeigt, 
dass yom Heck aus nacb binten ein neues transversales Wellensystem 
sicb ausbreitet. Bei nicbt sebr langem Mittelstiick interferieren die 
Bug- und Heckwellen. Ausser diesen transyersalen Wellen erscbeinen 
an jeder Seite des Scbiffes (und zwar wieder sowobl am Bug wie am 
Heck) je ein System divergierender Wellen, deren Wellenkamme in 
eigentiimlicber Staffelanordnung einander folgen; die einzelnen Wellen- 
kamme sind gegen die Fortscbreitungsricbtung des Scbiffes unter 
ziemliob konstantem Winkel cc (etwa 40® — 50®) geneigf^®), wobei jeder 
folgende WeUenkamm hinter dem vorbergebenden um ein bestimmtes 
Stuck zuriickbleibt. Die einzelnen Wellenberge yerbreitern und yer- 
flacben sicb ein wenig nacb aussen, so dass es scbwer ist, yon einer 
bestimmten Wellenlange in Ricbtung der Normalen zur WeUenkamm- 
linie zu sprecben. Indessen entspricbt doeb im Mittel die WeUen- 
lange einer Fortpflanzungsgescbwindigkeit dieser Wellen in Ricbtung 
der Hormalen zur Wellenkammlmie, die gleicb ist der nacb dieser 
Normalen genommenen Komponente der Fabrgescbwindigkeit des 
Scbiffes: 



2) Das Schiff auf einem KanaP"^). Hier komplizieren sicb die 
Erscbeinungen gegen fruber wesentlicb dadurcb, dass der Kanal nacb 
den Seiten ebenso wie nacb der Tiefe begrenzt ist. In der Tat 

on the wave-making resistance of ships by length of parallel middle body, Trans, 
of the Inst, of Naval Architects 17 (1877), p. 77 und B. E. Froude, On the lea- 
ding phenomena of the wave-making resistance of ships, ebenda 22 (1881), 

p. 220. 

76) Diese Angabe findet sich bei TF". S. White, Manual of naval architec- 
ture, 3. ed„ London 1894, p. 469. 

77) O^ber das Schiff auf dem Kanal vgl. die zusammenfassende Darstellung 
von Ed. Sonne inn Handbuch der Tngenieurwissenschaffen, HI. TeU: Der "Wasser- 
bau, 4. Aufl., Band 5: Binnenschiffahrt, SchifPfahrtskanale, Plusskanalisierung, 
p. 83—120, Leipzig 1906. 
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werdeu die vom ScMff auslaufenden Wellen bald an den Ufern 
reflektiert, wodurcb sicb dem normalen WeEensystem ein nenes iiber- 
lagert. Zndem wird die nngleiclie Tiefe, besonders das Ansteigen des 
Bodens nacb den Ufern bin, nicht unwesentlicb das normale WeUen- 
system verandern. 

Man vereinfacbt die tbeoretiscbe Bebandinng, indem man den 
Kanal Yon konstanter Tiefe h anninimt und im tibrigen entweder den 
Kanal nnendUcb breit voranssetat oder annimmt, dass das Scbiff den 
Kanal nacb seiner ganzen Breite ansfiillt. Das eine Mai werden dann 
sowobl transYersale, wie diYergierende Wellen auftreten, wabrend im 
zweiten Fall nnr die transYersalen WeUen Yorbanden smd. Indem 
jetzt das Wesentlicbe ist, dass die Wellengescbwindigkeit Yon der 
Tiefe des Kanals abbangt, sicb aber bei den divergierenden WeUen 
keine weiteren Besonderbeiten einsteUen, sei bier Yon Yornberein nur 
der zweite obengenannte FaU berucksicbtigt. Es kann jedocb bemerkt 
werden, dass der erste FaU praktiseb da Yorkommt, wo em scbneii- 
fabrendes Torpedoboot sicb in relatiY seiobtem Wasser (in der Nabe 

der Kiiste) beYsregf^®). ^ j a- 

Nacb den in IV 16, Nr. 5 c gegebenen Entwickelungen wird die 

Gescbwindigkeit der transYersalen WeUen durob die GUeicbung ge- 

Reben: . « ^ 

® -rro 9^ -U 

woraus emcMUch ist, daB die Wellenlange A mit wachseador Go- 
seliwnidigkeit "wBelist und file den kritiselieii Wert 

=gh 

dies mendlioli wird. Es ist der EaU der merst Ton J. ScoU SMsett be- 
obaehteten Binzelwelle, die mit konstanter Gesoliwindigkeit ohne einen 
Wellensckwanz hinter sick zu lassen, (iber den Kanal fortlauft ). m 
besonderen bat SeoU BusseU in langjiihrigen Versueben die Ausbi mg 

I 

78) Ygl. bierzu H. Yarrow, Experiments on tke effect of depth of water 
on speed, having special reference to destroyers recently hnilt, Trans, of 
Lst-^of Naval Lhitects 47^ (1905), p. 339 und TT. 

from recent and former experiments on the influence of the depth of water 
speed ehenda 47^ (1905), p. 344, wo sich weitere Litteraturangahen find n. 

79) Vgl. J. ScoU Bussell, Experimental researches mto the laws o 

hydrodynamical phenomena that accompany the motion of floating ^ 

hL n^ previously been reduced into conformity with the la^ of the 

resistance of fluids, Edinb. Eoy. Soc. Trans. 14 (1840), p. 47 (read 3 p ), 

franz. von G. Emmery und C. Mary in Ann. des pouts et chaussees 1837, 2. 

p. 143, festgestellt. 
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dieser Einzelwelle studiert*®), wobei sicb. zeigte — was in der Formel 
nielit zum Ansdruck kommt — dass das Welleii system binter einem 
Scbiff mit wacbsender Grescbwindigkeit an Amplitude gewinnt und 
zugleicb sicb immer weniger lang binter dem Scbiff erstreckt. Nabert 
sicb das Scbiff der kritiscben Gescbwindigkeit, so ist im wesentlicben 
nur ein bober Wellenberg und dabinter ein tiefes Wellentbal yor- 
banden, in dem das Scbiff mit seinem Heck liegt; unter TJmstanden 
kann es dabei den Grand des Kanals berubren. Dabei findet ein 
tumultariscbes Einstromen des nacbfolgenden Wassers in dieses Wellen- 
tbal statt. Es bedarf eines besonderen Impulses von aussen, um dem 
Scbiff die kritiscbe Gescbwindigkeit zu erteilen^ wobei es sicb auf 
den W^ellenberg bebt, der jetzt allein von dem ganzen Wellensystein 
iibrig bleibt. Wird die Gescbwindigkeit des Scbiffes nocb grosser, 
so wacbst die Amplitude der Welle, bis diese iiberscbaumt, so dass 
das Scbiff fernerbin von einer erzwungenen stets iiberscbaumenden 
Welle begleitet ist. Es ist verstandlicb, dass dieses merkwiirdige 
Verbalten des Wellensystems einen gegen fruber veranderten Ein- 
fluss auf den Widerstand baben muss, woriiber das Nabere im Zu- 
sammenbange mit der Frage des Gesamtwiderstandes des Scbiffes 
weiter unten folgt. 

8. Der Sohiffswiderstand. 

Die konseq[uente Durcbfiibrung der bisberigen, an der Leistungs- 
fabigkeit der Hydrodynamik orientierten Darstellung wiirde erfordern, 
dass im Anscbluss an die vorige Hummer nunmebr untersucbt wiirde, 
wieweit etwa die Annabme sogenannter Diskontinuitatsflacben der 
Potentialbewegung in einer idealen Flfissigkeit und dann weiter die 
iiblicbe Tbeorie dei reibenden Fliissigkeiten in der Lage ist, fiir die 
Probleme der Scbiffstbeorie befriedigendere Ansatze zu geben. Da 
es sicb im vorliegendem Eeferate aber in erster Linie um die Frage 
des Scbiffswiderstandes bandelt, so erscbeint es zweckmassig, diese 
Fragen im Zusammenbange mit dem Problem des Gesamtwiderstandes 
des Scbiffes im Wasser zu bebandeln, 

8 a. Einteilnng des Schiffswiderstandes®^), Es ist nacb dem 
Vorgang von W. J. M. RanTcine^^) und W. Froude^^) iibHcb, in der 
Hauptsacbe drei Arten des Scbiffswiderstandes zu unterscbeiden : den 

80) J. 8coU JRussell, Report on ■waves, Brit. Assoc. Report 1844. 

81) tlber die alteren z. T. sehr unzuiangliclien theoretiscben tlberlegungen 
iiber den Scbiff s widerstand wird im folgenden nicht berichtet. Als zusammen- 
fassende Ubersicht sei genannt G. W. Merrifield, Report on the state of existing 
knowledge on tbe stability, propTdsion and sea-going qualities of skips, Brit. 
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Oberfldchenwiderstand (skin-resistance), den Kielwasserwiderstand (eddy- 
making resistance) und den Wellemvider stand (wave-making resistance). 
Von diesen drei Paktoren gehoren nack ikrer Entsteknng die beiden 
ersten naher znsammen, insofern sie den Unistand zum Ausdruck 
bringen, dass das Wasser keine reibungsfreie Plussigkeit ist. Zugleicb 
treten sie bei jedem Scbiff wirklicb auf. Der dritte Paktor tragt der 
Tatsacbe Rechnung, dass das Scbiff im allgemeinen sick nickt als 
Unterseeboot, sondern an der Oberflacke des Wassers bewegt nnd da- 
mit dnrck Erzeugung von Oberflackenwellen fortgesetzt einen Energie- 
verlnst erleidet. Hierbei spielt die Reibung keine wesentlicke Rolle, 
so dass man bei dem Erklarungsversuck eines solcken Wellenwider- 
standes in. erster Annaherung die innere Reibnng der Plussigkeit ver- 
nacklassigen mag, wie dies bereits in Nr. Hh ausgefiikrt wurde. 
Nicktsdestoweniger kann es unter einem anderen Gesicktspunkt prak- 
tisch ersckeinen, den Wellen- und Kielwasserwiderstand zusammen- 
zufassen und sie als sogenannten „Pormwiderstand^^ dem Oberflacken- 
widerstand, den man auck „Reibuugswiderstand“ nennt, gegeniiber- 
zustellen®^), insofern namlick fiir die beiden ersteren die Form der 
SckifPe von wesentlicker Bedeutung ist, die bei dem letzteren bis zu 
einem gewissen Grrade praktisck als gleickgiiltig angeseken wird. 

Es sei nun im folgenden stets das Scbiff im stationaren Zustand 
vorausgesetzt, also angenommen, dass das Scbiff sick mit konstanter 
Gfesckwindigkeit, und zwar in Ricktung seiner Kiellinie^®), durck das 


Ass. Rep. 1869, p. 16; sieke auck B. de St-Venmt, Resistance des fluides, Paris 
Mem. de I’Acad. (2) 44 (1888). Ebensowenig sei Her auf die Htereu Yersucke 
zux Bestiinmung des ScMffswiderstandes naher eingegangen, da sie in erster 
Linie dock immer nur auf die Gewiimung dieser empiriscken Formel fur den 
Sckiffs-widerstand ausgeken und daker z. T. uber mancke Punkte, die fur die 
Entwicklung einer rationalen Tkeorie wicktig sind, keine vollkommene Auf- 
klarung versckaffen'. tJber die Gesckickte der wicktigsten dieser Yersucke vgl. 
die kistoriscke tlbersickt in Nr. 1 oben, sowie den genannten Berickt von C. W. 
Merrifield^ ferner G. W. Merrifield, The experiments recently proposed on the 
resistance on skips, Trans, of tke Inst, of Naval Ai’ckiteots 11 (1870), p. 80. Ygi. 
auck M. Buhlma'im, Hydromeckanik, 2. Aufl., Hannover 1880, p. 607ff. Eine Zu- 
BammensteUung der wicktigsten empiriscken Eormeln fiir den SckifiFswiderstand 
findet sick in jedem der ublicken Handbucker, z. B. bei Johoio, Hilfsbuck fur 
den Sckiffbau, p. 633 — 683. 

82) Ygl. insbesondere W. JRiehn, Die Berecknung des ScMffswiderstandes, 
Hannover 1882. 

83) Diese Annakme ist jetzt im folgenden durckausfestgekalten. Fiir diePraxis 
des Segelns ist indess auck der Sckiffswiderstand fur den Fall besonders wicktig, 
dass das Sckiff „abtreibt“; vgl. kierzu etwa J. PoTlavd et A. Buddbout, Tkeorie 
du navire 4, p. 1 — 16. Ausserdem ist im Text das Sckiff stets auf ruhendem 
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Wasser fortbewegt — oder nocli genauer ausgedriickt^ da man die 
storende Einwirkung der zur Fortbewegung des Sckiffes dienenden 
Mechanismen (Ruder, Rader, Scbrauben) bei dieser Betracbtung zu ver- 
meiden wiinscbt, — von aussen irgendwie (durcb Scbleppen, Treideln) 
fortbewegt wird. 

Indem man dann zunacbst von dem Wellenwiderstande absiebt, 
moebte man versucbt sein zu erwarten, dass zur Erklarung des 
Kielwasseiiitandes die abstrakte Hydrodynamik in der Tbeorie der 
sogeuannten Diskontinuitatsflacben, und zur Erklarung eines Ober- 
flacbenwiderstaudes in der gewobnlicben Tbeorie der reibenden Pliissig- 
keiten das geeignete tbeoretiscbe Substrat an die Hand giebt. Jedocb 
ist bei einem solcben Ansatz die Idealisierung scbon so weit getrieben, 
dass wobl kaum von einer gentigenden Approximaition an die tat- 
sacblicb eintretenden Verbaltnisse gesprocben werden kann. 

Am giinstigsten stebt es nocb mit der Annabme der Dislkontinuitats- 
fldchevif wie sie zuerst eingebender von JS. von Selmholts betracbtet 
wurden, d. b. Flacben, an denen die tangentialen Gescbwindigkeits- 
komponenten in der Fltissigkeit einen Sprung erleiden und auf denen 
der Druok konstant ist (vgl. IV 16, Hr. If). Insbesondere wird durob 
diese Annabme die von der Beobacbtung gelieferte quadratiscbe Ab- 
bSngigkeit des Widerstandes von der Grescbwindigkeit riebtig wieder- 
gegeben. Aber ein Haupteinwand wird bier immer bleiben, dass nacb 
dieser Annabme das Scbiff ein unendlicb langes, im Innem rubiges 
und gegen das ubrige Wasser wobl abgegrenztes Kielwasser mit 
konstanter Gescbwindigkeit binter sicb berzieben miisste, was durcb 
die Erfabrung keineswegs bestatigt wird (vgl. aucb IV 17, Hr. 1 
8. Finst&rwalder). ^ 

Hocb scbwieriger erscbeint es, aus der gewobnlicben Theorie reibender 
FlussigMtm den Oberflacbenwiderstand befriedigend zu erklaren. In- 
dess liegt bierfur der Grund weniger in einem Unvermogen der pbysi- 
kaliscben Voraussetzungen, als in dem Umstande, dass die Tbeorie 
reibender Fliissigkeiten vorl'aufig nocb nicbt weit genug fortgefiibrt 
ist. In der Tat ist die gewolinlicbe Annabme der Tbeorie, dass sicb 
das Wasser in stationarer Laminarbewegung (IV 15, Hr, 16, A. E. 
H. Love) befinde, bei der sicb einzelne Wasserscbicbten ganz regular 
anemander vorbeiscbieben, wobei sicb dann ein Widerstandsgesetz 
ergiebt,^ in das nur die erste Potenz der Gescbwindigkeit eingebt, 
Aber die Annabme solcb regularer Bewegungen entspricbt nicbt im 
entfemtesten den wirklicb beim Durcbgang eines Scbiffes durcb das 

Wasser angenommen, also? von dem Einfluss abgeseben, den die Meereswogen 
aut den ScMfFswiderstand baben. 
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Wasser erfolgenden Wasserbewegungen. Es liegt bier die gleicbe 
XJnstinmiigkeit vor, wie sie zwiscben tbeoretiscber Hydrodynamik nnd 
praktiscber Hydranlik in betreff des Problems des Stromens Ton 
Wasser in Robren und Kanalen bestebt (vgb IV 20, Vorbemerkung, 
JPh. Forchheimer). Ancb bier zeigt die Beobacbtung, dass das Wasser 
gar nicbt in regularen Scbicbten stromt, sondern in nnrubiger, bin 
nnd bergebender, sog. „tnrbulentep^ Bewegung ist. 

Diesen Misserfolgen gegenuber erscbeint es vorlaufig'^als nacbst- 
liegende Anfgabe der Tbeorie des Scbiffswiderstandes , dnrcb genaue 
Analyse der Beobacbtungen das Cbarakteriscbe der bei Scbiffswider- 
stand vorliegenden Erscbeinnngen aufzufassen, nnd genau den Be- 
wegungstypus festznstellen, der beim Burcbgang des Scbiffes durcb 
das Wasser in diesem tatsacblicb auftritt. Demgemass tritt ancb im 
folgenden, wo iiber die yerscbiedenen Arten des Widerstandes im 
einzelnen nocb beriobtet wird, das descriptive Element etwas starker 
bervor, wobei aber nicbt die Ansatze unterdriickt werden, die auf eine 
erfolgreiche tbeoretiscbe Beben-scbung des G-egenstandes binzndenten 
sobeinen. 

8 b. Genanere Angaben iiber die versoMedenen ^Arten des 
ScMffswiderstandes. 1) Der Oherfldehenwiderstand kommt in unmittel- 
barer Fabe der Scbiffswandung zur Ansbildung. Denkt man sicb znr 
Beqnemlicbkeit das Scbiff rubend und das Wasser mit der konstanten 
Gescbwindigkeit 7 in entgegengesetzter Ricbtnng beranstromend, so 
iibt das an der Scbiffswand baftende Wasser durcb innere Reibung 
auf das umgebende Wasser eine verzogemde Wirkung aus, die iiber- 
wunden werden muss durcb eine Kraft, die gleich dem Widerstan 
ist, den das rubende Scbiff vom stromenden Wasser erfabrt. Hier ist 
nun die wesentlicbste Bemerkung eben die, dass die Stromung nicbt 
in regularen Scbicbten vor sicb gebt, so dass man zur Berecbnung des 
Oberflacbenwiderstandes die Betracbtungen der sogenannten Laminar- 
bewegung beranzieben konnte. Yielmebr deuten die bei dem an der 
Oberflacbe des Wassers rubenden Scbiff bier sicbtbaren Heinen Strudel 
darauf bin, dass die Stromung von irgendwie wirbelnden W^^er- 
massen durcbsetzt ist. Es liegt nabe, mit G. G. Stolces^) und W J. 
M. Bankine^^) den Grand fiir das Auftreten dieser wirbelnden Be- 
wegung in den vorspringenden Kanten und Ecken des Scbiffskorpers 
und in letzter Linie in dem verscbiedenen RauMgkeitsgi-ad seiner 

84) Vgl. Q. G-. Stohes, On some cases of fluid motion, Cambr.^ Phil. Boc. Trans. 
8 (1846) [1843] = Mathematical and physical papers 1, Cambridge 1880, p. 54. 

85) TF". J M. Bankine, London Phil, Trans. 161 (1871), p. 300. 
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Oberflache zu STicben. Damit aber ware dann nicbt erklart, dass ebenso 
wie die turbulente Stromnng jenseits einer gewissen kritiscben Ge- 
scbwindigkeit aucb in ToUkomnien giatten Robren anftritt (vgl. IV 16^ 
Nr. 17), das durcb die Erfabrimg gegebene Widerstandsgesetz des 
Oberflacbenwiderstandes aucb fiir gaiiz glatte Scbiffskorper nicbt mit 
dem Yon der bisberigen Tbeorie reibender Eliissigkeiten gelieferten 
Widerstandsgesetz — was die Abbangigkeit sowobl von den Dimen- 
sionen, wie von der Giescbwindigkeit des Scbiffes anbetrifft — iiber- 
einstimmt. Es liegt bier eine tbeoretiscbe Scbwierigkeit vor, die 
bisber in keiner Weise gelost ist, deren Beseitigung aber die Vor- 
bedingung fur die rationelle Begriindung eines Gresetzes fiir den 
Reibungswiderstand der Scbiffe sein muss. 

Vorlaufig ist man daber zur Bestimmung des Oberflacbenwider- 
standes ledigbcb auf die Experimente angewiesen, die von verscbie- 
denen Autoren unter den verscbiedensten Gresicbtspunkten (sowobl an 
Modellen wie an wbklicb ausgefiibrten Scbiffen) angestellt sind®®). 
Massgebend in der Scbiff'bautecbnik sind in erster Linie die Versucbe 
von W. Ffoude^'^. Aus ibnen ergiebt sicb zunacbst, dass fiir ein. 
Scbiff der Oberflacbenwiderstand fiir einen ersten Ansatz praktiscb der 
gleicbe ist, wie fiir eine ebene (diinne) Platte von derselben Lange 
und dem gleicben Placbeninbalt , die mit der Scbiffsgescbwindigkeit 
der Lange nacb durcb das V^asser gezogen wird. Fiir solcbe diinne 
(5 mm dicke) Flatten, die an der Vorderkante der ganzen Breite 
(0 m), 475 nacb mit einer scbarfen Scbneide verseben waren (Eintaucb- 
tiefe der oberen Kante 3,7“™), fand dann Froude als Widerstandsgesetz 
die bereits in Nr. 1 mitgeteilte empiriscbe Formel: 

Bj. = 'ksv'^\ 

wo s die benetzte Oberflacbe, v die Grescbwindigkeit bedeutet und der 
Koefflzient h sowobl wie der Exponent m ausser von der Bescbaffen- 
beit der Oberflacbe nocb von der Lange der Platte abbangen. Letzterer 


86} Vgl. zur Orientierung uber die alteren Versuclie &nch Bourgois, Memoire 
sTir la i^aistance de I’eati an mouvement des corps et particulierement des bati- 
ments de mer, Paris 1857 . 

_ 87 ) W. Froude, Experiments on the surface-friction experienced by a plane 
moving througb water, Brit. Ass. Eep. 1872 , p. 718 und Eeport to tbe Lords 
Commissioners of the Admiralty on experiments for the determination of tbe 
frictional resistance of water on a surface, under various conditions, performed 
at Cbelston Cross, under the authority of their Lordships, Brit. Ass. Eep. 1874 , 
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isfc nur 'wenig von 2 verscliieden und im Mittel (fiir nicM allzu rauhe 

Pjatten) 1,825.®®) • 

An die AufsteUung seiner Formel scMiesst Froude^^) erne theo- 
retische Uberlegung, die das allmaHiclie Abnehmen des Koeffizienten /c 
mit der Lange erMaren kann. Seine Uberlegung ist, dass durch die 
Bewegung der Platte durcb das Wasser diesem nacb. binten bin eine 
sicb liber immer grossere Scbicbtdecken ausdebnende Vorwartsbewegung 
mitgeteilt wird, wodurcb mit wacbsender Lange die relativen Be- 
scbwindigkeiten immer kleiner werden und infolgedessen aucb die 
innere Reibung abnimmt. Br berecbnet geradezu unter Anwendung 
des Impulssatzes aus der Annabme, dass liber die Bntfernung von 
der Platte aus die Gescbwindigkeit von 7= 3w sec ^ bis auf v — 0 
gleicbformig abnimmt, die Breite des begleitenden Stromes. Hierbei 
findet er fiir Heine Langen (ca. 15 m) einen mit der Beobacbtung an- 
nabernd stimmenden Wert (ca. 11 cm). Fiir grosse Langen fiibrt in- 
dess die Uberlegung zu dem Resultate, dass die Platte allmabbcb von 
einem Strom begleitet ist, der in seiner Breite iiber viele Zentimeter 
binaus die gleicbe Gescbwindigkeit wie die Platte bat, und in dem 
diese den gleicben Widerstand erfiibre, wie in rubendem Wasser. 
Die ErHarung fiir dieses paradoxe Resultat aber findet sobon Froude 
in dem Umstande, dass bier unberiicksicbtigt geblieben ist, dass bei 
grosseren Langen die Erscbeinungen der turbulenten Wasserbewegnng 
immer mebr wirksam werden, so dass die angenommene, gleicbforniig 
von 7 auf V = 0 abnebmende Uescbwindigkeitsverteilung fiber die 
Entfemung E bin stark modifiziert ist, wodurcb es denn erreicbt 
wird, dass der Widerstand mit wacbsender Lange sebr viel langsamer 
abnimmt, als es die bier vorgeti*agene Uberlegung ergiebt. 

2) Der Kielwasserwiderstand. Als solcber wird bier derjemge Wider- 
stand bezeicbnet, der durcb Ausbildung des Kiel- oder Scbleppwassers 
( SogU binter dem Scbiffe zur Wirkung kommt. Vmlfacb wird 
er aucb als „Wirbelwiderstand“ bezeicbnet. Indessen ist diese Bezemb- 
niing nicbt gerade gliicklicb, da die Ausbildung von Wirbeln nicbt 
allein fiir das Kielwasser cbarakteristiscb ist, indem jegbcber Rei- 
bungsvorgang im Wasser mit Erzeugung von Wirbeln begleitet ist ). 


88) Froude 'benutzte Flatten von vier verscMedenen Langen, die bzw. gleicb 
0,’”61; 2,” 44; 6,“" 10 nnd 16, ”24 waren, 

SOI Vffl. W. Froude, Brit. Ass. Rep. 1874, p. 252. ^ 

90) Bine so scharfe Trennung, wie sie im Tert zwiscben Oberflaclienwider- 

standnnd Kielwasserwiderstand gemachtist, liegt 

in der Litteratur nicbt vor, bei denen es dann stets nnklar bleibt, was eige^licb 
der socrenannte Wirbelwiderstand (eddy-maldng resistance) ist; vgl. indess it. Ji. 
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Was tier unter dem Kielwasserwiderstand wirklicli gemeint ist, er- 
giebt Bich leiciit durch Bezugnalime auf die Druckverteilung, die'ent- 
lang dem Schiff in reibnngsfreier Plussigkeit stattkat. Hier ergiebt 
sicb im stationaren Strom am Bug des ScMffes eine Gescbwmdigkeits- 
verminderung, der eine DruckerboKung entspricbt, an den beiden 
Flanken tritt eine Gescbwindigkeitsvermehrung, also eine Druckver- 
mmderung, ein, am Heek wiederbolt sicb der gleicbe Vorgang wie 
am Bug, weil sicb bier — unter Annabme stetiger Potentialbewegung 
~ die einzelnen Stromlinien sofort binter dem ScbifP scbliessen. 
Dieser^ letztere TJmstand tritt nun in Wirklicbkeit nie ein. Es bildet 
sicb Tielmebr binter dem Scbiff eine Scbleppe voU wirbelnder Wasser- 
masse aus, die das Scbiff bei seinem Durcbgange durcb das Wasser 
begleitet^i) und yerbindert, dass dem Scbiff durcb eine entsprecbende 
Dru(Jerbobung am Heck diejenige Energie zuriickgegeben wird, welcbe 
as Scbiff zur konstanten Aufrecbterbaltung der Druckerbobung am 
■ Bug yerliert. Dabei ist es aber nun durcbaus nicbt so — wie die 
Tbeone der unstetigen Potentialbewegung annimmt — dass sicb binter 
em c iff eine relatiy zu ibm rubende Wassermasse (ein sogenanntes 
iotwasser) befindet, die sicb bis ins Unendlicbe ausdebnt. Vielmebr 
zeigt die Beobacbtung, dass das Eielwasser yon Wirbeln durcbsetzt ist, 
eine endlicbe Ausdebnung besitzt und durcbaus keine stabile Begren- 
zung bat, auf der der Druck konstant ware. Eine befried^ende 
^ eoretiscbe Bebandlung des Eielwasserwiderstandes wird daber auf 
lese wesentbcben Momente der Erscbeinung Biicksicbt nebmen miissen. 
Erne solcbe liegt zur Zeit nocb nicbt yor. Indessen ist in einer 
Hicbtung m letzter Zeit ein Portscbritt gemacbt, insofern yon 
L. PrandtP ^) die Entstehuncj des Kielwassers bzw. die erste AhVosung 


Froude On ship resistance, Papers of the Greenock Philosophical Society 1894 
wo es heisBt| We may observe the effect of the skin-friction resistance, in the 
belt of eddying water which clothes the snxface of the ship from end to end 
getting thicker and thicker as it approches the stern. We may observe the 
effect of the eddy-making resistance, in the increase of this eddying mass of 
water behind the stern. (Zitiert bei J. Reed, On the advances made in the 
mathematical theory of naval architecture during the existence of the Institution, 
Irans. of the Inst, of Naval Architects 39 ( 1898 ), p. 96 .) 

^91) tlher die Geschwindigkeitsverteilung im Kielwasser hat G. A. Calvert, 
“measurement of wake currents, Trans, of the Inst, of Naval Architects 34 
( 1893 ), p. 61 Messungen angestellt; siehe auch 0. Reynolds, On the unequal onward 
motion in the upper and lower currents in the wake of a ship; and the effects 
of ^is unequal motion on the action of the screw-propeller, Trans, of the Inst, 
of Naval Architects 17 ( 1876 ), p. 127 = Papers on mechanical and physical sub- 
jects 1 , Cambridge 1900 , p. 149 . 

92 ) Ygl. L. Prandtl, Bher Plussigkeitsbewegung bei sehr kleiner Eeibung, 
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von Wirleln an der Sebiffswand eines soeben in Bewegung gesetzten 
ScMffes anf arund der Hydrodynamik reibender Pliissigkeit erklart 

worden ist. v 1 1 • • j. 

Die Annabme bier ist, dass die Reibnngskonstante so Mem ist, 

dass die Reibungsglieder in den Differentialgleicbnngen nur in einer 
dlinnen GrenzscHcbt in der Nahe der Wandnng des Korpers sicb be- 
merklicb macben, wo ein scbroffer G-escbwindigkeitsabfall bis anf 
Hnll erfolgt. Dnrcb diese Annabme, die anf die wiiMicben Pltissig- 
keiten sebr gut zutrifft, werden fur die Grenzscbicbten Differential- 
gleicbungen erreicbt, die eine Integration gestatten, wabrend ausser- 
balb der Rreuzscbicbten die Bewegung als reine Potentialbewegung 
angesetzt wird. Die JEntstehung der Wirbel lasst sicb dann so ein- 
seben: Tritt in Ricbtung der Stromung irgendwie em Druckanstieg 
ein, wie dies anf der Riickseite der Scbiffswand der Pall ist (wegen des 
Verlaufs der zunacbst vorbandenen Stromlinien), so wird — da erne 
Drnckerbobung von einer aescbwindigkeitsemiedrigung begleitet is 
die Gescbwindigkeit in der Nabe der Wand, well sie dort dure 
Reibung abgemindert ist, eber unter NuU sinken als weiter nacb aussen; 
mit anderen Worten: es tritt in der Nabe der Wand erne Ruckstromung 
und damit eine Wirbelbildung ein. tfber die weitere Ausbreitung der 
Wirbelbildung vermag indessen diese Untersuebung yermoge ihres e- 
Bcbrankten Ansatzes Yorlaufig niebts auszusagen. Hier ist man, urn sicb 
uber die Driickverteilung im Kielwasser wenigstens- qualitativ zu orien- 
tieren, vollkommen anf die Beobaebtungen angewiesen, wie sie insbe- 
sondere von F. AMbom^^) nnd L. Prandtl^^) an der Hand von Pboto- 
grapbien gegeben werden. Irgend eine zuverlassige quantitative Angabe 
fiber die Grosse des Rielwasserwiderstandes dfirfte daber zur Zeit kaum 
moglicb sein. Bei W. Froude^^) findet sicb die Angabe, dass bei 
scblanken Sebiffstypen der Kielwasserwiderstand relativ gering ist, mit 
wacbsender Gesebwindigkeit wacbst und bei roUerem Heck grosser 
ist als bei voRerem Bug. Er giebt an, dass er bei den ublicben 
Sebiffstypen 87o Reibungswiderstandes ist. 

Verliaiidl.^B III. intern. Mathematiker-Kongresses in Heidelberg (1904X Leipzig 
1905, p. 4=84 nnd die naberen Ansffibmngen bei H. HZasiws , Grenzscbicb en in 
Plfissigkeiten mit kleiner Reibnng, Hiss. Gottingen 1907 = Zeitscbr. f. Matb. 

Pbysik 65^(1908),^^^^ L^e^ den MeebanismuB des bydrodynamiseben Widerstandes, 
Abbandlungen aus dem Gebiete der Hatnrwias., brsg. vom Hatnrw. Verein m Ham- 
bnre 17 a902V Hydro dynamisebe Experimentalimtersnobungen, Jabrbnob der 
Bifffsbautecbn GesellBcbaft 5 (1904), p. 417 nnd die Widerstandsersebemnngen 
an scbiffsfSrmigen Modellen, ebenda 6 (1905), p. 67. 

94) W. Froude, Roy. Institution Proc, 8 (1875—1878), p. 209. 
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3) Der Wellenwiderstand. Schon oben (Nr. 7 b) wurde aus- 
gesprocbeii; dass es zur Bestimmung des Wellenwiderstandes auf die 
Beantwortung der Frage ankommt: Welcbe Energie ist erforderlicb, das 
einmal vom Scbiff erzeugte Wellensystem relatiT zu ihm nacb. Grrosse 
•and Grescbwindigkeit konstant zu erbalten? Die Antwort wird gegeben 
durcb das Prinzip der sogenannten Grup^engescJiwindigJceit (IV 16, 
Nr. 5 d, A. JE. H. Love). Hiernacb ist die Greschwindigkeit einer Grruppe 
von nngefabr gleich. langen WeUen als Granzes kleiner als die Ge- 
scliwiiidigkeit der einzelnen WeUen, so dass diese durcb die Gruppe 
fortlaufen, nacb vorne sicb abflacben and weiterbin aussterben, -wabrend 
binteu entsprecbend neue WeUen entsteben, oder nait anderen Worten, da 
die Gruppengescbwindigkeit zugleicb eine Gescbwindigkeit des Energie- 
stromes ist: die in einer WeUe entbaltene Energie pflanzt sicb mit 
kleinerer Gescbwindigkeit fort als die WeUenpbase, Das Yerbaltnis 
der in einer Periode iiber die Breiteneinbeit gescbafften Energie zu der 
in einer WeUenlange entbaltenen Energie ist gleicb dem Yerbaltnis 
der Gruppengescbwindigkeit zur WeUengescbwindigkeit®®). 

Es werde wieder zunacbst das ScJiiff mf dem Osem betracbtet 
und zunacbst so /cwr;®; 'angenommen, dass man von nur je einem 
transversalen bzw. divergierenden WeUensystem am Bug sprecben 
darf, die durcb den Scbiffskdrper nicbt weiter modifiziert werden. Dann 
ist die tJberlegung folgende: Fiir TiefseeweUen ist die Gruppen- 
gescbwindigkeit gleicb der balben WeUengescbwindigkeit, so dass, 
wenn die einzelne WeUe urn zwei WeUenlangen fortgescbritten ist, 
die Energie relativ zur WeUe um eine WeUenlange zuriickgeblieben 
ist. Auf das System der transversalen WeUen angewandt, beisst dies: 
Ist einmal ein solcbes WeUensystem ausgebildet und erfolgt keine 
Energiezufubr vom Scbiff aus, so wird das WeUensystem um so viel 
WeUenlangen binter dem Scbiff zuriickbleiben, als das Scbiff doppelte 
WeUenlangen zuruckgelegt bat. SoU also das WeUensystem relativ zum 
Scbiff fest bleiben, so muss das Scbiff auf z wei WeUenlangen seines Weges 
je eine neue WeUe erzeugen, so dass das WeUensystem fortgesetzt wacbst 
und in einem gegebenen Moments — gemessen von einem festen Aus- 
gangspunkte — eine Ausdebnung bat, die gleicb ist der balben Ent- 
fernung des Scbiffes von diesem Ausgangspunkt. Hat nun das Scbiff 
2n WeUenlangen L zuruckgelegt und bierbei n neue WeUen erzeugt, 
so ist der mittlere Widerstand, wenn JE^ die in einer WeUenlange ent- 
baltene Energie bezeicbnet; 


95) Ygl. Herzu aucb Sir William Thomson, On ship waTeg, Popular lec- 
tures and addresses 3, London 1891, p. 460. 
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Ahnlicli findet man fur jede Reihe der divergierenden Wellen den 
Widerstand: 

7? = 

^ 2isina’ 

WO jetzt die in einer divergierenden Welle enthaltene Energie be- 
zeicbnet. Zugleicb ist Her durcli das Prinzip der Grnppengescbwin- 
digkeit die ErMarung fiir die staffelformige Anordnung der divergie- 
renden Wellen gegeben. Indem sie in ibrem ansseren Teile in rein 
oszillatoriscbe Wellen libergeben, lassen sie jeweils die Halfte ihrer 
Energie znriick, wodurck bewirkt wird, dass, wenn die vorangebende 
Staffelwelle ausstirbt, eine nacbfolgende in einer Entfernung, die gleich 
dem balben Abstand der Pahrtricbtung von der Wellenkammlinie ist, 
das Maximum ibrer Erbebung erreicbt. 

Fur praktiscbe Zwecke kann es bequem sein, den Wellenwider- 
stand als Funktion der Scbiffsgeschwindigkeit auszudrucken. Man 
findet ftir die transversalen Wellen, wenn a die Amplitude der Welle 
bezeicbnet 


pro Breiteneinbeit, so dass, wenn man annebmen kann, dass a mit 
■dem Quadrate der Gescbwindigkeit Y proportional ist, der Wellen- 
widerstand der transversalen Wellen mit der vierten Potenz der Gre- 
scbwindigkeit variiert. Das gleicbe Widerstandsgesetz findet A. JDude- 
fiir die divergierenden Wellen, indem er zur Berecbnung von 
E^ die Tbeorie der EinzelweUe beranziebt, 

Setzt man nunmebr das Scliiff nicht mehr Mein voraus, so dass 
am Bug und Heck getrennt Wellen erzeugt werden, so bleiben die 
vorstebenden tlberlegungen beziiglicb der divergierenden Wellen be- 
steben, da diese sofort nacb ibrer Erzeugung das Ro b iff verlassen und 
die Energie nacb der Seite fortfiibren. Die transversalen WeUen 
des Bugs und Hecks aber konnen mebr oder weniger interferieren. 


96) E. B. Froude, Trans, of the Inst, of Naval Ariohitects 22 (1881), p. 220, 
vergleicbt den ganzen Yorgang mit den erzwnngenen Scbwingungen eines Pendels 
in einem widerstebenden Mittel, das dem Pendel ■wfibrend einer ganzen Schwin- 
gung die Halfte seiner Energie entziebt. Das Heranzieben dieser Analogic bilft 
ibm anf Grand der Young'schen Regel zn erklaren, dass gegenfiber dem Druck- 
maximnm an der Spitze des Scbiffes — wie es durcb die Stromlinienverteilung 
vor Erzeugung der Wellen geliefert wird — das Wellenmaximum der Bugwelle 
eine Pbasenversobiebung nacb dem Heck des Scbiffes bin aufweist. 

97) Ygl. J. Bollard et A. Dudebout^ Tbeorie du navire 3, Paris 1892, p. 440. 
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) dass bei einer bestimmteii Lange des Scbiffs mit wacbsender Ge- 
ib.windigkeit ein lascberes oder langsameres Anwacbsen des W^ider- 
jandes der transrersalen Wellen stattfinden kann. 1st a die Ampli- 
ide der ersten Bugwelle, a' diejenige der Heckwelle, Tea die Ampli- 
ide derjenigen Welle des Systems der BugweRen; die das Heck er- 
3 iclit (RestweUe), so ist der giinstigste oder iingtinstigste Effekt der 
aterferenz dureb die Addition bzw. Subtraktion der beiden letzt- 
enannten Amplituden gegeben (of + Die Energie der Bngwelle 
3 t proportional mit a^, diejenige der kombinierten Heckwelle mit 
a' + lay . ZieM man in Betracbt, dass die RestweUe dem Sebiffe 
:einen EnergieTerlnst bringt, so ist der gesamte Wellenwiderstand 
jroportional mit 

-f a'2 + 2haa'.^^) 


Eur das ScUf auf dem Kanal werde bier nnr der rein zwei- 
limensionale FaR in Eiicksiebt gezogen, d. b. der FaR, wo das Sebiff 
len. Kanal naob seiner ganzen Breite ausfullt und nnr transversale 
W'ellen znr Ansbildnng gelangen, womit dann leider die interessanten, 
iber sebwer zn fassenden Erscbeinnngen der ZwisobenfaRe (vgl. oben 
:!lr. 7b, 2) bei Seite gelassen werden. Die Grnppengescbwindigkeit U 
.st dann (vgl. IV 16, Nr. 5d) 
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ergiebt, der fur Ti = oo in den fruber gefundenen VV ert fiir 
iibergebt. Von besonderem Interesse ist nun der FaR, wo^ sicb V 
der kritiseben Gescbwindigkeit n'abert. Obige Form el ergiebt bier 
ein Abnebmen des das den W^ert 0 erbalt, wenn die kritisebe 
Hescbwindigkeit erreiebt ist oder ilberscbritten wird. In der Tat wird 
fiir == gji die Gruppengescbwindigkeit gleicb der Wellengescbwin- 
digkeit, mit anderen Worten: die WeRenenergie gebt mit der Ge- 
scbwindigkeit des Sebiffes fort, so dass sie dem Sebiff niebt verloren 
gebt. Das wiirde also bedenten, dass das Sebiff keinen WeRenwiderstand 
erleidet, wenn. es mit einer Gescbwindigkeit f’abrt, die gleicb odei 


98) B. E. Froude, Trans, of tbe Inst, of Naval Arobiteots 22 (1881), p. 220. 

99) Den Wellenwiderstand eines ScMffes anf dem Kanal bat znerst experi- 
menteR festgestellt V. 8coU Bussell, Edinb. Roy. Soc. Trans. 14 (1840), p. 47. 
Vgl. bierzn aueb die in der Litteratnxubersiobt genannten Biicber von Engels, 
HaaeJo nnd de Mas. 
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grosser als die kritisclie Grescliwindigkeit ist. Praktiscli ist aber zu 
bemerken, dass, — da aucb. die Amplitude der Scbiffswellen wesent- 
licb. YOU der Glescliwindigkeit des Sckiffes abbaugt, — bei Annaberung 
der Fabrgescb.wiiidigkeit des Scbiffes an die kritiscbe Grescbwindigkeit 
zwar der Wellenschwanz sich hinter dem Scbiff immer weniger lang 
erstreckt, dafiir aber die Amplitude der einzelnen Wellen waclistj bis 
bei der kritiscben Grescliwindigkeit der Wellenscliwanz voUkommen 
yerscliwiiidet, wahrend gleicbzeitig das Maximum der Amplitude und 
damit das Maximum des Wellenwiderstandes erreicht ist. Erst wenn 
die kritiscbe Grescbwindigkeit etwas uberscbritten ist, wird der in 
Rede stebende Wellen widerstand praktiscb gleicb Null, um wieder zu 
wacbsen, wenn die Gescbwindigkeit des Scbiffes iiber die kritiscbe 
Gescbwindigkeit binaus gesteigert wird, entsprecbend dem Umstande, 
dass jetzt das Scbiff von einer uberscbaumenden, erzwungenen Welle 
begleitet ist, wie es friiber gescbildert wurde. 

8 c, Praktische Bestimmung des Scbiffswiderstandes. Die 
Modellregel. Bs ist bereits oben in Nr. 1 erwabnt, dass in der Praxis 
des Sobiffsbaues der Scbiffswiderstand seit W.Froude'^^'^') unter Heran- 
ziebung des Prinzips der mecbaniscben Abnlicbkeit durcb Modell- 
versuche bestimmt wird, und aucb mitgeteilt, wie bierbei im einzelnen 
Yorgegangen wird (Berecbnung des Oberflacbenwiderstandes nacb der 
aus jFV•o^^^^es Versucben berecbneten Tabelle, experimentelle Ermittelung 
des Restwiderstandes aus ModeUversucben)^®^). Es sei bier daber nur 
nacbgetragen, wieso dies Yorgeben durcb die bisberigen tbeoretiscben 
Uberlegungen gestiitzt wird. In der Tat ergiebt das Prinzip der 
mecbaniscben Abnlicbkeit folgendes: Da Scbiff und ModeU beide 
in derselben Eliissigkeit (Wasser) sicb bewegen, und bierbei beide 
zugleicb derselben Kraft (Scbwerkraft) unterliegen, so miissen sicb — 
wenn das Yerkleinerungsverbaltnis von Modell und Scbiff 1 : A ist — 
die korrespondierenden Grescbwindigkeiten wie 1: "j/A, die Wider- 
stande wie 1 : A® verbalten. Bs muss also, um aus dem Widerstand 


100) Vgl. W. Froudes dem Bericht von G. W. Merrifield (vgl. Fnssnote 81) 
angebangte „Explanations“. 

101) Wegen der naberen praktiscben Ausgestaltnng dieser Metbode vgl. 
B. F. Froude, Tbe Constant system of notation of results of experiments on 
models, Trans, of tbe Institution of Naval Arcbit. 29 (1888), p. 304; Some 
additional features in tbe ^Constant" notation, ebenda 33 (1892), p. 245 und Some 
results of tbe model experiments, ebenda 46 (1904), p. 64. Ygl. aucb W. Froude 
(Fussn. 76), und Joh. SchilUc, Qntersucbungen iiber Hintersobiffsformen, speziell 
fiber Wellenaustritte, ausgefiibrt in der Scbleppversucbsstation des Norddeutscben 
Lloyd, Jabrb. der scbiffsbautecbn. Gesellscbaft 2 (1901), p. 331. 
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des Modells auf den des Schiffes scHiessen zn konnen, fiir diesen 
folgendes G-esetz gelten: Der Widerstand muss proportional dem 
Prodnkt entweder ans einer Flacke und dem Quadrat der Gesckwindig- 
keit, Oder aus einer Lange und der vierten Potenz der Gesckwindig- 
keit sein. Diese Gesetze aker kann man nack dem Prukeren nun gerade 
fiir den Kielwasserwiderstand, kzw. den Wellenwiderstand angenakert 
als erfiillt anseken, so dass man sie wokl als tkeoretiscke Grundlage 
fiir die Beurteilung der Modellversucke anseken darf. 

9. Die Sckiffspropulsion^®®). Nock weniger Bestimmtes als 
iiker das Problem des Sckiffewiderstandes kann im folgenden iiber 
das Problem der Sckiffspropulsion mitgeteilt werden. Es ist kier 
nickt die Tkeorie, sondern vor allem die praktiscke Erfakrung der 
Seeleute, die an der Hand kockst unbestimmter aUgemeiner meckani- 
scken Prinzipien aHes bekerrsckt. 

Dies gilt in allererster Linie von der Propulsion durck den Wind. 
Zwar sind insbesondere in friikerer Zeit versckiedene Tkeorien des 
Segelns entwickelt worden, die sick auck mekr oder Tzeniger ausfiikr- 
lick in den Handbiickern iiber den Sokiffbau mitgeteilt finden. Aber 
die Tatsacke, dass man iiber den Luftwiderstand dock nock sekr un- 
voUkommen orientiert ist (vgl. IT 17, S. Finsterwalder), zusammen mit 
dem TJmstande, dass die Segelflacke keine wokldefinierte Elacke ist, 
zumal sie aus den einzelnen, versckieden zueinander orientierten Segeln 
bestekt, lasst es vorlaufig 'wenig aussicktsreick ersckeinen, durck tkeo- 
retiscke tiberlegungen mekr als eine ganz unbestimmte Auskxmft iiber 
die zur Forth ewegung des Sckiffes zur Verfugung stekende Kraft, was 
ikre Kicktung, Grosse und Angriffspunkt betrifft, sowie iiber das 
Problem der Stabilitat des Sckiffes unter Segeln zu erzielen. Eine 
erste Torbedingung waren genaue Versucke z. B. iiber den Winddruck 
auf die einzelnen Segelflacken, die Luftbewegung entlang dem Segel 
usw., wofiir in der Litteratur sick bisker systematiscke Angaben 
kaum finden. 

Nickt sekr viel giinstiger ist die Sacklage bei der Theorie der vom 
Sckiff aus angetriebenen, zu seiner Propulsion dienenden Meckanismen 
(der Euder, Eddery Fumpen und Schraulen). Man ist auck kier weit 
davon entfernt, die Einzelkeiten der Bewegung genau zu bekerrscken. 


102) Ein Berickt iiber die altere Litteratur findet sicb in dem ofter ge- 
nannten. Keport of a Committee, consisting of G. W. Merrifield, G. P. Bidder, 
Douglas Galton, F. Galton, Bankine and TF. Froude, appointed to report on tbe 
state of existing knowledge on tbe Stability, Propulsion, and sea-going qualities 
of sbips, Brit. Ass. Rep. 1869, p. 22. 
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Wie eigentUcli die Wasserbewegung durcb die Fortbewegungsmecbanis- 
men beeinflusst wird, welcbe Bedeutung diese fiir die Modifizierung 
des durcb Scbleppen des Scbiffes gemass dem Abnlicbkeitsgesetze 
ermittelten Scbiffswiderstandes baben mag, insbesondere 'wenn sicb 
das Scbiff nicbt in seiner Langsaxe fortbewegt, sondern „abtreibt“, isfc 
nocb viel zu wenig aus wirklicb zuverlassigen Beobacbtnngen bekannt. 
So z. B. werden die an den Seiten eines Raddampfers angebracbten 
Scbanfelrader einen wesentlicben Einfluss auf Vermebrung des Scbiffs- 
widerstandes baben, indem sie die glatte Wasserbewegung an den 
Seiten des fortgescbleppten Scbiffes betracbtlicb storen, nacb binten 
Wellen sebr bedeutender Amplitude aussenden usw. Andererseits 
arbeitet die Scbiffsscbraube nicbt in rubigem Wasser, sondern in 
dem lebbaft bewegten Eielwasser. Und ist scbon die regulare Wasser- 
bewegung durcb die Scbraube bindurcb an sicb scbwer aufzufassen, 
so werden die Verbaltnisse bierdurcb nocb komplizierter. Aucb fur 
eine rationelle Theorie der Fortbewegungsmecbanismen bleiben daber 
genau wie bei der Propulsion durcb den Wind — zweckmassig 
angestellte Versucbe an Modellen, die das Tatsacblicbe der Erscbei- 
nungen wirklicb aufzufassen lehren, die unerlasslicbe Vorbedingung. 
Solcbe sind fiir die Scbiffsscbrauben erst in allerjiingster Zeit plan- 
massig begonnen worden^®^). Das Meiste muss vorlaufig bier nocb 
aus gelegentlicben Bemerkungen aus der zerstreuten Scbiffbaulitteratur 
zusammengesucbt werden 

Jedenfalls konnen die bisber entwickelten Tbeorien bei dieser 
Sacblage nur als vorlaufige erscbeinen. Sie beruben, soweit sie nicbt 
einfacb eine Ziisammenfassung empiriscber Formeln sind, auf mebr oder 
weniger wiUkiirlicben Annabmen, unter deren Zugrundelegung es unter 
Umstanden gelingt, durcb Anwendung allgem einer mecbaniscben Prin- 
zipien gewisse Aussagen zu macben, die als eine erste Orientierung 
iiber die Wirkungsart der Propeller angeseben werden konnen. Es 
liegen bier der Art nacb — nur wesentlicb komplizierter — die 
gleicben Verbaltnisse vor wie in der praktiscben Hydraulik (IV 20, 


103) F. AhWorn, Die Wirkung der SchiiFsschraube auf das Wasser, Jahrb. 
der scbiffbauteclm. Gesellscbaft 6 (1905), p. 82; 0. Flamm, Beitrag zur Ent- 
wioklung der Wirkungsweise der Scbiffsscbraube, ebenda 9 (1908), p. 427. Vgl. 
aucb B. Wagner, Versucbe mit Scbiffsscbrauben und deren Ergebnisse, ebenda 7 
(1906), p. 264. 

104) Die ergiebigste Quelle sind bier die Abbandlungen und die sicb an- 
scbliessenden Diskussionen in den Transactions of the Inst, of Naval Architects, 
fiir deren erste 46 Bande (I860 — 1904) ein ausfiibrlicber (Nominal- and Subject-) 
Index vorliegt, London 1906. 
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Fh. Forchheimer) und der in der Praxis ubliclien Tlieorie der hydrau- 
lischerL Motoren (lY 21, ifcf. Grubler'), wo man aucli in der Haupt- 
saclie anf die Einsiclit in die Einzelheiten der Bewegung verzichtet 
und unter Heranzielmng der Kontinuitatsgleicliung, des Energie-, 
prinzips nnd der Impnlssatze — unter Einfiilirung von Erfahrungs- 
koeffizienten — eine vorlanfige Orientierung iiker die in Frage kom- 
menden Prokleme suckt. 

In der Tat ist es auck in der Sckiffbautecknik der ImpulssatB, 
der in einer oder der anderen Form als alien bisker entwickelten 
Tkeorien der Propeller zugrunde liegend sick immer wieder findet. In 
seiner einfacksten Form gewinnt er folgende Formuliernng: 1st V die 
Giesckwindigkeit des Sckiffes in Ricktung seiner Kiellinie, U die in 
gleicker Ricktung genommene Gesckwindigkeit des Propellers (Sckaufel- 
gesckwindigkeit des Rades, Sckraubungsgeschwindigkeit der Sckraube), 
so ist TJ — V seine Gesckwindigkeit relativ zum Sckiff, deren Yer- 
kaltnis zur PropeUergesckwindigkeit 


man als Schlupfung {slip) bezeicknet^®'^). Ist nun Q das vom Propeller 
in der Zeiteinkeit nack riickwarts in Bewegung gesetzte Wasser- 
volumen, R der korizontale Widerstand des Sckiffes in der Fakrt- 
ricktung, so ergiebt sick als Ausdruck des Impulssatzes: 

qQ{U-V)=^E. 

Fiikrt man kier das Eigengewickt y — Qg des Wassers ein und setzt 
weiter Q — kh^U (IF ein zweckmassig gewaklter, grosster Querscknitt, 
k ein Erfakrungkoeffizient < 1); so resultiert die kaufig benutzte 
Formel: 

jkFU{U— V), 

Es soil nun nickt die Absickt sein, an dieser SteUe etwa naker 
auszufukren, wie sick auf Grund des vorstekenden aUgemeinen Prin- 
zips eine fur die Praxis zum Teil brauckbare Tkeorie der einzelnen 
zur Propulsion dienenden Meckanismen aufbanen lasst. Fiir die Tkeorie 


104) Man untersobeidet im gegebenen Fall© nocb zwiscken scbeinbarem nnd 
•wabrem Slip, je naobdem das Bezngsystem in absolnter Rube ist oder die Be- 
wegung des Eielwassers (obne Scbraube) bat. Danacb ist der scbeinbare Slip, 
stets kleinex als der wabre. Bei Scbranben bat man oft einen negativen scbein- 
baren Slip beobacbtet, vgl. W. J. M. Hanhine, Some remarks on apparent negative 
slip, Trans, of tbe Inst, of Naval Arcbitecture 8 (1867), p. 68. 


591 


9. Hydrod^amik des ScHffes: Die ScMffspropulsion. 

der Under Hat bereits L. Euler solcHerweise die Grundlagen ge- 
geben, die danu v'on Marestier'^^^) auf die Rader ausgedebnt worden 
sind und bier zu mancben mteressanten kinematiscben tiberlegungeii 
Tiber die gegeiiBeitige Anordnung der einzelnen Scbanfeln, Tiber die 
mittlere Taucbtiefe usw. Anlass gegeben baben. Fiir die Tbeorie der 
Pumpen (bei den sogenannten Eeaktionsscbiffen) kann auf das vor- 
stebende Referat, yon M. Griibler (IV 21) verwiesen werden. Die 
Tbeorie des Schrauhenpropellers findet sicb auf Grund dieses Au- 
satzes in dem Referate liber Aerodynamik yon 8. Finsierwalder in 
rV 17, Nr. 9 exponiert. Das Wesentlicbe bei dieser elementaren Be- 
handlung des Problems der Scbiffspropulsion ist die zweckinaBige 
Inbeziebungsetzung der durcb die Erfabrung und aus den Versucben 
gewonnenen Einsicbten mit dem genannten allgemeinen Ansatz (Be- 
stimmung der in die Eormeln eingebenden, praktiscb als konstant 
anzusebenden Koefflzienten). Man sucbt so insbesondere Aufscbluss 
zu gewinnen iiber den Wirkungsgrad des Propellers und yor allem 
die Abhangigkeit des Wirkungsgrades von dessen Form und Grosse. 
Am weitgebendsten ist in dieser Hinsicbt — entsprecbend der grossen 
praktiscben Bedeutung des Scbraubenpropellers — fiir diesen die 
Tbeorie entwickelt, iiber die man sicb in ibren Binzelbeiten am besten 
in den in der Litteraturiibersicbt genannten Werken von G. JBusley^'^% 
P. W. Taylor und W. X Durand'^^'^) orientiert^®®). 

Fiir den Scbraubenpropeller liegen indess aucb Versucbe zur 
Ausbildung einer bydrodynamiscben Tbeorie vor, iiber die nocb einiges 
mitgeteilt sei. Den Ausgangspunkt bildet bier eine Arbeit von W. J. 
M. Ranldne'^'^^) , an die sicb weitere von J. H. CoUerilP^^), A. G. 


106) L. Euler ^ Mdmoire sur I’action des rames, faisant suite a la tk^orie 
compl&te de la coustruction et de la manoeuvre des vaisseaux, St. Petersbourg 1773. 

106) Marestier^ Mdmoire sur les bateaux a vapour des l^tats-Unis, Paris 1824 
(zitiert bei J. Pollard und A. Dudehout, Tbeorie du navire). 

106) 0 . Bushy, Die Scbiffsmascbine, ihre Eonstruktion, Wirkungsweise und 
Bedienung, Kiel 1886; 3. Aufl. Kiel und Leipzig 1808 ff. 

106) D. W. Taylor^ Eesistance of skips and screw-propulsion, London 1893. 

107) W. F. Durand y Resistance and propulsion of skips, New York 1903. 
Dazu nock W. F. Durand, Performance of tke screw-propeller, Carnegie Insti- 
tution, Waskington 1907. 

108) Vgl. aucb JB. E. F'roude, Description of a method of investigation of 
screw-propeller efficiency, Trans, of tke Institution of Naval Arckit. 24 (1883), 
p. 231 und Tke Determination of the most suitable dimensions of screw-propeller, 
ebenda 27 (1886), p. 260. 

109) W. J. M. JRanlcine, Tke mechanical principles of tke actions of pro- 
pellers, Trans, of the Inst, of Naval Architects 6 (1866), p. 13. Ygl. auck 
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Green'hill'^'^^), B. JE. Froude'^^^') anschliessen. Jedocli konnen diese Yer- 
suclie nur ein tlaeoretiselies Interesse keanspruchen, indem sie sick 
samtlick auf sekr stark idealisierte Falle kezieken. Nickt nur ist die 
Annakme, dass es sick um einen Propeller mit unendlick vieleU; un- 
endlick diinnen Sckaufeln-kandelt, sondern es wird auck die Wasser- 
kewegung vbr und kinter dem Propeller kockst spezieU angesetzt 
(Eintritt in regularen paraUellen, Austritt in sckraubenformig ge- 
■wundenen Stromfaden) und eigentlick nur nack dem dynamiscken 
Aquivalent dieser von vornkerein angenommenen Anderung der Wasser- 
kewegung gefragt. Im einzelnen untersckeiden sick dakei die Ansatze 
danack, ok sie sick auf den einen oder anderen GrenzfaU eines un- 
endlick langen Oder unendlick kurzen Propellers kezieken, so dass die 
Gesckwindigkeits anderung sick einmal ganz im Propeller, dass andere 
Mai ganz ausserkalk desselben einsteUt. Dariiber aber, wie eine 
Gesckwindigkeitsanderung von dem Propeller erzeugt wird, wie sie 
von seiner Sckaufelform abkangt u. s. w., vermag keine dieser Tkeorien 
einen Aufsckluss zu geben^^®). 

In Anketrackt dieses wenig erfolgreicken Yorgekens ersckeint es 
am aussicktsreicksten, den umgekekrten Weg einzuscklagen und auf 
einem genauen Studium der tatsacklichen Wasserbeweguiig — wie 
sie durck die Aufnakmen von F. Ahlborn und insbesondere 0. Flamm 
an die Hand gegeben wird^“^) — eine kydrodynamiscke Tkeorie auf- 
zubauen. Dabei wird man mit Erfolg die sckon oben erwaknte von 
F. W. Lanchester'^^^) entwickelte YorsteUung der cykliscken. Bewegung 
um die Sckaufeln kerum keranzieken konnen. In der Tat wird solcker 
Weise iiickt nur durck versckieden rasckes Strom en an den keiden 
Seiten der Fliigel das Yorkandensein eines Drucks auf die Sckrauben- 

W. Froude., Oa tke elementary relation between pitch, ship, and propulsive effi- 
ciency, ebenda 19 (1878)^ p. 47. 

110) J, JET. CoUerill, The minimum area of blade in a screw propeller ne- 
cessary to form a complete column, Trans, of the Inst, of Naval Arcbitects 20 
(1879), p. 152; On the changes of level in the surface of the water surrounding 
a vessel produced by the action of a propeller and by sMn friction, Trans, of 
the Inst, of Naval Architecture 28 (1887), p. 286. 

111) A. G. Greenhill, A theory of the screw-propeller, Trans, of the Inst, 
of Naval Architects 29 (1888), p. 319. 

112) B. JE. Frotode, On the part played in propulsion by differences of fluid 
pressure, Trans, of the Inst, of Naval Architecture 30 (1889), p. 390; Eemarks 
on Greenhill’s theory of the screw-propeller, ebenda, p. 406 ; On the theoretical 
effect of the race rotation on screw propeller efficiency, ebenda 33 (1892), p. 266. 

113) W^eiterreichend ist hier ein Ansatz von JET. Lorens^, Neue Theorie und 
Berechnung der Kreiselrader, Munchen und Berlin 1906. 

114) TV. F. Lanchester, Aerodynamics, London 1907, p. 163 — 178. 
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fliigsl erklart^ sondGrii aucli durcli die von den Enden der verscibiedenen 
Pliigel ausgehenden W^irbelfaden^ die sicii beim Portscbreiten des 
Scbiffes nm einander sobraubenfdrmig aufwickelnj das Stromungsbild 
verstandlicb, "wie es auf den Pbotographien von' 0. Flamm wieder- 
gegeben ist nnd wie man es aucb obne weiteres binter einem Sobijff 
beobacbten kann, wenn etwas Lnft von der Scbranbe eingesangt wird, 
wodurcli die Axen der Wirbel sicbtbar werden^’^®). ^ 

116) W. F. Lanchester, Aerodynamics, p. 324. 
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(AbgesoUossen mit MSirz 1906, Anhang mit Dezember 1907.) 


Bmck von B. G. Teubnei in Leipzig. 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Dynamik der Kurbelgetriebe 
mit besonderer Beriicksichtigung 
der SchifPsmaschinen. 

Von Dr. H. Lorenz, 

Professor an der Teolinisolien Hoohschnle zu Danzig. 

Mit 66 Figuren im Text. [V u. 166 S.] gr. 8. 1901. geh. n. JC 6.— 

Die vorliegende Sehrift behandelt die Dynamik des Knrbelmeclianismus, ein 
G-ebiet der teebniscben Mecbanik und Mascbinenlehre, Tvelcbes — ob^vobl schon von 
Ppncelet und Redtenbacber angebaut und in Radingexs bedeutuugsvoller Arbeit: 
„Uber Dampfmaschinen mit bober E:olbengescbwindigkeit“ weiter ausgebaut — in den 
meisten _ Lebrbucbern jener Disziplinen nocb keine seiner Bedeutung entsprecbende 
Beriicksicbtigung gefunden bat, fiir das jetzt aber gerade die Praxis insbesondere in 
den Aufgaben, die der moderne ScbifFsmasobinenbau im sogenannten „Massenausgleieb“ 
stellt, eine breitere dynamiscbe Grundlage erfordert. 

„ . . . Bei dom grofien Interesse, das dem Prol)l6m von vielen Ingenienren entgegengebracM wird, 
sei im Bolgenden der Xnbalt der ^InBerst lesenswerten Scbrift auBfilixrlicli wiedergegoben . . - Das Stndinm 
des Buobes kann jedem Ingenieur, der mit dem nOtigon matbomatiecben Eiistzeug verseben ist, warm 
empfohlen werden.“ (Zeitsclirift des Vereins deatscker Ingenieure.) 

„. . . Wabrend der Titel eine mebr tbeorotisobe Tendonz vqrmnten lasaen kCnnte, belrifft der 
Inbalt eminent wiobtige praktiscbe Bragen des Dampf- und speziell des Sobiffsmascbinenbaues, deren 
Klarlegung in wissensobaftlicber und patentroobtliober Beziebung ein Haupttbema der teobnisoben 
BaoberOrterungen in don letzten Jabren gewosen ist. Der Scbiffsmasobinen-Interessent, der siob bber 
diese niobt ganz einfacben Bragen zu orientioren wUnsobt, flndet im Buobe von Lorenz einon vorztig- 
licben 'Wogweiser und wird dem Verfasser um .so lieber folgen, als wir demselben die Anregung und 
Lb sung einer Keibe wiobtiger Bragen, so insbesondere dorjenigen des Masaenausgleicbos „zw6iter Ord- 
nung“, der zweokmiiBigsten Arbeitsverteilung anf die einzelnen Zylinder, der Torsimalacbwingungen der 
Soblffswelle, u. a. m. verdanken. . . .“ (Scliweizerische Bauzeitang.) 


Aug. F6ppl, 

Professor der Mecbanik n.Torstand des Meoban.-Teobn. Laboratoriuma a. d. Teobn.Hoohaohule zuMfinoben: 

Vorlesungen fiber Technische Mechanik. 

In sechs Biinden. 

I. Band: Einfiibrung in die Mecbanik. 3. Auflage. Mit 103 Piguren im Text. 
[XVI u. 428 S.] gr. 8. 1905. In Leinw. geb. n. JC 10. — 

II. Band: Grapbiscbe Statik. 2. Auflage. Mit 176 Piguren im Text. [XII u. 
471 S.] gr. 8. 1903. In Leinw. geb. n. JC. 10. — 

III. Band: Pestigkeitslebre. 3. Auflage. Mit 83 Piguren im Text. [XVI u. 434 S.l 

gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. JC. 10. — 

IV. Band: Dynamik. 2. Auflage. Mit 69 Piguren im Text. [XV u. 506 S.] gr. 8, 

1901. La Leinw. geb. n. JCl’i . — 

V. Band: Die tvicbtigsten Lebren der bobereu Elastizitatstbeorie. Mit 

44 Pig. im Text, [XII u. 391 S.] gr. 8. 1907. In Leinw, geb. n. JCIO.— 

VI. Band: Die wicbtigsten Lebren der bobereu Dynamik. (In Vorbereitnng.) 

„Bingebenderes Leaen zeigt, daB in der Tat alles anf daa gewissenbafteste geboten ist, was znr 
Aneignnng der Grundlehren erforderlicb ist, ja dartiber binaus in Beispielen an vielen Stellen anob die 
Mittel und Hinwoise, die die Verwenduncr der cebotenen Tbeorie znr Bobandlnnor beatimmter Anfoahon 
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. Es gibt "wenige Werke auf dem gesamten Gebiete der matbematischen Physik, 
die glei-cbzeitig so viele Yorteile in sicb vereinigen, wie die Hydrodynamik von H. Lamb. 
Dieses Buck besitzt gleicken Wert fiir den Anfanger, der nber die noWendigsten 
Gmndlagen der kSkeren Matkematik verfugt, wie fiir denjenigen, der sick mit selb- 
standigen Arbeiten befassen will. 

Zur Erleichterung des Verstandnisses sind eine grofie Anzakl mimeriscker Bei- 
spiele, sowie Stromliniendiagramme und andere Piguren eingefftgt. In bezug auf 
VollsSndigkeit der Literaturangaben iat wohl das denkbar moglickste erreickt worden; 
die wesentlicksten Arbeiten des Jakres 1905 sind nock beriicksicktigt. 

So darf man bekaupten, dafi die 3. engliscke Auf lage (Januar 1906) in jeder 
Hinsickt auf einer koken Stufe der Vollkommenkeit stekt. Darum ist es seibstver- 
standlick, dafi die deutscke Ausgabe sick' eng an das Original ansckliefit; und dafi 
kein Anlafi vorlag, irgendwelcke l.nderung6n oder Zuslltze anzn biingen, 


Lehrbuch der Elastizitat. 

Yon A. E. H. Love, 

M A., D. So., IF. E. S., Professor an der Universitat Oxford. 


CO ( 
CD \ 

\ 


Autorisierte deutscke Ausgabe. Unter Mitwirkung des Verfassers besorgt von 

Dr. Aloys Timpe, 

Assistent an der Teclinisclien Hochsolinle zu Danzig. 


Mit 75 Abbildungen im Text. [XVI u. 664 S.] gr. 8. 1907. In Leinw. geb. n. JC 16 . — 


Der Love’scke „Treatise on tke Matkematical Tkeory of Elasticity" kat sick der 
prazisen und klaren Darstellungsweise und des ersckopfenden Inkalts ,wegen auck in 
deutscken Matkematiker-, Pkysiker- und Ingenieurkreisen wokl eingebtirgert. Eine 
deutscke tlbersetzung der eben jetzt ersckeinenden zweiten Auf lage des engliscken 
Werkes durfte daker von vomkerein auf die Sympatkien vieler recknen, um so mekr 
als wir, yon den inzwiscken veralteten klassiscken Darstellungen der Elastizitatstkeorie 
abgeseken, bisker kein umfassendes Lekrbuck der Elastizitat in Deutsckland besitzen. 
Der Ckarakter des Buckes ist derselbe geblieben, wie ikn der Verfasser in dem Vor- 
wort zur 1. Auf lage gekennzeicknet kat: ein vollstandiger Abrifi des gegenwartigen 
Standes der Elastizitatstkeorie, der in gleicker Weise auf die Bekandlung der auf- 
tretenden matkematiscken Problems wie auf die unmittelbar fur die praktiscken An- 
wendungen frucktbaren Untersuckungen eingekt. Dabei sind weitsckweifige analytiscke 
Entwicklungen und Ausfukrungen von aussckliefilick abstrakt-matkematisckem Inter- 
esse, in denen sick die Elastiker der italieniscken Sckule zuweilen verliereii, ebensosekr 
vermieden wie teckniscke Einzelkeiten. Uberall sind, soweit irgend moglick, nock 
die neuesten einscklagigen Arbeiten mit beriicksicktigt, wie auck aus der Fiille von 
Literatumackweisen kervorgekt. — Die deutscke Ausgabe erstrebt in der Ausdrucks- 


